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BARU8,  C,  Die  physikalische  Behandlung  umi  die  Messung  hoher  Temperaturen. 
Vm,  92  Seiten  mit  80  Fig^oren  nnd  2  Tafeln.    1892.  11  8.— 

Die  vorliegende  Arbeit  teicfanet  sich  durch  grosse  Gründlichkeit  aus.  Dieselbe  do* 
kninentiert  st<^  auch  schon  äusserlich  durch  die  grosse  Zahl  der  Citate.  welche  der  Ver- 
iasser  dem  ersten,  die  Geschichte  der  Pyrometrie  behandelnden  Kapitel  beigegeben  hau 
Im  tweiten  Kapitel  wird  die  Kalibrierung  der  Kalorimeter  durch  bekannte  Siede*  und 
Schmelapunkte  behandelt. 

BEZOLO,  W.  von,  Hermann  von  Helmholtz.  GedficLtniasrede,  gehalten  in  der 
Singakademie  zu  Berlin.  82  Seiten.  Mit  einem  Porträt  H/s  nach  einem 
ÖlgemXlde  von  F.  Ton  Lenbach.     1895.  M.  1.50 

CHRISTIANSEN,  C,  Elemente  der  theoretischen  Physik.  Deutsch  heraus- 
gegeben von  Joh.  Müller.  Mit  einem  Vorwort  von  £.  Wiedemann. 
Vm,  458  Seiten  mit  184  Figuren.     1894.  M.  10.~ 

Es  fehlte  bisher  ein  kunes  Lehrbuch  der  theoretischen  Physik,  in  dem  auf  beschränk- 
tem Räume  die  widitigsten  Lehren  dieses  Gebietes  soweit  entwickelt  werden,  dass  es  nach 
Durcharbeiten  desselben  möglich  ist,  Originalarbeitcn ,  die  nicht  gerade  allsu  spezielle 
Probleme  betreffen,  su  verstehen.  Wie  nöthig  und  nütslich  eine  solche  Einführung  in  die 
theoretische  Physik  ist,  werden  Viele  empfunden  haben  und  Chrisüansens  Werk,  vom  Ver- 
fiuser  und  TOn  Fachgelehrten  umgearbeitet  und  deutschen  Verbältnissen  angepasst,  wird 
sweifelsohne  den  jungen  Physiker  tmd  Blathemataker  bei  seinen  Studien  wesentlich  fSrdem. 

CLAUS1U8,  R.,  Die  Potentialfunktion  und  das  Potential.  Ein  Beitrag  zur 
mathematischen  Physik.    4.  verm.  Auflage.    178  Seiten.    1885.    M.  4.— 

EBEfTT,  H.,  Magnetische  Kraftfelder.  Die  Erscheinungen  des  Magnetismus, 
Elektromagnetismus  und  der  Induktion,  dargestellt  auf  Grund  des  Kraft- 
linien-Begrififes.  Zwei  Theile  in  einem  Bande.  XXVIII,  499  Seiten  mit 
140  Abbildungen  und  8  Tafehi.     1897.  M.  18.—,  geb.  M.  19.— 

Der  Verfasser  hat  es  versucht,  die  Lehre  vom  Ma^netismuff  und  der  Elektricitat 
durchweg  dem  neuesten  Stande  der  theoretischen  Erkenntnis  entsprechend  aus  den  'Funda- 
menten zu  entwickeln.  Noch  fehlte  es  an  einem  Lehrbuche,  welches  die  neueren  An- 
schautmgen  in  leicht  fasslicher  Weise  in  dem  Umfange  entwickelte,  in  welchem  sie  etwa  in 
den  Rahmen  einer  Vorlesung  über  Elxperimentalphysik  aufimnehmen  sind.  Das  vorliegende 
Werk  hat,  nach  dem  Urteile  der  Kritik,  diese  Lücke  ausgefüllt. 

EBEfTT,  H.,  Anleitunfl  zum  Glasblasen.  Zweite,  yOllig  umgearbeitete  Auflage, 
ym,  104  Seiten  mit  58  AbbUdungen.     1896.  Bf.  2.— 

Ohemlker- Zeitung:  Die  Erfahrungen,  welche  der  Verfasser  sowohl  beim  Glas- 
blasen wie  beim  Unterricht  gesammelt  hat,  haben  ihn  auf  den  fruchtbaren  Gedanken  ge- 
bracht, die  Anleitimg  zum  Glasblasen  in  die  Form  eines  systematischen,  aus  fünf  Obungs- 
stufen  bestehenden  Unterrichtskursus  zu  bringen,  welcher  alle  im  Laboratorium  gewöhnlich 
zur  Anwendung  kommenden  Glasbläsr.rarbeiten  berücksichtiet . . .  Die  Darstellung  ist  knapp 
und  überaus  klar  und  lässt  überall  erkennen,  dass  der  Verfasser,  welcher  es  in  seiner 
Wissenschaft  zu  hohem  Ansehen  gebracht  hat,  auch  in  der  Kunst  des  Glasblasens  Meister  ist. 
Wir  wünschen  dem  Werkchen,  das  sich  einer  gefälligen  Ausstattung  zu  erfreuen  hat,  eine 
weite  Verbreitung  und  sind  überzeugt,  dass  kein  Chemiker  und  Physiker  es  unbefriedigt 
aus  der  Hand  legen  wird. 

ELB8,  KARL,  Die  Akkumulatoren.  Eine  gemeinfassliclie  Darlegung  ihrer  Wir- 
kungsweise, Leistung  u.  Behandlung.  2.  Aufl.  48  S.  mit  8  Fig.  1896.  M.  1. — 

Das  Schriftchen  giebt  eine  äusserst  klare  und  gemeinverständliche  Erklärung  des 
Princips  der  Akkumulatoren,  sowie  die  Regeln  für  deren  Behandlung  und  Benutsung.  Es 
wendet  sich  nicht  nur  an  Chemiker  und  Physiker,  sondern  ebenso  an  Physiologen,  Gym- 
nasial- und  Mittelschttllehrer,  Arzte  und  Zahnärzte,  welche  aus  Unkenntnis  oft  schlimme 
Erfahrungen  mit  Akkumulatoren  machen. 
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RHARD,  TH.,  EinfOhrunfl  in  die  Eiokiroteclinik.  Die  Erzeugung  starker  elek- 
trischer Ströme  und  ihre  Anwendung  zur  Kraftübertragung.  VI,  188  Seiten 
mit  96  Abbildungen.  geh.  M.  4. — ,  geb.  M.  4.80 

Das  Torliegende  Buch  soll  angehenden  Ingenieuren  in  kurzer  Form  und  genügend 
begründet  die  Hauptsätze  vorführen,  auf  denen  die  beutige  Starkstromtechnik  beruht,  und 
gewissermassen  die  Mitte  halten  zwischen  einerseits  denjenigen  Werken,  welche,  für  die 
Bedürfnisse  atisführender  Elektrotechniker  geschrieben,  tief  in  die  Einzelheiten  des  Gebietes 
eingehen,  und  andererseits  denjenigen  Büchern,  welche  von  den  geringsten  Vorkenntnissen 
ausgehend  für  den  Ingenieur  zu  wenig  bieten. 
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enthaltend  die  Principe,  bei  denen  nicht  Ansdrficke  nach  der  Zeit 
integiirt  werden,  welche  Variationen  der  Goordinateu  oder  ihrer 

Ableitungen  nach  der  Zeit  enthalten. 
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Brinf^  poTf  was  währ  M; 

ßdaretb'  «o,  da$9  m  klar  ist 

Und  mrfUM»,  hi*  es  mit  dir  ffor  iH/ 

Wenn  ich  nun  wieder  statt  des  zweiten  Theiles  der  Gas- 
theorie den  ersten  der  Mechanik  publicire^  so  will  ich  das 
nicht  mit  dem  Hinweise  anf  berühmte  Muster  f&r  die  Reihen- 
folge des  Erscheinens  der  Bände  entschuldigen.  Das  kam 
Yielmehr  so.  Im  zweiten  Theile  der  Oastheorie  häuften  sich 
die  nothwendigen  Einschaltungen  über  Mechanik  so,  dass  sie 
erst  einen  ganzen  Paragraph ,  dann  einen  Abschnitt  auszu- 
ftülen  schienen  und  ich  mich  zuletzt  entschloss,  ein  ganzes 
Bach  daraus  zu  machen,  indem  ich  noch  ein  Yorlesungsheft 
hinzunahm,  das  ich  in  den  vorigen  Ferien  für  Vorlesungen 
über  Mechanik  im  folgenden  Wintersemester  ausgearbeitet 
hatte.  Als  ich  mir  aber  mein  Auditorium  betrachtete, 
glaubte  ich  die  ganze  Methode  desselben  mit  einer  ein- 
facheren vertauschen  zu  sollen.  Dafür  nahm  ich  den  Inhalt 
des  betreffenden  Heftes,  damit  doch  meine  Mühe  nicht  ganz 
verloren  sei,  in  das  vorliegende  Buch  auf,  welches  ich  also 
als  Vorlesungen  bezeichnen  könnte,  die  ich  an  der  Wiener 
Universität  nicht  gehalten  habe. 

Man  sprach  in  neuerer  Zeit  viel  über  die  Dunkelheiten 
in  den  Principien  der  Mechanik  und  suchte  sie  dadurch  zu 
beseitigen,  dass  man  der  Mechanik  ein  ganz  neues,  fremd- 
artiges Gewand  gab.  Ich  habe  hier  den  entgegengesetzten 
Weg  eingeschlagen  und  versucht,  ob  sich  nicht  bei  möglichst 
treuer  Darstellung  der  Mechanik  in  ihrer  alten  classischen 
Form  die  Dunkelheiten  ebenfalls  vermeiden  liessen,  theils 


VI  Vorwort 

indem  ich  gewisse  Dinge,  die  man  fr&her  überging  oder  als 
selbstverständlich  nnr  obenhin  berührte,  ausführlich  behan- 
delte, theils  indem  ich  jede  berechtigte  Kritik  sorgfältig  be- 
rücksichtigte. Besonders  kann  ich  da  den  Bemerkungen 
Hertz'  über  den  Ideenreichthum  der  einschlägigen  Schriften 
Mach's  nur  aufs  Wärmste  zustimmen,  wenn  ich  auch 
keineswegs  überall  derselben  Ansicht  bin,  wie  Mach. 

Gerne  hätte  ich  mich  der  Bezeichnungsweise  der  Qua- 
temionen  angeschlossen;  doch  wäre  dies  meinem  Bestreben, 
alles  dem  deutschen  Publikum  fremdartige  auszuschliessen, 
zuwidergelaufen. 

Der  zweite  Theil  der  Vorlesungen  über  Mechanik,  der 
erst  die  gastheoretisch  wichtigen  Principe  bringen  wird,  soll 
in  kürzester  Zeit  und  dann,  sobald  es  mir  möglich  sein  wird, 
auch  der  zweite  Theil  der  Gastheorie  erscheinen.  Ein  dritter 
Theil  der  Mechanik  soll  die  Elasticitätslehre  und  Hydro- 
dynamik enthalten,  und  so  wieder  zur  Gastheorie  zurück- 
leiten. 

Von  Vollständigkeit  und  wesentlich  Neuem  kann  natür- 
lich bei  einem  so  umfangreichen  und  vielbearbeiteten  Ge- 
biete, wie  die  Mechanik^  nicht  die  Rede  sein.  Trotzdem 
stellte  es  sich  vom  Abschnitte  über  das  Eräftenparallelo- 
granmi  (§  10)  bis  zur  Definition  des  Gleichgewichtes  eines 
Systems,  dem  d'Alembert'schen  Principe  und  der  all- 
gemeinen Form  der  Bewegungsgleichungen  (§§  72,  73  und  74) 
heraus,  dass  auch  manche  specieUe  Sätze  der  Mechanik  noch 
der  schärferen  Präcisirung  bedürfen.  Natürlich  konnte  hier 
keine  dieser  Fragen  zum  Abschlüsse  gebracht  werden;  das 
wäre  nur  in  einer  Monographie  möglich;  aber  ich  bin  zu- 
frieden, wenn  ich  auf  Lücken  hingewiesen  und  Anregung  zu 
weiterer  Forschung  gegeben  habe. 

Abbazia,  den  3.  August  1897. 

Ludwig  Boltzmaim« 
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I.  Grandbegriffe. 


§  1.     Charakterisimng  der  gewählten  Methode. 

Die  Mechanik  ist  die  Lehre  von  der  Bewegung  der 
Natorkörper,  d.  h.  der  Ortsveränderong  (relativen  Lagen- 
änderung) derselben^  welche  mit  keinerlei  Aenderong  ihrer 
übrigen  Eigenschaften  verbunden  ist  Sie  hat  nach  dieser 
Definition  auch  die  Bedingungen  zu  erforschen^  unter  denen 
ein  Körper  seinen  Ort  nicht  verändert^  d.  h.  ruht 

Da  die  Ortsveränderungen  die  allereinfachsten  Erschei- 
nungen sind,  so  ist  die  Mechanik  das  Fundament  der  ge- 
sanunten  Naturwissenschaft  Es  kann  uns  daher  nicht  wun- 
dem, dass  sie  schon  früh  (durch  Newton,  Lagrange, 
Euler  etc.)  hoch  entwickelt  und  gegenwärtig  zu  immer 
grösserer  Vollendung  gebracht  wurde.  Diese  Vollendung 
besteht  aber  mehr  in  der  Sicherheit,  specielle  Aufgaben  zu 
behandeln,  als  in  der  ihrer  Grundprincipien.  Letztere  wurden 
vielmehr  gerade  in  der  neuesten  Zeit  vielfach  angegriffen. 

Ich  citire  da  nur  das  bekannte  Buch  Hertz's^),  welcher 
freilich  dann  zugiebt,  dass  die  Unklarheit  der  Grundprincipien 
der  Mechanik  hauptsächlich  durch  die  mangelhafte  Dar- 
stellung in  den  Lehrbüchern  verschuldet  sei  Auf  meine 
Ansicht  über  die  Ursache,  welche  zu  dieser  mangelhaften 
Art  der  Darstellung  verleitete,  werde  ich  alsbald  zu  sprechen 
kommen. 

£s  wurde  wohl  niemals  bezweifelt  und  wird  von  Hertz 
in    dem  angeführten  Buche  besonders  hervorgehoben,  dass 


^)  Die  Prindpien  der  Mechanik  in  neuem  Zusammenhange  dar- 
gestellt von  Heinrich  Hertz.    Leipzig,  J.  A.  Barth,  1894. 

Boltsmann,  Machanlk  L  1 
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unsere  Gedanken  blosse  Bilder  der  Objecte  (besser  Zeichen 
für  dieselben)  sind,  welche  mit  diesen  höchstens  eine  gewisse 
Verwandtschaft  haben^  sich  aber  mit  ihnen  niemals  decken 
können,  sondern  sich  zu  ihnen  verhalten,  wie  die  Buchstaben 
zu  den  Lauten  oder  die  Noten  zu  den  Tönen.  Sie  ver- 
mögen auch  wegen  der  Beschränktheit  unseres  Intellects 
immer  nur  einen  kleinen  Theil  der  Objecte  wiederzuspiegeln. 

Wir  können  nun  in  zweierlei  Weise  verfahren:  1.  Wir 
können  die  Bilder  mehr  allgemein  lassen.  Wir  laufen  dann 
weniger  Gefahr,  dass  sie  sich  später  als  falsch  erweisen 
werden,  da  sie  sich  neuentdeckten  Thatsachen  leichter  an- 
passen lassen;  allein  durch  ihre  Allgemeinheit  werden  die 
Bilder  mehr  unbestimmt  und  verwaschen  und  ihre  Weiter- 
entwicklung wird  mit  einer  gewissen  Unsicherheit  und  Viel- 
deutigkeit verknüpft  sein.  2.  Wir  speciaUsiren  die  Bilder 
und  fuhren  sie  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ins  Detaü  aus. 
Dann  werden  wir  viel  mehr  Willkürliches  (Hypothetisches) 
hineintragen  müssen,  was  vielleicht  auf  neue  Erfahrungen 
nicht  passt;  dagegen  haben  wir  den  Vortheil,  dass  die  Bilder 
möglichst  klar  und  deutlich  sind,  und  wir  alle  Consequenzen 
aus  denselben  mit  voller  Bestimmtheit  und  Eindeutigkeit  zu 
ziehen  vermögen. 

Gerade  die  Unklarheiten  in  den  Principien  der  Mechanik 
scheinen  mir  daher  zu  stammen,  dass  man  nicht  sogleich 
mit  hypothetischen  Bildern  unseres  Geistes  beginnen,  son- 
dern anfangs  an  die  Erfahrung  anknüpfen  wollte.  Den 
Uebergang  zu  den  Hypothesen  suchte  man  dann  mehr  zu 
verdecken,  wenn  nicht  gar  einen  Beweis  zu  erkünsteln,  dass 
das  ganze  Gebäude  nothwendig  und  hypothesenfrei  sei,  ver- 
fiel aber  gerade  dadurch  in  Unklarheit. 

Vollends  in  der  neuesten  Zeit  wird  häufig  die  Forderung 
aufgestellt,  man  solle  nur  die  direct  gegebenen  Erscheinungen 
erfassen  und  ihnen  nichts  Willkürliches  hinzufügen.  So  sehr 
es  sich*  empfiehlt,  das  Thatsächliche  vom  Hypothetischen  zu 
trennen  und  letzteres  nie  grundlos  zu  häufen,  so  glaube 
ich  doch,  dass  man  ohne  alles  Hypothetische  über  eine 
unvereinfachte  Markirung  jeder  einzelnen  Erscheinung  im 
Gedächtnisse  gar  nicht  hinauskommen  könnte.    Alle  Verein- 
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fachungen  der  Gedächtnissbilder,  alle  Erfassong  von  Gesetz- 
mässigkeiten, alle  Kegeln,  complicirte  Erscheinungen  kurz  zu- 
sammen zu  fassen  und  nach  einfachen  Vorschriften  voraus 
zu  bestimmen,  beruhen  auf  der  Anwendimg  von  Bildern, 
die  von  firemden  einfachen  Erscheinungen  und  Willensacten 
hergenommen  sind. 

Man  hat  als  Ideal  die  blosse  Aufstellung  von  partiellen 
Differentialgleichungen  und  Yorhersagung  der  Erscheinungen 
aus  denselben  hingestellt  Allein  auch  diese  sind  nichts 
anderes,  als  Kegeln  zur  Gonstruction  fremder  Yorstellungs- 
bflder,  der  Zahlenreihen.  Paitielle  Differentialgleichungen 
fordern  die  Gonstruction  von  Zahlenzusammenstellungen,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  von  mehreren  Dimensionen  bilden.  Sie 
sind,  wenn  man  sich  der  Bedeutung  ihrer  Symbolik  erinnert, 
absolut  nichts  anderes  als  die  Forderung,  sich  sehr  yiele 
Punkte  solcher  Mannigfaltigkeiten  (d.  h.  Stellen,  die  durch 
mehrere  Zahlen  der  Mannigfaltigkeit^  wie  Baumpunkte  durch 
die  Coordinaten  charakterisirt  sind)  vorzustellen  und  daraus 
nach  bestimmten  Kegeln  fortwährend  neue  Mannigfaltigkeits- 
pnnkte  abzuleiten,  gewissermaassen  eine  Fortbewegung  der 
Punkte  in  der  Mannigfaltigkeit  zu  denken.^) 

So  enthalten,  wenn  man  auf  den  Grund  geht,  auch  die 
Maxweir  sehen  elektromagnetischen  Gleichungen  in  der 
Form,  in  der  sie  Hertz  reproducirt,  Hypothetisches,  der 
Erfahrung  Hinzugefügtes,  das  wie  inmier  durch  Uebertragung 
der  an  endlichen  Körpern  beobachteten  Gesetze  auf  von  uns 
fingirte  Elemente  gebildet  wird.  Sie  sowie  alle  partiellen 
Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik>  welche 
zudem  beim  gleichzeitigen  Zusammenwirken  mehrerer  Natur- 
kräfte (Elektricität>  Magnetismus,  Elasticität,  Wärme,  Che- 
mismus) eine  fast  unübersehbare  Comphcation  haben,  sind 
ebenfalls  nur,  wenn  auch  aus  etwas  anderen  Elementen  als 
den  uns  gewohnten  Atomen  zusammengesetzte,  unexacte, 
schematische  Bilder  für  bestimmte  Thatsachengebiete.  Ihre 
Bechtfertigung  sucht  Hertz  erst  nachträglich  in  der  üeber- 

')  Vgl.  Boltzmann,  Ueber  die  Unentbehrlichkeit  der  Atomistik 
in  der  Naturwiasenschaft.  Wien.  Sitzber.  Bd.  105,  S.  907,  7.  Not.  1896. 
Wied.  Ann.  Bd.  60,  S.  231,  1897. 

1* 
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einstimmung  mit  der  Erfahnmg^  geradeso  wie  wir  es  fiir  die 
atomistischen  Bilder  thun  werden. 

Die  Behanptang^  dass  durch  die  Atomistik^  nicht  aber 
durch  die  partiellen  Differentialgleichungen  den  Thatsachen 
Fremdes  hinzugefügt  werde,  scheint  mir  unbegründet  Aller- 
dings darf  man  nicht  aus  der  häufig  durch  Thatsachen 
so  nahe  gelegten  Anwendbarkeit  der  Atomistik  schliessen, 
dass  ihre  Bilder  überall  ausreichen  müssen.  Wo  ihre  un- 
gezvnmgene  Anwendung  noch  nicht  gelang,  soll  man  andere, 
von  anderen  Elementen  ausgehende  Bilder  beiziehen.  Man 
darf  nur  in  den  Thatsachen  selbst  wohlbegründete  atomi* 
stische  Bilder  anwenden,  niemals  durch  Willkürliches,  Phan- 
tastisches der  Natur  Gewalt  anthun. 

In  dieser  Hinsicht  wird  gewiss  Niemand  die  Atomistik 
für  alle  Phantastereien  verantwortlich  machen,  welche  von 
Unberufenen  auf  ihrem  Gebiete  getrieben  wurden.  Wer 
weiss,  ob  die  Energetik,  wenn  sie  je  das  heutige  Alter  der 
Atomistik  erreichen  sollte,  an  solchen  Auswüchsen  ärmer 
sein  würde? 

Man  darf  auch  nie  metaphysische  Gründe  für  das  Bild 
suchen  oder  daraus  voreilige  Schlüsse,  wie  dass  die  chemischen 
Atome  materielle  Punkte  seien,  ziehen.  Ebenso  wenig  darf 
man  die  Möglichkeit  aus  dem  Auge  verlieren,  dass  es  noch 
einmal  durch  ganz  andere  Bilder  verdrängt  werden  könne, 
sagen  wir,  um  ja  nicht  engherzig  zu  erscheinen,  sogar  von 
Mannigfedtigkeiten  hergenommene,  die  nicht  einmal  die  Eigen- 
schafben unseres  dreidimensionalen  Raumes  haben,  so  dass 
also  z.  B.  die  einfachen  geometrischen  Gonstructionen  der 
Atomistik  durch  Manipulationen  mit  Zahlen  zu  ersetzen 
wären,  die  eine  complicirte  Mannigfaltigkeit  bilden. 

Ich  bin  somit  der  Letzte,  der  die  Möglichkeit,  auf 
anderem  als  atomistischem  Wege  ein  besseres  Bild  der 
Natur  zu  gewinnen,  leugnen  würde.  Gerade  um  für  den 
Werth  eines  etwaigen  anderen  derartigen  Naturbildes  einen 
Maassstab  zu  gewinnen,  will  ich  in  diesem  Buche  danach 
streben,  die  alten  Bilder  der  Mechanik  so  klar  und  con- 
sequent,  als  es  mir  möglich  ist,  zu  entwickeln.  Nun  ver- 
suche   man    es,    ein   anderes   hypothesenfreieres  Weltbild, 
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sei  es  aaf  energetischer  oder  rein  phänomenologischer 
Basis,  nicht  blos  in  einigen  unbestimmten  Andeutungen  als 
möglich  hinzustellen,  sondern  vom  Anfange  bis  zum  Ende 
mit  der  gleichen  Klarheit  zu  entwickeln,  wie  im  Folgenden 
das  mechanische  Bild  dargestellt  werden  wird.  Hie  Bhodus, 
hie  salta! 

So  lange  dies  noch  nicht  gelungen  ist,  gebe  ich  die 
Möglichkeit,  nicht  aber  die  Gewissheit  zu,  dass  ein  anderes 
Weltbild  das  mechanische  verdrängen  wird. 

Bildern  aber,  welche  unbestimmter  und  verschwommener 
als  das  nun  zu  entwickelnde  sind^  werden  wir  blos  einen 
Platz  neben  diesem  zuerkennen^  da  jenen  zwar  grössere 
Anpassungsfähigkeit^  diesem  aber  die  grösste  innere  Voll- 
kommenheit zukommt^  wodurch  es  gewissermaassen  zum 
Musterbilde  wird,  mit  dem  sich  an  Klarheit  und  Deutlich- 
keit jede  neue  theoretische  Vorstellung  wird  messen  müssen. 

Wir  werden  femer  von  der  Grundannahme  einer  wenn 
auch  grossen,  so  doch  endlichen  Zahl  von  materiellen 
Punkten  ausgehen.  Man  sagt  gewöhnlich,  durch  die  Diffe- 
rentialgleichungen werde  ein  zuerst  von  einer  endUchen 
Zahl  ausgehendes  Bild  ganz  vermieden;  allein  das  ist  wieder 
Täuschung.  Die  Differentialgleichungen  fordern  gerade  so 
wie  die  Atomistik  zunächst  die  Vorstellung  einer  grossen 
endlichen  Zahl  von  Zahlenwerthen  und  Mannigfaltigkeits- 
punkten, d.  h.  Stellen  in  der  Zahlenmannigfaltigkeit  Sie  be- 
haupten nur  hinterdrein,  dass  das  Bild  die  Erscheinungen 
niemals  exact  darstelle,  sondern  nur  um  so  mehr  angenähert, 
je  grösser  man  die  Zahl  dieser  Mannigfaltigkeitspunkte  und 
je  kleiner  man  ihren  Abstand  wählt  und  da  scheint  mir  wieder 
vorläufig  die  Möglichkeit  noch  gar  nicht  ausgeschlossen,  dass 
das  Bild  bei  einer  gewissen  sehr  grossen  Zahl  der  Mannig- 
faltigkeitspunkte die  Erscheinungen  am  besten  darstelle  und 
bei  weiterer  Vergrösserung  dieser  Zahl  sich  wieder  von  ihnen 
entferne,  dass  die  Atome  in  einer  grossen  aber  endlichen 
Zahl  existiren. 

Die  qualitativen  Gesetze  der  Naturerscheinungen  und 
auch  die  quantitativen  Beziehungen  unter  sehr  einfachen 
Verhältnissen,  z.  B.  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines 
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schweren  Paralldepipeds^  dessen  Kanten  sich  wie  1:2:3 
▼erhalten^  kann  man  freilich  auch  im  Geiste  abbilden^  ohne 
Yon  einer  sehr  grossen  endlichen  Zahl  von  Elementen  aas- 
zugehen. Sobald  man  aber  die  Gesetze  bei  complicirten  Be- 
dingungen quantitativ  angeben  wiU^  muss  man  immer  von 
Differentialgleichungen  ausgehen,  d.  h.  zuerst  eine  grosse  end- 
liche Zahl  von  Mannig&ltigkeitspunkten  sich  vorstellen,  also 
atomistisch  denken,  woran  dadurch  nichts  geändert  wird, 
dass  man  sich  hinterher  durch  Yermehiung  der  Zlahl  der 
vorgestellten  Punkte  Aem  Continuum  beliebig  nähern  kann, 
ohne  es  jemals  au  erreichen. 

Doch  wie  dem  auch  sei,  gerade  heute  hat  es  einen 
Reiz,  die  durchsichtigste  naturwissenschaftliche  Disciplin^  die 
Mechanik  na^h  einer  Methode  zu  behandeln,  welche  der 
momentan  modernen  gerade  entgegengesetzt  ist  und  von 
vornherein  ganz  specielle  VorsteUungsbilder  zu  Grunde  zu 
legen.  Der  Leeer  wird  sich  vielleicht  anfangs  des  Gefühls 
nicht  erwehren  können,  dass  wir  blos  ein  Spiel  mit|Gedanken- 
bildem  treiben  und  die  Wirklichkeit  aus  dem  Auge  verlieren. 
Unbekümmert  darum  werden  wir  zunächst  trachten,  das  Vor- 
steUungsgebäude  möglichst  klar  und  widerspruchslos  zu  ge- 
stalten. Zeigt  es  sich  dann  in  üebereinstimmung  mit  der 
Wirklichkeit,  so  ist  damit  das  Willkürliche  in  den  Grand- 
vorstellungen entschuldigt  Wir  wollten  ja  nichts,  als  ein 
Bild  der  Natur  haben  und  dadurch,  dass  wir  uns  dessen 
klar  bewusst  sind,  laufen  wir  nicht  GeÜEihr,  dem  Bilde  mehr 
als  der  Erfahrung  zu  trauen  und  gegen  letztere  blind  zu 
werden. 

§  2.    Sie  d«r  Lehre  von  Baum  und  Zeit  entlehnten  Grund- 
begriffe. Erste  Orundannahme.   Continuitat  der  Bewegung. 

Jede  Qrtaverändemng  geschieht  im  Verlaufe  der  Zeit 
und  spielt  sich  im  Baume  ab.  Die  Lehre  vom  Kaume  als 
solchen  und  der  Zeit  als  solcher  haben  wir  daher  voraus- 
zusetzen, ehe  wir  die  Mechanik  in  Angriff  nehmen.  Die 
Zeit  als  Manzugfaltigkeit  einer  Dimension  ist  durch  die  in 
einer  Dimension  angeordnete  Mannigfaltigkeit  der  Zahlen 
darstellbar,  dagegen  geben  die  Baomverhältnisse  zu  einer 
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besonderen  Wissenschaft^  der  Geometrie,  Veranlassung.  Die 
gesanunte  Lehre  der  rationalen  und  irrationalen  reellen 
Zahlen  mit  Einschluss  der  Infinitesimalrechnung  sowie  die 
gesanunte  Geometrie  setzen  wir  daher  als  bekannt  voraus. 
Zwar  inYolviren  auch  diese  Wissenschaften  manche  prin- 
cipielle  Schwierigkeiten.  Doch  dieselben  übertragen  sich 
gleichmässig  auf  aUe  Ansichten  über  die  Principien  der 
Mechanik,  da  alle  von  Eaum  und  Zeit  ausgehen  müssen. 
Da  wir  hier  aber  nur  die  der  Mechanik  eigenthümlichen 
principiellen  Schwierigkeiten  besprechen  wollen,  so  wollen  wir 
uns  um  die  der  Arithmetik  und  Geometrie  nicht  kümmern. 

Wir  können  offenbar  kein  Bild  von  Körpern  und  Be- 
wegungen derselben  erhalten^  wenn  wir  alle  Theile  des  ge- 
sammten  unendlichen  Eaumes  gleichmässig  ins  Auge  «faBsen. 
Wir  wollen  daher  zahlreiche  einzelne  Punkte  desselben  vor 
den  übrigen  hervorheben.  Diese  vor  den  übrigen  ausge- 
zeichneten Baumpunkte  nennen  wir  materielle  Punkte. 

Um  die  Lage  irgend  eines  der  materiellen  Punkte  zu 
irgend  einer  Zeit  zu  definiren,  denken  wir  uns  zu  allen 
Zeiten  im  Baume  ein  bestimmtes  rechtwinkeliges  Coordi- 
natensystem  vorhanden.  Unter  dem  Orte  unseres  materiellen 
Punktes  zur  gegebenen  Zeit  verstehen  wir  dessen  Lage  re- 
lativ gegen  jenes  Coordinatensystem,  welche  wir  in  bekannter 
Weise  durch  carteinsche  oderPolarcoordinaten  oder  sonst  wie 
bestimmen. 

Das  Coordinatensjstem  ist  freilich  nichts  Beelles,  allein 
darin  liegt  nach  den  hier  zu  Grunde  gelegten  Anschauungen 
keine  Schwierigkeit,  da  es  sich  ja  gegenwärtig  blos  um  Con- 
struction  eines  Yorstellungsbildes  himdelt  Wir  werden  später 
sehen,  dass  dieses  Coordinatensystem  in  verschiedener  Weise 
gewählt  werden  kann.  Wir  werden  auch  sehen,  dass  der  Ort 
eines  materiellen  Punktes  statt  durch  seine  relative  Lage  gegen 
dieses  Coordinatensystem  durch  die  gegen  drei  besonders 
hervorzuhebende  materielle  Punkte  oder  einen  Körper,  welche 
gewisse  Eigenschaften  besitzen  müssen,  definirt  werden  kann 
oder  auch  gegen  gewisse  aus  der  Gesammtheit  der  Punkte 
abzuleitende  Gerade  oder  Ebenen,  so  dass  man  in  das  Ge- 
dankenbild blos  Gleichartiges  (lauter  materielle  Punkte),  nicht 
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auch  dazu  noch  ein  Coordinatensystem  aufinmehmen  braucht. 
Doch  es  würde  unser  Bild  nur  verwirren,  wenn  wir  dies 
jetzt  berücksichtigen  würden.  Unser  Bild  besteht  daher 
aus  dem  Coordinatensysteme  und  sämmtlichen  materiellen 
Punkten,  welche  zu  jeder  Zeit  eine  gegebene  Lage  relativ 
gegen  das  Coordinatensystem  haben.  Dass  wir  noch  andere 
Coordinatensysteme  wählen  können,  ohne  dass  das  Bild  von 
seiner  üebereinstimmung  mit  der  Erfahrung  etwas  einbüssen 
würde,  kümmert  uns  einstweilen  nicht 

Ebenso  wenig  als  die  Frage  nach  der  Möglichkeit,  Lagen 
im  Baume  absolut  zu  bestimmen,  macht  uns  die  nach  dem 
Ejriterium  der  Gleichheit  verschiedener  Zeitintervalle  von 
unserem  Standpunkte  Schwierigkeiten.  Wir  fingiren  die 
Möglichkeit  der  Construction  eines  vollkommen  sich  gleich 
bleibenden  Chronometers,  der  genügenden  Abhaltung  aller 
störenden  Einflüsse  von  demselben  und  seiner  Ersetzung 
durch  ein  anderes  gleich  beschaffenes,  noch  bevor  es  sich 
im  Mindesten  abgenutzt  hat  Ein  Blick  auf  das  Chronometer 
belehrt  uns  dann  über  den  Werth  derjenigen  independenten 
Variabein,  welche  wir  die  Zeit  nannten. 

Ich  bin  weit  entfernt  mir  einzubilden,  dass  es  möglich 
sei,  hier  und  im  Folgenden  jedes  Wort  vor  dem  Gebrauche 
exact  zu  deflniren.  (Vgl.  die  erste  Seite  meiner  Abhandlung 
„über  die  Frage  nach  der  objectiven  Existenz  der  Vorgänge 
in  der  unbelebten  Natur''.)  ^)  Die  Ursache  der  Klarheit  obiger 
Bilder  liegt  auf  der  Hand;  es  sind  Vorschriften,  räumliche 
Verhältnisse  zu  denken,  welche  sich  jeder  leicht  angenähert 
mit  Lineal  und  Bleistift  oder  Holzstäben  und  Stricknadeln 
sichtbar  und  greifbar  darstellen  kann  und  welche  so  geläufig 
sind,  dass  ihre  blosse  Vorstellung  meist  schon  ohne  Zeich- 
nung ausreichend  klar  ist  Dabei  wird  von  einem  MinininTn 
von  Vorstellungen  Gebrauch  gemacht  Der  üebergang  von 
wenigen  einzeln  vorstellbaren  Punkten  zu  sehr  vielen  wird 
durch  allgemeine  Regeln  übersichtlich  vermittelt  Je  mehr 
sich  durch  diese  einfachen  Bilder,  die  wir  doch  zur  Dar- 
stellung gewisser  Phänomene  gegenwärtig  sicher  nicht  ent- 


»)  Wien.  Sitzber.,  Bd.  106,  S.  83,  7.  Januar  1897. 
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behren  können,  daxstellen  lässt,  desto  begreiflicher  muss  uns 
die  Natur  erscheinen. 

Was  nur  durch  Zuziehung  anderer  Vorstellungen  er- 
klärt werden  kann^  erscheint  uns  weit  unbegreiflicher.  Jeden- 
falls aber  soll  man  auch  bei  Darlegung  derartiger  anderer 
Vorstellungen  die  Elemente,  von  denen  man  ausgeht,  nicht 
blos  unbestimmt  andeuten^  sondern  ebenso  auirichtig  und 
klar  pracisiren,  wie  ich  dies  hier  versuche. 

Wir  wollen  nun  unser  Bild  weiter  ausführen  dadurch, 
dass  wir  uns  bestimmte  Gesetze  für  die  Ortsyerändemng 
aller  dieser  materiellen  Punkte  mit  der  Zeit  fingiren.  An- 
nahme 1.  Wir  stellen  uns  vor,  dass  zur  selben  Zeit  nie- 
mals zwei  Yerschiedene  materielle  Punkte  zusammenfallen 
resp.  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  dass  dagegen  jedes- 
mal, wenn  sich  zu  irgend  einer  Zeit  irgend  ein  materieller 
Punkt  an  irgend  einem  Orte  (natürlich  relativ,  gegen  unser 
Ck>ordinatensfstem)  befindet,  dann  zu  einer  unendlich  be- 
nachbarten Zeit  sich  ebenfalls  ein  und  nur  ein  materieller 
Punkt  an  einem  dem  ersteren  Orte  unendlich  benachbarten 
Orte  befindet.  Wir  sagen,  der  letztere  materielle  Punkt 
ist  derselbe  wie  der  erstere  und  nennen  dies  das  Gesetz  der 
Continuität  der  Bewegung.  Es  giebt  uns  allein  die  Mög- 
lichkeit, denselben  materiellen  Punkt  zu  verschiedenen  Zeiten 
wieder  zu  erkennen.  Den  Inbegriff  aller  Orte,  an  denen  sich 
ein  und  derselbe  materielle  Punkt  im  Verlaufe  aller  Zeiten 
befindet,  heisst  die  Bahn  dieses  materiellen  Punktes,  der 
Inbegriff  derjenigen  Orte,  welche  er  während  einer  end- 
lich begrenzten  Zeit  durchlief,  heisst  der  Weg  während 
dieser  Zeit 

Wir  können  das  Gesetz  der  Continuität  auch  so  for- 
muUren:  Jedem  materiellen  Punkte,  der  zu  einer  gewissen 
Zeit  gewisse  Coordinaten  hatte,  entspricht  zu  einer  unend- 
lich wenig  verschiedenen  Zeit  ein  und  nur  ein  materieUer 
Punkt  mit  je  unendlich  wenig  verschiedenen  Coordinaten, 
welcher  derselbe  materielle  Punkt  heisst,  d.  h.  die  Coordi- 
naten jedes  materiellen  Punktes  sind  continuirliche  Functionen 
der  Zeit,  a;  =  y  (<),  y  =^  x  (0>  »  =  V'  (0' 
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§  3.  Zweite  Orandannahme.  XziBtenz  der  BifEerentialqiiotieiiteii 
der  Coordinaten  nach  der  Zeit    Beg^riff  der  Oesohwindigkeit 

und  deren  Componenten. 

Wir  wollen  unser  Bild  weiter  dahin  ergänzen,  dass  die 
eben  besprochenen  Functionen  (p{t),  i/;(^)  und  /(/),  welche 
die  Abhängigkeit  der  Coordinaten  jedes  materiellen  Punktes 
von  der  Zeit  ausdrücken,  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten haben  sollen,  die  nirgends  unendlich  werden,  was 
wir  die  Grundannahme  2  nennen  wollen.  Wir  wollen  mit 
XyyjX  resp.acj  =iaj  +  |,  ^i  =  y  +  f/,  «^  =  «  +  f  die  Coordinaten 
der  beiden  Baumpunkte  A  und  Ä'  bezeichnen,  wo  sich  ein 
bestimmter  materieller  Punkt  zur  Zeit  t  resp.  t  +  r  befand. 
a  sei  die  Länge  der  Geraden  Ä  Ä\  Wenn  dann  t  constant 
bleibt  und  r  immer  mehr  abnimmt,  so  muss  also  Folgendes 
eintreten: 

1.  Der  Quotient  |/r  nähert  sich  einer  bestimmten  end- 
lichen Grenze,  welche  wir  mit  u  bezeichnen.  Nach  der 
Symbolik  der  Differentialrechnimg  wird  sie  mit  dx/dt  oder 
(p'  {t)  bezeichnet.   Dasselbe  gUt  für  i^/r  und  ^/r.    Es  ist  also 

lim4  =  u=4^  =  9.'(0,    lim^  =  t;  =  4f-  =  i/;'(0, 


1) 


dt 

welche  Grössen  positiv  und  negativ  und  auch  gleich  Null 
sein  können  und  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 
materiellen  Punktes  in  den  drei  Coordinatenrichtungen 
heissen. 

2.  Da  ftr  jeden  Wert  von  r  die  Gleichung 

besteht,  so  nähert  sich  der  Quotient  a/r  der  Limite 

\    =  WW+WW+Ml]' 

welche  die  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  zur 
Zeit  t  heisst  und  nur  einen  endlichen  positiven  Wert  ein- 
schliesslich der  Null  haben  kann. 
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3.  Wenn  die  letztere  Limite  nicht  gleich  Null  ist,  so 
nähert  sich  die  Richtung  der  von  A  gegen  Ä  gezogenen 
Geraden  jedenfalls  einer  bestimmten,  in  einem  bestimmten 
Sinne  gezogenen  Sichtung  im  Räume,  welche  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit  des  materiellen  Punktes  zur  Zeit  i  heisst 
Wir  wollen  aUgemein  die  Winkel  einer  beliebigen  gerichteten 
(in  einem  bestimmten  Sinne  gezogenen)  Geraden  Q  mit  den 
positiven  CoordinatenaKcn  mit  ((7,2;),  ((7,^)  und  (G^,^),  den 
Winkel  zweier  gerichteter  Geraden  Q  und  R  mit  [ß^R) 
bezeichnen.  Da  dir  jeden  Werth  Yon  r  die  Gleichung 
I  :=  er  cos  ({r,a;)  mit  zwei  analogen,  für  die  beiden  übrigen 
CoordinatenaKcn  geltenden  besteht,  so  ist  auch: 

3)        t*  =  c  cos  (c,  x),    t?  Ä  c  cos  (c,  y),     «^  ==  c  cos  (c, «). 

Seien  Ä\  Ä"j  .  • . .  -4(")  die  Raumpimkte,  wo  sich  der 
materielle  Punkt  zu  den  Zeiten  ^  +  2  t,  ^  +  3  r, ..,.  t  +  nT  =  T 
befindet,  so  nähert  sich  dann^  wie  die  Integralrechnung  lehrt, 
auch  die  Summe  der  Geraden  AÄy  ÄÄ\  ....  ^('»-^)^("), 
wenn  r  immer  mehr  abnimmt,  dagegen  i  und  das  Product  nx 
constante  endliche  Grössen  sind,  einer  bestimmten  Limite, 
welche  der  in  der  Zeit  T  -^i  zurückgelegte  Weg  heisst  und 
nach  der  in   der  Integralrechnimg  üblichen  Symbolik  mit 

T 

{^di  bezeichnet  wird,  wobei  man  noch  häufig  ds  ^  cdi 

t 

schreibt,  so  dass 

ist  Die  erste  der  Gleichungen  1)  hat  keine  andere  Be- 
deutung, als  dass  der  Zuwachs  |  der  Abscisse  sich  yon  dem 
mit  u  multiplicirten  Zuwachse  r  der  Zeit  nur  um  eine 
Grösse  xmterscheidet,  welche  durch  r  dividirt  sich  mit  ab- 
nehmendem r  der  Grenze  Null  nähert  Die  Bedeutung  solcher 
Gleichungen  wird  besonders  kurz  und  anschaulich  ausgedrückt» 
wenn  man  die  Zuwächse  der  Variabein  gleich  anfangs  durch 
den  betreffenden  Variabein  vorangestellte  Differentialzeichen 
bezeichnet  Die  Gleichheit  zweier  Differentialausdrücke  be- 
deutet dann  nichts  anderes,  als  dass  sich  dieselben  nur  um 
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eine  Grösse  unterscheiden,  welche  durch  eines  der  Diffe- 
rentiale (wenn  der  Goefficient  eines  derselben  Null  ist,  muss 
dieses  gewählt  werden)  dividirt,  sich  mit  abnehmendem 
Werthe  des  Nenners  der  Grenze  Null  nähert  (unendlich 
klein  höherer  Ordnung  ist).  Die  Gleichheit  zweier  Diffe- 
rentialausdrücke ist  daher  erwiesen,  wenn  man  geometrisch 
oder  sonst  wie  zeigen  kann,  dass  ihr  unterschied  unendlich 
klein  höherer  Ordnung  ist 

Wir  wollen  uns  sehr  häufig  der  Gleichungen  zwischen 
Differentialausdrücken  in  diesem  Sinne  bedienen  und  schreiben 
daher  die  Gleichungen  1\  2),  4)  einfacher  in  der  Form: 


{dx  = 


dx  =  udtf     dy  =  vdt,     dz  ==  wdt , 
cdt^  '^{dx)^+{dy)^+{dzf. 


Die  letzte  dieser  Gleichungen  besagt,  dass  sich  der  unter- 
schied zwischen  dem  sehr  kleinen  Wege  da  und  der  mit  c 
multiplicirten  Zeit  dt,  während  welcher  er  zurückgelegt 
wurde,  durch  dt  dividirt  der  Grenze  Null  nähert,  woraus 
sofort  folgt,  dass  die  Summe  fds  aller  während  einer  end- 
lichen Zeit  zurückgelegten  Wege  gleich  dem  Integrale  fcdt 
ist,  wenn  c  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist. 

Es  giebt  wie  bekannt  auch  Functionen,  welche  bei 
jedem  unendlich  kleinen  Zuwachs  des  Argumentes  unend- 
lich wenig  wachsen,  ohne  dass  sich  für  irgend  einen  Werth 
des  Argumentes  der  Quotient  des  Zuwachses  des  Argumentes 
in  den  der  Function  bei  unendlicher  Abnahme  des  ersteren 
irgend  einer  bestimmten  Grenze  nähert;  daher  folgt  aus  der 
Annahme  1  noch  keineswegs  die  Annahme  2.  Jeder,  der 
einmal  Mechanik  studirte,  wird  sich  wohl  erinnern,  welche 
Schwierigkeiten  ihm  das  Verständniss  der  Beweise  machte, 
dass  die  Bewegung  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  als  ge- 
radlinig und  gleichförmig,  die  Kräfte  während  einer  solchen 
als  unveränderlich  betrachtet  werden  können.  Diese  Schwierig- 
keiten liegen  einfach  darin,  dass  die  betreffenden  Beweise 
gar  nicht  richtig  sind. 

Die  analytischen  Functionen  haben  wir  ja  gerade  zur 
Darstellung  der  Erfahrungsthatsachen  gemacht  Ihre  Diffe- 
rentürbarkeit  kann  nicht  als  Beweis  ftlr  die  Differentiirbar- 
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keit  empirisch  gegebener  Functionen  gelten,  da  ja  die  Zahl 
der  denkbaren  nndififerentiirbaren  Functionen  gerade  so  un- 
endlich gross  ist,  wie  die  der  differentürbaren.  Ebenso  ist 
die  Thatsache,  dass  jeder  mit  der  Hand  oder  einer  Maschine 
gezogene  Strich  dem  Habitus  einer  differenzirbaren  Function 
entspricht,  nur  ein  Beweis,  dass,  so  weit  heute  unsere  Be- 
obachtungsmittel gehen,  die  Differentiirbarkeit  der  in  der 
Mechanik  empirisch  gegebenen  Functionen  eben  etwas  er- 
fahrungsmässig  Gegebenes  ist 

Deshalb  haben  wir  ohne  jede  Beschönigung  die  Uiffe- 
rentürbarkeit  einfach  als  Annahme  hingestellt,  welche  mit 
den  bisherigen  Erfahrungsthatsachen  übereinstimmt 


§  4.     Kinfahrang  der  Vectoren. 

Im  Folgenden  wird  uns  die  Vectorrechnung  oft  nütz- 
lich sein.  Wir  wollen  daher  ihre  Grundbegriffe  schon  an 
diesem  einfachen  Falle  erörtern,  .unter  eioem  Vector  ver- 
stehen wir  eine  endliche  Gerade  von  bestimmter  Länge,  be- 
stimmter Bichtung  und  bestimmtem  Sinne  (Angabe,  welcher 
ihrer  Endpunkte  als  Anfangs-,  welcher  als  Endpunkt  anzu- 
sehen ist).  Da  der  Zweck  des  Vectors  nur  der  sein  soll, 
uns  diese  drei  Dinge  zu  yersinnlichen,  so  ist  es,  so  lange 
der  Vector  nicht  noch  etwas  anderes  ausdrücken  soll,  gleich- 
gültig, von  welchem  Punkte  des  Baumes  aus  er  gezogen  wird. 
Am  häufigsten  wollen  wir  einen  Vector  vom  Coordinaten- 
ursprunge  O  aus  ziehen  (diesen  als  Anfangspunkt  der  be- 
treffenden Geraden  wählen). 

Unter  der  Summe  zweier  Vectoren  (Vectorsumme)  ver- 
stehen wir  einen  dritten,  den  wir  erhalten,  wenn  wir  vom 
Endpunkte  des  einen  Vectors  aus  den  zweiten  Vector  auf- 
tragen und  den  Anfangspunkt  des  ersten  mit  dem  End- 
punkte des  so  erhaltenen  zweiten  Vectors  verbinden.  Die 
Summe  wird  also  aus  den  beiden  Vectoren  so  erhalten,  wie 
nach  dem  Kräfteparallelogramme  die  Besultirende  zweier 
Kräfte.  Ein  Vector,  dessen  Summe  mit  einem  zweiten  einen 
dritten  Vector  liefert,  heisst  die  Differenz  (Vectordifferenz) 
des  dritten  und  zweiten  Vectors.  Wenn  die  Projection  eines 
Vectors  auf  die  Abscissenaxe  gleich  der  Summe  der  Pro- 
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jectionen  zweier  anderer  Vectoren  auf  die  •Abscissenaze  ist 
und  dasselbe  von  den  beiden  anderen  GoordinatenaKen  gilt, 
80  ist,  wie  man  sofort  siebte  der  erste  Vector  die  Summe 
der  beiden  anderen.  Dasselbe  gilt  für  die  Differenz  zweier 
Vectoren  nnd  für  die  Summe  von  mehr  als  zwei  Vectoren. 
TJm  letztere  zu  finden,  muss  man  zur  Summe  des  ersten 
und  zweiten  den  dritten  addiren  u.  s.  w.,  daher  vom  End- 
punkte B  des  ersten  Vectors  AB  eine  Gerade  BC  gleich 
lang  und  gleich  gerichtet  wie  der  zweite  Vector,  vom  End- 
punkte C  dieser  Geraden  eine  Gerade  (72>  gleich  lang  und 
gleich  gerichtet  wie  der  dritte  Vector  u.  s.  w.  ziehen.  Die  vom 
Anfangspunkte  Ä  des  ersten  Vectors  zum  Endpunkte  M  der 
letzten  dieser  Geraden  gezogene  Gerade  ist  dann  die  Summe 
aller  Vectoren.    Die  Figur 

5)  ABCD...M, 

die  natürlich  nicht  in  einer  Ebene  zu  liegen  braucht,  heisst 
das  Vectorpolygon,  speciell,  wenn  die  Vectoren  Kräfte  dar- 
stellen^ das  Eräftepolygon. 

Wir  können  offenbar  die  Lage  beliebiger  materieller 
Pimkte  zu  einer  beliebigön  Zeit  auch  durch  die  Vectoren 
darstellen,  welche  man  von  irgend  einem  ßaimipunkte,  z.  B. 
vom  Coordinatenursprunge  gegen  diejenigen  Raumpunkte 
ziehen  kann,  in  denen  sich  die  materiellen  Punkte  zur  be- 
treffenden Zeit  befinden.  Die  Entfernung  ÄÄ'  der  Raum- 
punkte A  und  Ä,  wo  sich  ein  materieller  Punkt  zu  den 
Zeiten  t  und  t  +  t  befindet,  kann  dann  ebenfalls  als  Vector 
betrachtet  werden  und  zwar  ist  derselbe  die  Differenz  der 
Vektoren  OA'  und  OA,  welche  die  Punkte  A  und  A'  mit 
dem  Coordinatenursprunge  O  verbinden.  Wir  können  von 
einem  beliebigen  Punkte,  z.  B.  vom  Coordinatenursprung  O 
aus  auch  einen  Vector  Ob  ziehen^  welcher  gleich  gerichtet 
und  gleich  lang  wie  AÄ  ist  Da  jedoch  die  Länge  von  AA' 
mit  abnehmendem  r  selbst  bis  ins  unendliche  abnimmt,  so 
können  wir  auch  die  Länge  dieses  Vectors  Ob  im  Verhält- 
nisse von  T  zu  irgend  einer  ein  für  allemal  unveränderlich 
gewählten  Zeit  (der  Zeiteinheit]  vergrössem.  Die  Grenze  0  B, 
welcher  sich  der  so  vergrösserte  Vector  mit  abnehmendem  r 
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nähert,  nennen  wir  den  Geschwindigkeitsvector  des  be- 
treffenden materiellen  Punktes  zur  Zeit  t.  Er  selbst  stellt 
die  Geschwindigkeit  des  betreffenden  materiellen  Punktes  in 
Grösse  und  Richtung,  seine  Projectionen  auf  die  drei  Coor- 
dinatenaxen,  deren  Componenten  u,  v,  w  dar,  und  zwar 
gleichgültig,  von  welchem  Punkte  des  Raumes  aus  er  ge- 
zogen wird. 


§  5.     Begriff  der  Besehleunigung  und  deren  Componenten. 

Wir  haben  in  die  Grundannahme  2  auch  die  Bedingung  auf- 
genommen, dass  die  Goordinaten  zweite  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  besitzen.  Wenn  diese  Differentialquotienten 
während  einer  endUchen  Zeit  n  x  gleich  Null  sind,  so  liegen 
die  Verbindungslinien  AÄ^  Ä Ä'y  Ä' Ä"  . . .  der  Eaumpimkte, 
wo  sich  der  materielle  Punkt  zu  den  Zeiten  ^,  <  +  t,  t  +  2t, 
. .  .t  +  nr  befindet,  alle  in  ein  und  derselben  Geraden  und 
sind  alle  untereinander  gleich  lang;  die  Bahn  des  materiellen 
Punktes  ist  also  eine  Gerade  und  es  werden  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Wege  zurückgelegt  Die  Geschwindigkeit  ist 
constanty  die  Bewegung  gleichförmig.  Jede  Beschleunigung 
oder  Verzögerung  der  Bewegung,  jede  Krümmung  der  Bahn 
nach  der  eiuen  oder  anderen  Seite  ist  also  dadurch  bedingt, 
dass  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Goordinaten  nach 
der  Zeit  von  Null  verschiedene  Werthe  haben.  Es  sind 
daher  jetzt  vor  allem  anderen  die  Werthe  dieser  zweiten 
Differentialquotienten  zu  studiren. 

Ein  materieller  Punkt  möge  sich  wieder  zu  den  Zeiten 
t,  t  +  r  und  <  +  2  r  in  den  Raumpunkten  A,  Ä  und  Ä'  be- 
finden, deren  Projectionen  auf  die  Abscissenaxe  2),  2/,  ZX'  seien 
(s.  Fig.  1).  05, 2/,  «  resp.  x,  y ,  ii  und  05",  y",  oi'  seien  die  Goor- 
dinaten des  materiellen  Punktes  zu  den  Zeiten  i  resp.  t  +  r 
und  t  +  2t.  Dann  ist  bekanntlich  der  zweite  Diflerential- 
quotient  der  Abscisse  x  des  materiellen  Punktes  nach  der  Zeit, 
welchen  man  die  Componente  der  Beschleunigung  dieses 
materiellen  Punktes  in  der  Abscissenrichtung  nennt,  gleich 
der  Limite  des  Ausdrucks 

Ö)  ;i = -. 
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für  unendlich  abnehmende  r;  nun  sind  aber  die  Strecken 
DD  und  2/2/'  die  Projectionen  der  Vectoren  ÄÄ  und  Ä Ä' 
auf  die  AbscissenaKe.  Der  Zähler  des  Bruches  der  Formel  6 
ist  also  die  Projection  der  Differenz  dieser  beiden  Vectoren 
auf  die  Abscissenaxe.    Da  es  hierbei  offenbar  gleichgültig 

ist,  von  welchem  Punkte 
aus  man  die  Vectoren  auf- 
trägt, so  wollen  wir  die 
beden  Vectoren  von  dem^ 
selben  Raumpunkte  aus 
auftragen,   also  z.  B.  den 

j     Vector  AÄ   durch   einen 

gleich  langen  und  gleich 
gerichteten^  yon  Ä  aus 
gezogenen  Vector  ÄE  er- 
setzen. Die  Verbindungslinie  EÄ'  der  Endpunkte  der  beiden 
Vectoren  ÄE  und  Ä  Ä'  oder  eine  ihr  parallel  Tom  Coordi- 
natenursprunge  aus  gezogene  gleich  lange  Gerade  Oo  stellt 
also  die  Differenz  der  beiden  Vectoren  Ä  Ä'  imd  Ä  Ä  dar. 
Die  Projection  yon  Oc  oder  EÄ'  auf  die  Abscissenaxe  ist 
daher  gleich  dem  Zähler  der  Formel  6.  Die  Limite,  welcher 
sich  diese  durch  t*  dividirte  Differenz  nähert,  ist  die  Compo- 
nente  der  Beschleunigung  in  der  Abscissenrichtung.  Da  das- 
selbe Ton  den  beiden  übrigen  Coordinatenrichtungen  gilt,  so 
giebt  uns  also  der  Vector  EÄ'  oder  Oc  ein  genaues  Bild 
von  der  Krümmung  der  Bahn,  sowie  von  der  Beschleunigung 
oder  Verzögerung  der  Bewegung.  Man  wird  die  Länge 
dieses  Vectors  wieder  lieber  im  Verhältnisse  von  r*  zum 
Quadrate  der  gewählten  Zeiteinheit  yergrössert  zeichnen. 
Die  Limite  0C7,  welcher  sich  der  so  vergrösserte,  vom  Coor- 
dinatenursprunge  aus  gezogene  Vector  bei  constantem  t  und 
abnehmendem  r  nähert,  heisst  der  Vector  der  Beschleunigung 
oder  noch  kürzer  einfach  die  Beschleunigung  des  betreffen- 
den materiellen  Punktes  zur  Zeit  t  Seine  Componenten 
in  den  drei  Coordinatenrichtungen  sind  gleich  dem,  was  wir 
schon  früher  die  Componenten  der  Beschleunigung  in  den 

drei  Coordinatenrichtungen  genannt  haben,  also  gleich  -j^ 
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resp.  -j~-  und  -^ .    Die  Gesammtltoge  des  Vectors   O  G 
ist  die  positive  Quadratwurzel  aus: 

Selbstyerständlich  hätte  man  denselben  Vector  0  C  auch 
erhalten  y  wenn  man  die  Endpunkte  der  beiden  Geschwin- 
digkeitsyectoren  OB  und  OB  des  materiellen  Punktes  zu 
den  Zeiten  t  und  t  +  r  durch  eine  Gerade  verbunden  und 
die  Limite  gesucht  hätte,  welcher  sich  diese  Gerade  durch 
r  dividirt  nähert 

Seien  {gyx),  {g,y)  und  {g,z)  die  Winkel  zwischen  der 
Beschleunigung  unseres  materiellen  Punktes  (d.  L  dem  Vector 
O  Cf)j  und  den  drei  Coordinatenaxen  und  g  die  Grösse  dieser 
Beschleunigung  (d.h.  die  Länge  dieses  Vectors);  dann  ist  also: 

7)    ^==gcoB{g,x),  ^=^gcos{g,y),   -j^  =  ^  (cos (y, 4 

Wenn  die  Beschleunigung  eines  materiellen  Punktes  in 
einem  Falle  durch  irgend  einen  Vector  O  Q  in  einem  andern 
Falle  durch  einen  andern  Vector  OD  dargestellt  ist^  so 
verstehen  wir  unter  der  Summe  dieser  beiden  Beschleu- 
nigungen diejenige  Beschleunigong,  welche  durch  die  Summe 
der  beiden  Vectoren  OC  und  OD  dargestellt  wird.  Sind 
die  Componenten  der  Beschleunigung  OC  nach  den  Coor- 
dinatenrichtongen  gleich 

cPxi        cPifi        d^Xi 
~d^'    T^^    Ti^' 

die  der  Beschleunigung  OD 

€PXf  d^Pt  tPXj 

so  sind  die  Cpmponenten  der  Summe  beider  Beschleunigungen 

^^  di'    "^    dt*  '       dt*    "^    dt*  ^       dt*    "^    dt*  ' 

Analog  definiren  wir  die  Summe  von  drei  und  mehr 
Beschleunigungen. 

Boltsmann,  Mechanik  I.  2 
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§  6.    Grandannahme  8 — 7. 

Es  sei  eine  beliebige  Anzahl  (n)  materieller  Punkte  ge- 
geben. Zu  irgend  einer  Zeit  t  sollen  sich  dieselben  in  den 
Baumpnnkten  A^,  A^,  A^  . . .  Ä^  befinden.  Wir  ergänzen 
nun  unser  Bild  durch  folgende  weitere  Orundannahmen, 
welche  uns  die  Beschleunigungen  aus  der  Constellation  der 
materiellen  Punkte  finden  lehren. 

Grundannahme  3.  Die  (im  Sinne  des  obigen  als  Vector 
zu  denkende)  Beschleunigung  irgend  eines  materiellen  Punktes 
ist  gleich  der  Summe  Yon  n  —  1  (ebenso  zu  denkenden)  Be- 
schleunigungen, Yon  denen  jede  die  Richtung  der  durch  den 
betrachteten  materiellen  Punkt  und  einen  der  übrigen  ma- 
teriellen Punkte  gezogenen  Geraden  hat  und  als  die  yon 
jenem  zweiten  Punkte  dem  ersten  ertheilte  Beschleunigung 
oder  als  die  Beschleunigung  des  ersten  materiellen  Punktes 
durch  den  zweiten  bezeichnet  wird. 

Grundannahme  4.  Die  Beschleunigung  irgend  eines 
materiellen  Punktes  durch  einen  zweiten  ist  immer  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  der  des  zweiten  durch  den  ersten.  Wenn 
also  die  erste  Beschleunigung  die  Sichtung  der  yon  dem 
ersten  gegen  den  zweiten  Punkt  gezogenen  Verbindungslinie 
hat  (Fall  B),  so  4at  die  zweite  die  Sichtung  der  yon  dem 
zweiten  gegen  den  ersten  Punkt  gezogenen  Verbindungslinie. 
Man  sagt  dann,  die  beiden  materiellen  Punkte  ziehen  sich 
an.  Hat  dagegen  die  erste  Beschleunigung  die  Sichtung 
der  Verlängerung  der  yom  zweiten  gegen  den  ersten  Punkt 
gezogenen  Verbindungslinie  über  den  ersten  Punkt  hinaus 
(Fall  A)y  so  hat  auch  die  zweite  Beschleunigung  die  Sich- 
tung der  Verlängerung  der  yon  dem  ersten  gegen  den  zweiten 
Punkt  gezogenen  Verbindungslinie  über  den  zweiten  hinaus, 
die  beiden  materiellen  Punkte  stossen  sich  ab. 

Grundannahme  5.  Die  Grösse  der  Beschleunigung  g^^ 
eines  beliebigen  materiellen  Punktes  durch  einen  beliebigen 
anderen  hängt  weder  yon  der  absoluten  Lage  der  beiden 
Punkte  im  Saume,  noch  yon  dem  Absolutwerthe  der  Zeit, 
noch  yon  der  Beschaffenheit  der  ümgebimg  oder  der  Ge- 
schwindigkeit der  betreffenden  Punkte,  noch  yon  der  Sichtung 
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ihrer  Verbindmigslmie  im  Baume,  sondern  allein  von  der 
Länge  r^^  dieser  Verbindungslinie  ab.  Sie  ist  also  allein 
eine  Function  F{r^^)  dieser  Länge.  Wir  geben  der  l^inction 
^(r^,)  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  setzen  also, 
da  wir  der  Beschleunigung  g^^  als  einem  Vector  immer  das 
positive  Vorzeichen  geben,  g^^  =  +  F{r^^)  oder  —  F{r^^\  je 
nachdem  die  beiden  Punkte  sich  abstossen  oder  anziehen,  je 
nachdem  also  die  Beschleunigung  in  die  Sichtung  der  Ver* 
längemng  der  Verbindungslinie  oder  in  diese  selbst  fällt. 
Die  Form  dieser  Function  lassen  wir  vorläufig  noch  voll- 
ständig unbestimmt^] 

Ghnndannahme  6.  Die  Grösse  der  Beschleunigung, 
welche  der  erste  materielle  Punkt  dem  zweiten  ertheilt, 
braucht  zwar  nicht  gleich  der  zu  sein,  welche  umgekehrt 
der  zweite  dem  ersten  ertheilt  Beide  Beschleunigungen 
stehen  jedoch  in  einem  zu  allen  Zeiten  und  in  allen  Ent- 
fernungen constantem  Verhältnisse.  Setzen  wir  daher  die 
Ghrösse  der  Beschleunigung  ^^i  des  zweiten  materiellen  Punktes 

durch  den  ersten  gleich  1^2  ^ir^^)'  ^^  ^^^  i^2  ^^^  ^  dieses 
Ponktepaar  zu  allen  Zeiten  und  in  allen  Entfernungen  con- 
Btante  Grösse.  Sie  ist  wesentlich  positiv,  da  wir  auch  f&r 
den  zweiten  Punkt  im  Falle  der  Anziehung  ^,1  ==  +  /^a  ^(^la)' 
im  Falle  der  Abstossung  g^i  =  —  /tt,  ^(^la)  setzen. 

Grundannahme  7.  Ist  r^,  die  Entfernung  desjenigen 
materiellen  Punktes,  welchen  wir  den  ersten  genannt  haben, 
von  einem  ebenfalls  beliebigen  dritten  materiellen  Punkte 
und  0  (r^j)  die  Beschleunigung  des  ersten  materiellen  Punktes 
durch  den  dritten,  femer  ju,  ^{r^^)  die  des  dritten  durch 
den  ersten  materiellen  Punkt,  so  steht  immer  die  Beschleu- 
nigung des  zweiten  materiellen  Punktes  durch  den  dritten 


')  Hier  ist  allerdings  ohne  erhebliche  Störung  der  Klarheit  eine 
VeraUgemeinerang  des  Bildes  möglich  und  auch  yersucht  worden, 
durch  die  Annahme,  dass  die  Function  F  auch  den  ersten  oder  sogar 
den  sweiten  Differentialquotienten  von  r^^  nach  der  Zeit  enthält  Ist 
letzterer  linear  darin  enthalten,  so  kann  man  auch  sagen,  dass  die 
Factoren  m,  von  denen  später  die  Rede  sein  wird,  nicht  constant 
«Ind.  Doch  hat  diese  Verallgemeinerung  so  wenig  praktische  Be- 
deutnag  erlangt,  dass  wir  hier  nicht  weiter  darauf  eingehen  wollen. 

2* 
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zu  der  des  dritten  durch  den  zweiten  im  constanten  Ver- 
hältnisse /ti^:^!  so  dass,  wenn  r,,  die  Entfernung  der  letz- 
teren beiden  materiellen  Punkte  und  ^{r^^)  die  Beschleu- 
nigung des  zweiten  materiellen  Punktes  durch  den  dritten 

ist,  dann  —  ^(rj^)  die   des   dritten   durch    den  zweiten 

sein  muss. 

Um  dieser  Annahme  einen  mehr  symmetrischen  Aus- 
druck zu  verleihen,  bezeichnen  wir  mit  m^  eine  ganz  be- 
liebige,  aber  zu  allen  Zeiten  und  an  allen  Orten  constante 
positive  Zahl  und  setzen: 

Femer  bezeichnen  wir  die  Ghrösse  in^.F{r^^),  welche 
offenbar  ebenÜEtUs  eine  Function  von  r^,  sein  wird,  die 
dasselbe  Vorzeichen  wie  F{r^^)  hat,  mit  /"laC^is)'  ^^  Grossen 


^    0{r,,)  und  -^  W{r,^)  mit  f,,{r,,)  und  f,,{r,,).    Dann 

können  wir  die  obigen  Relationen  in  der  folgenden  sym- 
metrischen Form  schreiben  : 

»^»1^12  ~  ^i9%i  =  ±  fi2  (^12)» 

^2929  =  ^Äa  =*  ±  /ia  (*"28) > 
wo  im  Falle  der  Abstossung  das  positive,  in  dem  der  An- 
ziehung das  negative  Zeichen  gilt 

Ziehen  wir  einen  vierten  materiellen  Punkt  in  den  Kreis 
der  Betrachtungen,  so  können  wir  erfahrungsmässig  con- 
statiren  die  Beschleunigungen 

welche  der  erste,  zweite  und  dritte  materielle  Punkt  in  den 
Entfernungen  r^^,  r,^  und  r,^  durch  den  vierten  erfahren, 
femer  den  Factor  ju^,  mit  den  man  die  Beschleunigung 
-^1(^14)  niultipliciren  muss,  um  die  Beschleunigung  g^^  des 
vierten  materiellen  Punktes  durch  den  ersten  zu  erhalten. 
Da  die  Grundannahme,  welche  wir  die  Grundannahme  7 
nannten,  für  je  drei  beliebige  materielle  Punkte  gelten  soll, 
so  muss  dann  die  Beschleunigung  g^^  des  vierten  materiellen 
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Punktes  durch  den  zweiten  gleich  -^  0^  {r^^)  und  die  Be- 
schleunigung  g^  des  vierten  materiellen  Punktes  durch  den 
dritten  gleich  -^  W^  {jr^  sein.  Wenn  wir  nun  genau  wie 
firüher  setzen 


^^    =m^,  ♦»ii^(ri4)  =  /i4(rj, 


Ms 

SO  erhalten  wir: 

»h^l4  =  ♦»i^«  ==  ±  ^4(^4)» 
♦»2^84  =*  ^^4^48  **  ±  /24(0> 
»»»^84  =  *»4^48  ==   ±  /84(^S4)- 

Die  Ausdehnung  dieser  Gleichungen  auf  mehr  als  vier 
materielle  Punkte  hat  keine  Schwierigkeit. 

§  7.    XaMe  und  Kraft.    OleioUieit  der  Wirkung  und 

Gegenwirkung. 

Wir  erhalten  nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Ge- 
sagten ftr  jeden  materiellen  Punkt  eine  bestimmte  Zahl  m, 
welche  wir  dessen  Masse  nennen  und  fär  je  zwei  materielle 
Punkte  eine  Function  /"(r)  ihrer  Entfernung  r,  welche  wir 
die  zwischen  diesen  materiellen  Punkten  in  dieser  Entfernung 
wirkende  Kraft  nennen.  Den  Absolutwerth  von  fif)  be- 
zeichnet man  als  die  Intensität  dieser  Kraft,  sowohl  der 
Kraft»  welche  der  erste  Punkt  auf  den  zweiten  ausübt»  und 
welche  gleich  dem  Producte  der  Masse  des  ersten  in  die 
BescUeunigung  ist»  die  er  durch  den  zwBten  erfährt,  als 
auch  der  Kraft  des  zweiten  Punktes  auf  den  ersten,  die 
gleich  dem  Producte  der  Masse  des  zweiten  in  dessen  Be- 
schleunigung durch  den  ersten  ist  Die  Intensität  der  Kraft  soll 
also  wie  der  Absolutwerth  der  Beschleunigung  als  wesentlich 
positiv  betrachtet  werden.  Die  Bichtung  der  Beschleunigung, 
welche  der  zweite  Punkt  dem  ersten  ertheilt»  nennt  man  die 
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Richtung  der  von  dem  zweiten  auf  den  ersten  ausgeübten 
Kraft.  Sie  ist  immer  entgegengesetzt  wie  die  Sichtung  der 
Yom  ersten  auf  den  zweiten  ausgeübten  Kraft  und  gegen  den 
zweiten  oder  yon  ihm  weg  gerichtet,  je  nachdem  f{r)  negativ 
oder  positiv  ist 

Die  von  einem  materiellen  Punkte  auf  einen  zweiten 
ausgeübte  Kraft  ist  also  immer  gleich,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  der  von  dem  zweiten  auf  den  ersten  ausgeübten. 
Man  sagt  auch,  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  gleich, 
aber  entgegengesetzt  gerichtet 

Wir  sagen  der  Kürze  halber,  die  zwischen  zwei  Punkten 
wirkende  Kraft  ist  eine  Gentrikraft,  womit  wir  ausdrücken: 
1.  dass  ihre  Intensität  nur  E\inction  der  Länge  der  Ent- 
fernung der  beiden  Punkte  ist,  2.  dass  ihre  Richtung  in  die 
Richtung  der  Verbindungslinie  derselben  fällt,  8.  dass  Wir- 
kung und  Qegenvdrkung  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet 
sind.  Damit  die  Bewegung  sicher  eindeutig  bestimmt  ist, 
nehmen  wir  noch  an,  dass  die  natürlich  eindeutige  Function 
der  Entfernung  r,  welche  die  Kraft  giebt,  für  alle  in  Betracht 
kommenden  Werthe  des  r  eine  endliche  erste  Ableitung  hat 
(incL  Null)  oder  dass  wenigstens  der  Quotient  des  Zuwachses 
von  r  in  den  dazu  gehörigen  Zuwachs  von  f{r)  für  diese 
Werthe  von  r  niemals  unendlich  wird. 

Von  den  Massen  m  aller  materiellen  Punkte  ist  eine 
ganz  willkürlich.  Sämmtliche  anderen  aber  sind  durch  diese 
eine  und  durch  die  Erfahrungsthatsachen  bestimmt 

Obwohl  ich  statt  aller  Gitate  lieber  vorausschicke,  dass 
ich  in  diesem  Buche  blos  Bekanntes  darstelle  und  keinen 
der  angeführten  Sätze  selbst  gefunden  zu  haben  beanspruche, 
so  will  ich  doch  hier,  da  dies  vielleicht  weniger  bekannt 
ist,  erwähnen,  dass  die  auseinandergesetzte  Definition  der 
Masse  von  Mach  stammt.^) 

Es  würde  unser  Bild  vereinfachen,  wenn  wir  die  Massen 
aller  materiellen  Punkte  gleich  annähmen,  also  voraussetzten, 
dass  sich  je  zwei  materielle  Punkte  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte Beschleunigungen  ertheilen.   Würde  man  dann  an- 


^)  Carlas  Repertoriom,  Bd.  4. 
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nehmen,  dass  in  dichteren  Körpern  einfach  mehr  materielle 
Ponkte  auf  die  Volumeinheit  entfallen,  so  könnte  man  alle 
EIrscheinungen  ebenso  gut  darstellen.  Anch  einen  mate- 
riellen Ponkt  Yon  der  Masse  m  könnte  man  sich  sehr  an- 
genähert durch  m  sehr  nahe,  fest  verbundene  materielle 
Punkte  von  der  Masse  1  darstellen.  Ich  habe  das  all- 
gemeinere Bild  blos  deshalb  acceptirt,  weil  es  ebenfalls  mit 
keiner  Unklarheit  oder  Unbestimmtheit  behaftet  ist 

Natürlich  sind  die  hier  gemachten  Grundannahmen 
organisch  miteinander  verbunden,  so  dass  man  vielfach  in 
Widersprüche  gerathen  würde,  wenn  man  nur  eine  oder 
wenige  fallen  liesse  oder  veränderte,  während  man  die 
übrigen  unverändert  beibehielte.  So  kann  man  z.  B.  zeigen, 
dass,  wenn  man  die  Unabhängigkeit  der  Beschleunigung,  die 
sich  zwei  materielle  Punkte  ertheilen,  von  ihrer  Lage  im 
Baume  und  vom  Absolutwerthe  der  Zeit  annimmt,  aber  eine 
der  Annahme  4,  5  oder  7  fallen  lässt,  die  Geschwindig- 
keit zweier  fest  verbundener  materieller  Punkte  mit  der 
Zeit  ins  unendliche  wachsen  könnte,  wobei  natürlich  noch 
vorausgesetzt  ist,  dass  die  Wirkung  der  Vorrichtung,  welche 
sie  (nahe)  fest  verbindet,  selbst  durch  Kräfte  erzeugt  ist,  die 
unseren  Annahmen  entsprechen.  Daraus  folgt  jedoch  selbst- 
verständlich nicht,  dass  sich  die  Gesammtheit  unserer  An- 
nahmen durch  das  Energieprincip  oder  andere  allgemeine 
Principien  ersetzen  liesse.  Die  Möglichkeit,  einen  Theil 
unserer  Grundannahmen  durch  derartige  Principien  zu  er- 
setzen, will  ich  keineswegs  leugnen. 

Ja  man  könnte  sogar  statt  von  dem  Begriffe  der  Be- 
schleunigung von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  aus- 
gehen, indem  man  z.  B.  voraussetzt,  dass  diese  Gleichung  für 
jede  Coordinatenrichtung  gesondert  gUt  Es  dürfte  dies  bei 
der  wichtigen  Bolle,  die  das  Energieprincip  in  der  gesammten 
Natur  spielt,  vielleicht  Manchem  sympathisch  sein.  Doch 
fand  ich  keine  Möglichkeit,  die  Ersetzung  der  hier  gemachten 
Grundannahmen  durch  allgemeinere  Principien  in  einer  Weise 
zu  bewerkstelligen,  wodurch  die  Grundannahmen  wirklich 
wesentlich  vereinfacht  würden.  Ich  habe  mich  darum  auch 
nicht  besonders  bemüht,  da  mir  dies  keineswegs  wesentlich 
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und  aussichtSToll  yorkommt^  sobald  man  sich  doch  entschliesst» 
Ton  der  Femwirkimg  materieller  Punkte  auszugehen  und 
erst  aus  dieser  das  Hamilton'sche  Princip,  die  Gleichungen 
der  Elasticitätslehre  und  Hydrodynamik  etc.  abzuleiten. 

§  8.    Allgemeine  Bewegnngigleiohungen. 

Falls  die  zwischen  zwei  materiellen  Punkten,  deren 
Coordinaten  x^^  y^,  x^  resp.  x^,  y^j  ^  seien,  wirkende  Kraft 
eine  abstossende  ist,  f&Ut,  wie  schon  bemerkt^  die  Beschleu- 
nigung g^^  des  ersten  materiellen  Punktes  durch  den  zweiten 
in  die  Bichtung  der  Verlängerung  der  yom  zweiten  gegen 
den  ersten  gezogenen  Geraden  r^^,  welche  mit  den  positiyen 
Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus 

«i-aJt         yi-^i         *i~«i 


'ii  ''ii  ''ii 


sind.  Dies  sind  also  die  Cosinusse  der  Winkel  (^i,,a;), 
{9iity)f  {9ii>^)f  welche  die  Beschleunigung ^^^  mit  den  posi- 
tiyen Coordinatenaxen  bildet  Dann  ertheilen  wir  auch  der 
Function  ^12(^11)  ^^  positiye  Vorzeichen.  Würde  also  der 
erste  materielle  Punkt  nur  durch  den  zweiten  beschleunigt, 
so  hätte  man  nach  Formel  7) 

mit  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  ^  und  ^Axe.  Wenn 
die  Beschleunigung  die  entgegengesetzte  Bichtung  hat,  so 
nehmen  wir  sie  wieder  positiy,  geben  aber  dem  Cosinus  das 
entgegengesetzte  Zeichen,  setzen  also 

008(^1,,»)==^^^-^. 

Ml 

Da  wir  aber  dann  auch  der  Funktion  f^^  (^la)  ^  entgegen- 
gesetzte Zeichen  geben,  so  ist  auch  in  diesem  Falle 

Nach  der  dritten  Grundannahme  ist  nun  die  gesammte 
Beschleunigung  des  ersten  materiellen  Punktes  die  Vector- 
>8umme  der  yerschiedenen  Beschleunigungen,  die  er  yon  allen 
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übrigen  materiellen  Punkten  erfährt,  und  nach  8)  ist  dann 
die  Gesammtcomponente  der  Beschleunigung  in  der  Abscissen- 
richtuBg  gleich  der  gewöhnlichen  algebraischen  Summe  der 
einzelnen  Beschleunigungen.    Man  hat  also  allgemein 

fcs2 

mit  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  beiden  übrigen 
Coordinaten  und  3  n  —  3  analogen  Gleichungen  für  die 
anderen  materiellen  Punkte. 

Die  über  und  unter  dem  Summenzeichen  angegebenen 
Werihe  der  Grösse,  nach  der  zu  summiren  ist^  drücken 
(wie  im  Folgenden  immer)  aus,  dass  im  Ausdrucke,  dem  das 
Summenzeichen  Torgesetzt  ist,  dieser  Grösse  alle  positiven 
ganzen  Zahlenwerthe  Tom  unten  bis  zum  oben  angegebenen 
incL  zu  ertheilen  und  dann  alle  so  gebildeten  Ausdrücke  zu 
addiren  sind.  Wir  bezeichnen  mit  (pjtj^irj^j^  das  unbestimmte 
Integrale /^j^j^(r^^drj^^,  wobei  der  Integrationsconstante  ein 
beliebiger  specieller  Werth  ertheilt  werden  kann. 

Femer  werden  wir  oft  nöthig  haben,  in  einem  Aus- 
drucke, welcher  die  Coordinaten  beliebiger  unserer  mate- 
riellen Punkte  enthält,  einer  einzigen  dieser  Coordinaten 
einen  sehr  kleinen  Zuwachs  zu  ertheilen,  alle  anderen  con- 
stant  zu  lassen.  Die  Zuwächse,  welche  in  solcher  Weise 
entstehen,  nennen  wir  partielle  und  bezeichnen  sie  durch 
das  Zeichen  d.  Sie  sind  nicht  zu  verwechseln  mit  den  Zu- 
wächsen, die  während  der  Zeit  dt  eintreten  (den  totalen); 
denn  während  dieser  Zeit  ändern  sich  im  Allgemeinen  alle 

Coordinaten.    So  hat  der  partielle  Di£ferentialquotient    ^  ** 

Ton  r^^  nach  Xj^  folgende  Bedeutung:  man  ertheile  von  allen 
Coordinaten  nur  dem  a^  einen  kleinen  Zuwachs^  suche  den 
dadurch  erzeugten  Zuwachs  von  r^^^,  dividire  ihn  durch  den 
Zuwachs  von  scj^  und  suche  endlich  die  Limite,  welcher  sich 
der  Quotient  mit  abnehmendem  Zuwachs  des  a^  nähert.    Da 

ist^  80  findet  man  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung: 
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ebenso 


Femer  folgt  gemäss  der  Definition  der  Functionen  fp 

g^;  9kh  Vhk)    r^^     —  /ÄiV^ikiJ     rt,u 

und  analog  für  y  und  z. 

Wir  wollen  nun  in  dem  Ausdrucke  <Pj^j^{rj^j)  der  Reihe 
nach  h  gleich  jeder  positiven  ganzen  Zahl  Ton  eins  bis  n 
incl.  und  für  jedes  h  wieder  k  gleich  jeder  dieser  Zahlen 
mit  Ausnahme  der,  die  gleich  h  ist,  setzen.  Die  Summe 
aller  so  erhaltenen  Ausdrücke  bezeichnen  wir  mit 

Die  Gleichung  9)  kann  dann  in  der  Form  geschrieben 
werden: 

mit  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  beiden  anderen 
Coordinatenaxen  und  3  n  —  3  analogen  für  die  anderen 
materiellen  Punkte.  Die  in  irgend  einer  Coordinatenrichtung 
auf  irgend  einen  materiellen  Punkt  wirkende  Eraftcomponente 
ist  daher  die  negatiye  partielle  Ableitung  der  Function  V 
aller  Coordinaten  (der  Kraftfunction)  nach  der  betre£fenden 
Coordinate. 

Für  mein  Gefühl  liegt  in  den  Differentialquotienten 
nach  der  Zeit  noch  eine  gewisse  Unklarheit  Abgesehen 
von  den  wenigen  Fällen,  wo  sich  eine  analytische  Function 
finden  lässt^  welche  genau  die  vorgeschriebenen  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  hat^  wird  man  behufs  Herstellung 
eines  Zahlenbildes  die  Zeit  immer  in  eine  endliche  Zahl  von 
Zeittheilen  getheüt  denken  müssen,  bevor  man  zur  Limite 
übergeht.^)  Vielleicht  sind  unsere  Formeln  nur  der  sehr 
angenäherte  Ausdruck  für  Durchschnittswerthe,  die  sich  aus 


0  Vgl.   Wien.   Sitzber.    105,    8.  912,    1896.     Wied.   Ann.    60, 
S.  286,  1897. 
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viel  feineren  Elementen  constroiren  lassen  und  nicht  im 
strengen  Sinne  differentürbar  sind.  Doch  fehlt  hierfür  bisher 
noch  jeder  Anhaltspunkt  in  der  Erfahrung. 

§  9.    Venohiedene  Ausdmoksweisen.    Besultirende. 

Componenten. 

Statt  zu  sagen,  der  zweite  materielle  Punkt  ertheilt 
dem  ersten  die  Beschleunigung  ^^2'  wollen  wir  auch  sagen: 
die  Kraft  ±  fi%  iTit!»  welche  der  zweite  auf  den  ersten  aus- 
übty  erzeugt  diese  Beschleunigung,  dürfen  aber  dabei  natür- 
lich nie  Torgessen,  dass  dies  nur  verschiedene  Worte  für 
ein  und  dieselbe  Thatsache  sind.  Wie  schon  bemerkt,  be- 
zeichnen wir  den  Absolutwerth  der  Function  f^^  (r^,),  welcher 
gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Masse  m  des  materiellen 
Punktes^  auf  den  sie  wirkt,  und  der  Beschleunigung  g^  die 
sie  ihm  ertheilt,  als  die  Intensität,  die  Richtung  dieser  Be- 
schleunigung als  die  Richtung  der  Kraft.  Genau  so,  wie 
die  Beschleunigungen,  können  wir  daher  auch  die  Kräfte 
durch  Yectoren  (Pfeile)  ausdrücken,  deren  Länge  gleich  der 
Intensität  der  betreffenden  Kraft  ist  und  deren  Richtung 
mit  der  Richtung  der  Kraft  zusammenfallt,  also  auch  mit 
der  Richtung  der  von  ihr  erzeugten  Beschleunigung.  Diese 
Yectoren,  welche  die  Kräfte  darstellen,  trägt  man  gewöhn- 
lich nicht  vom  Coordinatenursprunge,  sondern  von  dem  Punkte 
aus  auf,  auf  welchen  die  Kraft  wirkt 

Die  Yectorsumme  aller  Kräfte,  welche  auf  einen  mate- 
riellen Punkt  wirken,  stellt  wieder  eine  Kraft  dar,  welche 
man  die  Resultirende  nennt;  die  Einzelkräfte  nennt  man 
die  Componenten  derselben.  Da  nach  Grundannahme  3  die 
wirkliche  Beschleunigung  eines  materiellen  Punktes  die 
Yectorsumme  der  verschiedenen  Beschleunigungen  ist,  welche 
er  durch  die  einzelnen  Kräfte  erfahren  würde  und  sich  die 
Yectoren,  welche  die  Kräfte  darstellen,  von  denen,  welche 
die  Beschleunigungen  darstellen,  nur  dadurch  unterscheiden, 
dass  die  Längen  der  ersteren  alle  mmal  grösser  sind,  so 
folgt,  dass  die  wirkliche  Beschleunigung  des  materiellen 
Punktes  die  Richtung  der  resultirenden  Kraft  hat  und  ihr 
Product   in  die  Masse  des  materiellen  Punktes  gleich  der 
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Intensität  der  resoltirenden  Kraft  ist  Die  wirkliche  Be- 
Bchlennigong  wird  daher  aus  der  resnltirenden  Kraft  gerade 
80  gefunden,  wie  die  durch  eine  einzehie  Kraft  erzeugte 
Beschleunigung  aus  dieser  einzelnen  KrafL 

Man  kann  dies  leicht  noch  weiter  yerallgemeinem.  Sei 
der  Vector  91  die  Summe  beliebiger  anderer  Yectoren  C,  so 
ist  die  Beschleunigung,  welche  die  durch  den  Vector  81  dar- 
gestellte Kraft  einem  materiellen  Punkte  ertheilt,  die  Yector- 
summe  der  Beschleunigungen,  welche  die  verschiedenen  durch 
4ie  Vectoren  C  dargestellten  Kräfte  demselben  materiellen 
Punkte  ertheilen  würden.  Da  es  gleichgültig  ist,  in  welcher 
Ordnung  man  Yectoren  zu  einer  Summe  yereinigt,  da  femer 
die  Yectoren,  welche  Kräfte  darstellen,  immer  mmal  so  lang 
und  gleich  gerichtet  sind  wie  die^  welche  die  entsprechenden 
Beschleunigungen  darstellen,  und  nach  der  Grundannahme  8 
sich  Beschleunigungen  wie  Yectoren  addiren,  so  wird  der 
materielle  Punkt  durch  die  einzige  Kraft  91  (die  Besultirende) 
dieselbe  Beschleunigung  erfahren,  wie  durch  alle  Kräfte  C 
(die  Gomponenten  derselben)  zusammen,  sei  es,  dass  sonst 
keine  oder  dass  ausserdem  noch  beliebig  andere  Kräfte  auf 
ihn  wirken,  deren  Beschleunigung  sich  dann  noch  zu  dieser 
addirt. 

Die  Summe  zweier  Yectoren  kann  nur  dann  ein  Yector 
Ton  der  Länge  Null  sein,  wenn  beide  Yectoren  gleich  lang, 
aber  entgegengesetzt  gerichtet  sind.  Ein  materieller  Punkt, 
auf  welchen  zwei  Kräfte  wirken,  wird  also  dann  und  nur 
dann  gar  keine  Beschleunigung  erfahren,  also  sich  genau 
so  verhalten,  als  ob  gar  keine  Kraft  auf  ihn  wirkte,  wenn 
jene  beiden  Kräfte  gleiche  Intensität,  aber  entgegengesetzte 
Bichtung  haben.  Man  sagt  dann,  die  Kräfte  halten  sich 
das  Gleichgewicht  Da  die  Besultirende  einer  beliebigen 
Zahl  von  Kräften,  die  auf  einen  materiellen  Punkt  wirken, 
durch  die  Figur  5  des  §  4  (das  Kräftepolygon,  fbr  zwei  Kräfte 
Kräfteparallelogramm)  gefunden  wird,  so  werden  sich  die 
Kräfte  dann  das  Gleichgewicht  halten,  d.  h.  dem  Punkte  keine 
Beschleunigung  ertheilen,  wenn  das  Kräftepolygon ^£ C...M 
ein  geschlossenes  ist,  also  sein  Endpunkt  M  mit  seinem  An- 
fangspunkt Ä  zusammenfällt 
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Man  sieht  aus  der  CoDstraction  des  Eräftepolygons,  dass 
die  Wirkung  einer  Kraft  P  durch  die  der  drei  in  den  drei 
Coordinatenrichtongen  wirkenden  Kräfte 

12)    Z=Pco8(P,a:),   r=:Pco8(P,y),  Z  =r  P cos  (P, «), 

welche  ihre  Componenten  nach  den  Coordinatenrichtungen 
heissen,  ToUkommen  ersetzt  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  noch  mit  P^  die  Eesoltirende  aller 
Kräfte,  die  auf  den  materiellen  Punkt  von  der  Masse  m^ 
wirken,  auf  den  sich  die  Gleichungen  9)  beziehen,  mit  P/,  Pj". . . 
irgend  welche  Componenten,  in  die  man  die  Kraft  P^  zer- 
legen kann,  imi  X^,T^,Z^,  X{,y;,z;,  X(\  Y(\Z{ ...  die 
Componenten  der  Krflfte  Pj ,  resp.  P^',  P^" ...  in  den  Coor- 
dinatenrichtungen. Dann  können  wir  nach  dem  Gesagten 
die  Gleichung  9)  auch  so  schreiben: 

18)  ^i"T/*"  =  -^1  =  -^i'  +  ^\   +  •  •  • 

Analoge  Gleichungen  gelten  natürlich  für  die  übrigen 
Coordinatenaxen  und  materiellen  Punkte. 

§  10.    Foiison's  Beweis  des  Kraftenparallelogramms. 

Von  den  zahlreichen  Beweisen,  die  ftlr  den  Satz  vom 
Parallelogramme  der  Kräfte  gegeben  worden  sind,  will  ich  hier 
nur  als  Musterbild  kurz  den  yon  Poisson  in  seiner  Mechanik 
gegebenen  in  etwas  modificirter  Form  auseinandersetzen. 

Wir  nehmen  an,  dass  wir  mehrere  Kräfte  (die  Compo- 
nenten), welche  auf  einen  Punkt  wirken,  immer  in  allen 
ihren  Wirkungen  durch  eine  einzige  (die  Besultirende)  er- 
setzen können.  Daraus  folgt,  dass  man  die  Besultirende 
Ton  mehr  als  zwei  Kräften  immer  finden  kann,  indem  man 
znerst  zwei  beliebige  derselben  zu  einer  Besultirenden,  dann, 
dieee  mit  irgend  einer  dritten  zu  einer  neuen  Besultiren- 
den u.  s.  w.  zusammensetzt  Denn  da  die  erste  Besultirende 
die  beiden  ersten  Kräfte  ToUständig  yertritt,  so  muss  die 
neue  Besultirende,  welche  unter  allen  Umständen  dieselbe 
Wirkung  hat  wie  die  erste  Besultirende  und  die  dritte 
Kraft  zusammen,  auch  dieselbe  Wirkung  haben  wie  die  ersten 
drei  Kräfte  u.  s.  w. 
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Wir  setzen  femer  yoraus,  dass  die  Intensität  der  Besnl- 
tirenden  and  deren  relative  Lage  zu  den  Componenten  von 
der  absoluten  Lage  der  Figur  im  Baume,  den  Bewegungs- 
yerhältnissen,  den  früheren  Zeitumständen  und  der  Provenienz 
der  Kräfte  unabhängig  ist,  dass  also  Kräfte  beliebigen  Ur- 
sprungs sich  gleich  verhalten.  Als  Kraft  von  doppelter 
Intensität  bezeichnen  wir  eine  solche^  welche  dasselbe  leistet, 
wie  zwei  vollkommen  gleiche  gleich  gerichtete  Kräfte  zu- 
sammen. Als  Kraft  von  dreifacher  Intensität  eine  solche, 
die  dasselbe  leistet,  wie  drei  gleich  beschaffene  gleich  ge- 
richtete u.  s.  w.  Gesetze  und  selbst  Sinn  der  erzeugten  Be- 
wegung kümmert  uns  dabei  nicht 

Wenn  zwei  vollkommen  gleiche  Kräfte  in  entgegen- 
gesetzter Bichtung  auf  einen  Punkt  wirken,  so  ist  dadurch 
weder  eine  Bewegung  in  ihrer  Geraden,  noch  senkrecht 
darauf  bestimmt  Der  Punkt  muss  also,  wenn  er  anfangs 
ruhte,  in  Buhe  bleiben,  es  muss  also  Gleichgewicht  eintreten; 
der  Punkt  muss  sich  so  verhalten,  als  ob  gar  keine  Kraft 
auf  ihn  wirkte. 

Wenn  daher  eine  Kraft  in  einem  Sinne  und  eine  Kraft 
von  doppelter  Intensität  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  einen 
Punkt  wirkt,  so  können  wir  letztere  durch  zwei  Kräfte  von 
einfacher  Intensität  ersetzen,  von  denen  eine  durch  die  ent- 
gegengesetzte Kraft  aufgehoben  wird.  Es  bleibt  also  nur 
noch  eine  derselben. 

Fährt  man  so  zu  schliessen  fort^  so  erkennt  man  leicht, 
dass  die  Besultirende  von  beliebig  vielen  Kräften,  deren 
Bichtungen  in  eine  Gerade  fallen,  deren  algebraische  Summe 
ist,  wobei  wir  die  in  der  einen  Bichtung  wirkenden  Kräfte 
positiv,  die  in  der  anderen  Bichtung  wirkenden  negativ 
zählen  und  auch  die  Besultirende  in  der  einen  und  anderen 
Bichtung  wirkte  je  nachdem  die  algebraische  Summe  positiv 
oder  negativ  ist 

Nun  sollen  auf  einen  Punkt  Ä  zwei  gleiche  Kräfte  Ä  B 
und  A  C  wirken,  welche  einen  beliebigen  Winkel  mitein- 
ander einschliessen.  Wir  wollen  die  eine  Hälfte  AH  der 
unendlichen  Geraden,  welche  diesen  Winkel  halbirt,  als  die 
positive,   die   andere   als   die   negative  Halbirungslinie  be- 
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zeichnen,  cc  sei  der  Winkel  zwischen  der  positiven  Halbi- 
rongdinie  nnd  einer  der  Kräfte,  welche  also  untereinander 
den  Winkel  2  u  einschliessen.  a  kann  vorläufig  spitz 
oder  stumpf,  gleich  NuU^  gleich  einem  oder  gleich  zwei 
rechten  sein. 

Die  einzige  Gerade^  welche  durch  zwei  gleich  lange  von 
einem  Punkte  ausgehende  Gerade  eindeutig  bestimmt  ist^  ist 
die  Halbirungslinie  ihres  Winkels.  Die  Besultirende  Ä  D  der 
Kräfte  Ä  B  und  Ä  C  muss  daher  in  diese  Halbirungslinie 
fallen,  nach  ihrer  positiven  oder  negativen  Seite  hin. 

Wird  die  Intensität  jeder  der  Kräfte  Ä  B  und  Ä  C  ohne 
Aenderung  ihrer  Bichtung  verdoppelt,  so  können  wir  uns 
die  Sache  so  denken,  als  ob  in  der  Bichtung  von  Ä  B  zwei 
der  ursprünglichen  Kraft  gleiche  Kräfte  AB  und  AB^  wirkten, 
ebenso  in  der  Bichtung  A  C  zwei  gleiche  Kräfte  A  C  und  A  C^. 
Die  Besultirende  von  AB  und  AC  \%t  ADj  die  von  AB^ 
undiiCj  ist  eine  gleiche  gleich  gerichtete  Kraft  AD^.  AD 
und  A  D^  geben  aber  zusammen  eine  Besultirende,  die  gleich 
gerichtet  aber  doppelt  so  gross  wie  AD  ist  So  beweist 
man,  dass  A  D  überhaupt  der  Intensität  der  gleichen  Kräfte 
A  B  und  A  C  proportional  sein  muss.  Es  kann  aber  noch 
irgendwie  von  dem  Winkel  der  letzteren  Kräfte  abhängen. 
Wir  wollen  daher 

AD^ABf{a) 

setzen,  wobei  wir  der  Function  f{cc)  in  jenen  Fällen  das 
positive  Zeichen  geben,  wo  ÄD  auf  die  positive  Seite  AH 
der  Halbirungslinie  fällt,  in  jenen  Fällen  aber,  wo  sie  die 
Bichtung  der  negativen  Halbirungslinie  hat,  das  negative 
Zeichen. 

Wenn  wir  180  —  c^  für  u  setzen,  so  machen  die  beiden 
Kräfte  denselben  Winkel  nach  der  entgegengesetzten  Seite, 
daher  muss  auch  die  Besultirende  einfach  ihre  Bichtung 
umkehren,  es  ist  also 

am  -  a)  =  -  au) 

und  es  ist  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
in  dem,  was  nun  zimächst  folgt,  voraussetzen,  dass  a  nicht 
grösser  als  90^  ist   Wir  wollen  nun  eine  Gerade  ^  IT  ziehen, 
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welche  mit  der  Geraden  ÄH  einen  beliebigen  Winkel  ßj 
der  zwischen  a  nnd  90^  liegt,  nach  derjenigen  Seite  hin 
einschliessti  wo  die  Kraft  AB  liegt 

Wir  lassen  femer  auf  den  Pnnkt  Ä  noch  zwei  Kräfte 
AB  und  Ä  G  wirken,  welche  durch  Pfeile  dargestellt  sind,  die 
genau  die  Spiegelbilder  der  Pfeile  A  B  und  A  0  bezüglich  der 
Geraden  A  K  sind.  A  B!  sei  das  Spiegelbild  der  Geraden  A  H 
bezüglich  AK  2iB  Spiegel.  Die  beiden  Kraft»  A B  und  A  C 
haben  dann  eine  Besultirende  AD,  welche  ebenÜEdls  das 
Spiegelbild  yon  A  D  bezüglich  A  K  ist  und  wir  erhalten  die 
Besiütirende  aller  vier  Kräft;e  AB^AC^  AB,  AC^  indem  wir 
die  Besultirende  von  A  D  und  A  U  suchen.  Letztere  beiden 
Kräfte  sind  untereinander  gleich  und  bilden  den  Winkel  ß 
mit  der  Geraden  A  K  oder  ihrer  Verlängerung,  je  nachdem 
f{€c)  positiv  oder  negativ  ist.    Ihre  Besultirende  ist  also 

18a)  ADf{ß)^AB[fä)f{ß) 

und  wirkt  in  der  Bichtung  A  K  oder  in  der  entgegengesetzten, 
je  nachdem  dieser  Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist  Die- 
selbe Kraft  müssen  wir  aber  auch  erhalten,  wenn  wir  zuerst 
die  Besultirende  von  A  B  und  A  Bj  dann  die  von  A  C  und 
A  C  bilden  und  schliesslich  diese  beiden  Besultirenden  wieder 
zu  einer  einzigen  zusammensetzen.  Die  Besultirende  von' 
AB  und  AB  i&t  gleich  AB  f(ß  —  u),  die  von  AG  \mdAC" 
gleich  A  B  f{ß  +  a\  Beide  fallen  in  die  Gerade  A  K  Jede 
hat  die  Bichtung  AK  oder  die  entgegengesetzte,  je  nach- 
dem der  ftLr  sie  aufgestellte  Ausdruck  positiv  oder  negativ 
ist  Die  Besultirende  dieser  beiden  Besultirenden  ist  also 
ihre  algebraische  Summe 

AB.[f{ß-^a)  +  f{ß  +  a)] 

und  wirkt  ebenfalls  in  der  Bichtung  AK  oder  der  ent- 
gegengesetzten, je  nachdem  dieser  Ausdruck  positiv  oder 
negativ  ist 

Da  wir  also  für  die  Besultirende  der  vier  Kräfte  ABj 
ABj  AG  und  A G  einerseits  diesen  Ausdruck,  andererseita 
den  Ausdruck  13a)  erhalten  haben,  so  müssen  beide  Aus- 
drücke untereinander  gleich  sein.  Auch  das  Vorzeichen 
hat  in  beiden  die  gleiche  Bedeutung.    Das  positive  drückt 
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eine  Wirkung  in  der  Richtung  ÄKj  das  negative  in  der 
entgegengesetzten  aus.    Wir  erhalten  somit: 

13b)  f{a)f(ß)  =  f[ß-^a)  +  f{ß  +  a) 

für  alle  Werthe  von  a  und  ß,  die  innerhalb  der  im  Obigen 
angenommenen  Grenzen  liegen. 

Für  a  =  0  ist  die  Besultirende  doppelt  so  gross  als 
jede  der  Componenten.  Daher  ist  f{0)  =  2.  Wenn  e  ein 
sehr  kleiner  Winkel  ist,  so  können  wir  jedenfalls /(6)=ef+e- ^ 
oder  =  —  (c^  +  e""0  oder  =  2  cos  f  setzen,  je  nachdem 
/■{«)  >  2  oder  <  —  2  ist  oder  zwischen  +  2  oder  —  2  liegt 
Wäre  es  genau  gleich  +  2  oder  —  2,  so  würden  wir  die 
erste  oder  zweite  Form  mit  ^  ==  0  wählen.  Machen  wir  nun 
in  Gleichung  13b)  der  Beihe  nach  folgende  Substitutionen: 
a^tjß^B,  dann  a  =s  b,  ß  =^2bj  dann  ci;  =  «,  /?  =  3  <  oder 
te^  ß  =  26,  dann  a  =s  b,  ß  =  4b  oder  c^  =  2 e,  /?  =»  3 6  u. s.f., 
so  finden  wir  ohne  Schwierigkeit  ftlr  beliebige  ganze  Zahlen  h 
f[hB)  =  e*^  +  6-*^  oder  ==  (-  1)* (e*f  +  e-*0  oder  =  2  cosÄf, 
je  nachdem  wir  die  erste,  zweite  oder  dritte  Form  ftir  f(6) 
gewählt  haben.  Nun  yerschwindet  die  Besultirende,  also 
f{hB)  für  ^6  =  90^,  aber  ftlr  keinen  Werth  des  Hb,  der 
zwischen  O''  und  90^  liegt;  daher  kann  f{h6)  nicht  durch 
eine  der  Exponentialformeln  dargestellt  sein.  Es  muss  also 
gleich  2cos(A^  sein  und  zwar  muss  f&r  Hb  ^90^  auch 
Ä^  =  90^,  also  C=  B  sein.  Man  erhält  also  f{h e)  =  2 coB{h b) 
und  wenn  man  die  ganz  beliebige  Grösse  he  mit  a  be- 
zeichnet^ f{€e)  s  2  cos  a,  womit  das  Kräftenparallelogramm 
fbr  den  Fall  bewiesen  ist,  dass  beide  Componenten  unter- 
einander gleich  sind. 

Nun  geht  man  zu  dem  Falle  über,  dass  zwei  ungleiche 
aufeinander  senkrechte  Kräfte  Ä  B  und  Ä  C  auf  einen  Punkt  A 
wirken.  Man  halbirt  die  Gerade  ^  0  im  Punkte  D  und  zer- 
legt jede  der  gegebenen  Kräfte  in  eine  Componente  in  der 
Richtung  AD  und  eine  zweite,  die  mit  der  zu  zerlegenden 
Straft  denselben  Winkel  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
einschliesst  Die  beiden  letzteren  Componenten  heben  sich 
auf,  die  beiden  ersteren  sind  beide  gleich  AD  und  geben 
zusammen  die  nach  dem  Satze  vom  Kräftenparallelogramme 

Boltf  mann,  Medumlk  I.  3 
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folgende  Besultirende  der  beiden  ursprünglich  gegebenen 
Kräfte. 

Nun  erst  kann  man  die  Besultirende  der  ganz  beliebigen 
Kräfte  Ä  B  und  Ä  C  finden^  die  auf  einen  Punkt  Ä  wirken. 
Man  zeichnet  das  Parallelogranun  AB  DG  und  zerlegt  jede 
der  Kräfte  in  zwei  Componenten^  TOn  denen  eine  die  Bich- 
tung  Ä  D  hat  und  die  andere  darauf  senkrecht  steht.  Man 
sieht  sofort^  dass  die  beiden  letzteren  Gomponenten  sich  auf- 
heben, die  beiden  ersteren  aber  wieder  die  durch  die  Dia- 
gonale AD  dargestellte  Besultirende  liefern. 

Natürlich  ist  dies  keineswegs  ein  Beweis,  dass  alle 
unsere  im  Früheren  gemachten  Annahmen  richtig  seien. 
Es  zeigt  nur,  dass  man  sich  in  Widersprüche  yerwickeln 
würde,  wenn  man  unsere  zur  Definition  der  Kräfte  ge- 
machten Annahmen  im  Uebrigen  beibehalten  und  nur  über 
die  Art  der  C!onstruction  der  Besultirenden  zweier  Kräfte 
eine  andere  Annahme  machen  wollte. 

Selbst  die  Annahme ,  dass  die  Intensität  der  Besul- 
tirenden und  ihre  relative  Lage  gegen  die  Gomponenten 
nicht  von  der  Lage  der  Figur  gegen  den  Baum  resp.  gegen 
die  Fixstemwelt  abhängt,  ist  nicht  so  selbstyerständlich,  als 
man  glaubt,  da  ja  z.  B.  die  Kräfte,  welche  im  Stande  sind, 
ein  gewisses  System  in  einer  gewissen  relatiyen  Lage  seiner 
TheUe  dauernd  zu  erhalten,  keineswegs  blos  Ton  dieser  rela- 
tiven  Lage  abhängen,  sondern  sich  ändern,  wenn  das  ganze 
System  sich  im  Baume  ohne  jede  Aenderung  der  relativen 
Lage  seiner  Theile  dreht 

§11.   Ueber  die  Ersetzung  des  Coordinatensystems  des  Bildes 

duroh  andere. 

Da  durch  die  Gleichungen  9)  blos  die  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten der  Coordinaten  nach  der  Zeit  bestimmt 
sind,  so  müssen  noch  die  6  n  Werthe  sämmtlicher  Coordi- 
naten und  ihrer  ersten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit 
(Geschwindigkeitscomponenten)  zu  irgend  einer  Zeit  (der 
Anfangszeit)  gegeben  sein.  Man  bezeichnet  die  Anfangszeit 
häufig  als  die  Zeit  t^  oder  Null  und  die  Werthe  der  Coor- 
dinaten und  Geschwindigkeitscomponenten  zu  dieser  Zeit  mit 
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x^^j  Vi^t  ••••w^.  Durch  diese  6 n  Grössen  und  die  Diffe- 
rentialgleichungen 9)  sind  dann  die  Wertiie  s&mmtlicher 
Goordinaten  und  G^eschwindigkeitscomponenten  zu  jeder  an- 
deren Zeit  eindeutig  bestimmt 

Da  wir  unserem  Bude  ein  einziges  bestimmtes. Coordi- 
oatensyatem  zu  Grunde  legten^  so  haben  wir  erst  zu  unter- 
suchen, in  wie  weit  dieselben  Begeb  der  Bestimmung 
der  Werthe  «der  Goordinaten  und  Geschwindigkeitscompo« 
nenten  ans  deren  Anfangswerthen  auch  für  andere  Coordi- 
natensjsteme  giltig  bleiben.  Alle  Coordinatensysteme,  für 
welche  dies  der  Fall  ist,  sowie  das  ursprünglich  gewählte 
Coordinatensystem  nennen  wir  taugliche  Bezugsysteme.  Wir 
denken  uns  zuerst  ein  beliebiges  anderes  Coorcünatensystem 
eingeführt,  dessen  Axen  zu  jeder  Zeit  parallel  denen  des 
ursprünglichen  Goordinatensystems  unseres  Bildes  sind  und 
ihre  Lage  gegen  dieses  erste  Goordinatensystem  nicht  ändern. 
Dann  unterscheiden  sich  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes 
zu  irgend  einer  Zeit  bezüglich  des  neuen  Goordinatensystems 
Ton  denen  bezüglich  des  alten  nur  durch  additive  Gonstanten ; 
während  die  Geschwindigkeitscomponenten,  die  Beschleuni- 
gungen, sowie  alle  Glieder  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  9), 
Yon  denen  man  sofort  sieht,  dass  sie  nur  von  der  relativen 
Lage  der  materiellen  Punkte  abhangen,  vollständig  unver- 
indert  bleiben.  Die  Gleichungen  9)  bleiben  also  ganz  un- 
verändert gültig,  wenn  man  darin  die  Goordinaten  bezüglich 
des  ursprünglichen  Goordinatensystems  mit  denen  bezüglich 
des  neuen  ersetzt  Das  neue  Goordinatensystem  leistet  also 
genau  dasselbe  wie  das  ursprüngliche,  da  die  Veränderungen 
der  Goordinaten  bezüglich  des  neuen  Systems  genau  nach 
denselben  Segeln  aus  den  Anfangswerthen  der  Goordinaten 
und  Geschwindigkeitscomponenten  abgeleitet  werden  können, 
die  wir  für  das  ursprüngliche  Goordinatensystem  fanden. 
Dies  gilt  auch  noch,  wenn  die  neuen  Goordinatenaxen  den 
alten  parallel  bleiben,  aber  der  neue  Goordinatenursprung 
relativ  gegen  die  alten  Goordinatenaxen  in  einer  geraden 
Linie  mit  constanter  Geschwindigkeit  fortwandert,  deren 
Componenten  bezüglich  der  drei  Goordinatenaxen  a,  6,  c 
seien.     Dann   tritt   nämlich    beim  Uebergang   zum  neuen 

8* 
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Coordinatensysteme  zu  sämmüichen  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  in  der  AbscisBenrichtang  die  Constante  o^  zn  denen 
in  der  y-  resp.  ^Bichtong  aber  die  Constante  b  resp.  e,  zu 
den  Abscissen  aller  Punkte  aber  der  Ausdruck  at  +  a,  zn 
den  y-  und  2r-Goordinaten  bt  +  ß  resp.  ci  +  y  hinzu,  wobei 
a^  ßy  Y  drei  neue  Constanten  sind.  Hierdurch  werden  wieder 
weder  die  Beschleunigungen  noch  die  Glieder  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  9)  irgendwie  verändert  und  unsere 
Regeln,  die  Bewegung  des  Systems  zu  finden,  gelten  be- 
züglich des  neuen  Coordinatensystems  unyerändert  wie  be- 
züglich des  alten. 

Dasselbe  gilt  auch  noch,  wenn  bei  Buhe  oder  gerad- 
liniger gleichförmiger  Bewegung  des  neuen  Coordinaten- 
ursprungs  die  Axen  des  neuen,  ebenfalls  rechtwinkeligen 
Coordinatensystems  nicht  denen  des  alten  parallel  sind,  aber 
ihre  Winkel  mit  den  Axen  des  alten  Coordinatensystems  sich 
nicht  ändern.  Denn  sowohl  die  Beschleunigungen  als  auch 
die  Kräfte  haben  wir  durch  Construction  von  Vectoren  be- 
stimmt, welche  von  der  Lage  des  Coordinatensystems  unab- 
hängig sind.  Die  Ausdrücke  f&r  die  Projectionen  der  Be- 
schleunigungen und  Kräfte  auf  die  Coordinatenrichtungen 
aber  sind  ftir  alle  Coordinatensysteme  gleich.  Bezeichnen 
wir  die  Coordinaten  bezüglich  des  neuen  Systems  mit 
Accenten  und  mit  (a;,  a^,  (^^i  •••  die  Winkel  der  alten 
und  neuen  Coordinatenaxen,  so  ist  ja 

-^  '^^ooz{x,x')  +  ^C08(y,x0  +  ^co8(«,aO. 

Substituirt  man  hier  fttr  —j^,  -3^1  --J^    ihre   Werthe 

a r  '     dv  '     dv 

aus   den  Gleichungen  9),  worin   man  wieder  für  X|  —  2:^, 
^1  "*  Vi  ^^^  ^  ~  ^2  ^^  substituiren  hat 

(«1'  -  ^a')  cos  {x.x')  +  (y/  -  y^")  cos  {x.y') 
+  {z^  —  %{)  cos  (ir,  «0  etc. 

und  verfährt  ebenso  mit  —M-  und    Jji  ,  so  kann  man  die 

Gleichungen  ftlr  die  neuen  Coordinaten  leicht  wieder  genau 
in  die  Form  der  Gleichungen  9)  bringen. 
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ISß  giebt  also  sehr  yerschiedene  Coordinatensysteme;^ 
welche  genau  ebenso  wie  das  nrsprüngliche  Coordinatensystem 
dem  Bude  zu  Grande  gelegt  werden  können,  ohne  dass  die 
Begehl  der  Ableitung  der  Bewegung  des  Systems  aus  den  An- 
fangswerthen  der  Coordinaten  und  Qeschwindigkeitscompo- 
nenten  irgend  eine  Aenderung  erfahren,  die  alle  taugUche 
Bezugssysteme  sind.  Dies  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  da  oft 
die  Wahl  des  einen  oder  anderen  Coordinatensystems  gewisse 
Vortheile  bietet  Dagegen  darf  das  neue  Coordinatensystem 
sich  nicht  bezüglich  des  alten  mit  einer  gewissen  Ge- 
schwindigkeit drehen  oder  der  neue  Coordinatenursprung 
bezQglich  des  alten  Coordinatensystems  sich  ungleichförmig 
oder  krummlinig  bewegen^  wenn  diese  Regeln  keine  Aende- 
rung erfahren  sollen;  denn  im  ersten  Falle  wären  die  Winkel 
{x,x)  etc.,  im  letzten  die  mit  a,  b,  0,  c^,  ß,  y  bezeichneten 
Ghrdssen  keine  Constanten  mehr,  es  würden  also  die  zweiten 
Differentialquotienten  der  Coordinaten  nach  der  Zeit  nicht 
mehr  die  obige  Form  annehmen,  was  wir  im  2.  Theile  näher 
ausführen  werden.  Im  letzteren  Falle  käme  nur  zu  allen 
zweiten  Differentialquotienten  der  Abscissen  nach  der  Zeit 
die  gleiche  Function  der  Zeit  dazu  und  dasselbe  gälte  ftlr 
die  beiden  anderen  Coordinaten. 

§  12.    Verhaltmss  dieser  Darstellung  zu  anderen. 

Wir  haben  uns  absichthch  ziemlich  weit  Ton  der  Wirk- 
lichkeit entfernt,  um  ein  mit  den  einfachsten  Mitteln  con- 
struirbares,  mögUchst  genaues  und  klares  Bild  zu  erhalten, 
d.  h.  ein  solches,  welches  frei  von  verschwommenen  Begriffen 
ist,  der  Bechnung  die  bestimmtesten  Anhaltspunkte  liefert, 
und  daher  in  jedem  bestimmten  Falle  eindeutig  und  sicher 
das  zu  erwartende  Resultat  mit  beliebiger  Annäherung  vorher 
2u  bestimmen  gestattet^)   Die  Forderung  einer  solchen  un- 


^)  Unser  Bild  genügt  insofern  der  bekannten  Kirchhoff*  sehen 
Foidemng,  dass  die  Physik  die  Thatsachen  blos  zu  beschreiben  habe, 
als  es  lediglich  ein  Inbegriff  von  Regeln  zur  Constraction  arithme- 
tischer und  geometrischer  Vorstellungen  ist,  mittelst  welcher  die  That- 
amehen  allezeit  richtig  vorhergesagt  werden  können.  Die  Begriffe  Ur- 
amehe  nnd  Wirkung  sind  dabei  ganz  vermieden.     Denn  wenn  man 
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zweideutigen  Bestimmiheit  des  Bildes  scheint  mir  das  zu 
sein,  was  Hertz  unter  der  Forderung  rersteht,  dass  das 
Bild  mit  den  Denkgesetzen  übereinstimmen  müsse;  denn  ein 
anderes  Denkgesetz,  als  dass  unsere  Bilder  klar  und  ein- 
deutig verstellbar  seien  und  sich  daraus  möglichst  leicht 
und  sicher  stets  das  mit  der  Erfahrung  übereinstimmende 
Resultat  ableiten  lasse,  kann  ich  mir  nicht  recht  Torstellen. 
Auch  bin  ich  durchaus  nicht  der  Ansicht;  dass  irgend  etwas 
z.  B.  die  geometrischen  Bilder  nur  aus  den  Denkgesetzen 
abgeleitet  werden  könne. 

Dagegen  scheint  mir  die  Bemerkung  Hertz'  gerecht- 
fertigt, dass  die  meisten  Darstellungen  der  Grundprincipien 
der  Mechanik  der  wünschenswerthen  Consequenz  und  Deut- 
lichkeit entbehren,  welche  ich  hier  dadurch  anstrebte,  dass 
ich  ungescheut  ganz  bestimmte,  ins  Detail  ausgearbeitete 
Hypothesen  Toranstellte.  Man  definirt  häufig  das  Verhält- 
niss  der  Massen  der  Körper  als  das  verkehrte  Yerhältniss 
der  Beschleunigungen,  die  sie  unter  dem  Einflüsse  gleicher 
Kräfte  annehmen.  Gleiche  Kräfte  kann  man  auf  ausgedehnte 
feste  Körper  wirken  lassen,  indem  man  sie  auf  einen  hori- 
zontalen, Tollkommen  glatten  Tisch  legt  und  daon  dieselbe 
gleichgedehnte  elastische  Schnur  oder  denselben  gleichen 
Einflüssen  unterworfenen  kleinen  Magnet  oder  elektrischen 
Oegenstand  einmal  an  dem  einen,  das  andere  Mal  an  dem 
anderen  Körper  befestigt  Flüssigkeiten  müssten  dabei  in 
eine  Hülle  von  geringer  Masse  eingeschlossen  werden,  an 
welcher  die  Befestigung  vorzunehmen  wäre.  Wie  wir  später 
aus  dem  Bilde,  das  wir  uns  von  der  Wirkung  der  benach- 
barten Yolumelemente  elastischer  und  flüssiger  Körper 
machen  können,  sehen  werden,  kann  dann,  in  der  That  der 
Schwerpunkt  des  Systems,  Körper  und  Magnet  oder  Hülle, 
Flüssigkeit  und  Magnet,  wie  eine  einzige  Masse  betrachtet 


anch  hie  und  da  die  Anwesenheit  des  einen  materiellen  Punktes  als 
die  Ursache  der  Beschleunigung  des  anderen  bezeichnet,  so  will  man 
damit  doch  nichts  als  die  Vorstellung  der  Tbatsache  ausdrücken,  dass 
beide  in  einer  bestimmten  £ntfemung  bestimmte  Beschleunigungen 
erhalten.  Ich  hoffe  daher,  dass  gegen  die  hier  gewählte  Darstellung 
erkenntnisstheoretische  Einwftnde  nicht  gemacht  werden  können. 
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werden  y  omf  welche  eine  Kraft  wirkt,  die  nur  von  der  Be- 
schaffenheit des  Magnets  and  den  Einäüssen  abhängt,  denen 
dieser  ausgesetzt  ist  Dasselbe  gilt  auch  fbr  den  Fall  der 
gespannten  Schnur,  wenn  deren  Masse  verschwindet  Allein 
wie  will  man  gleiche  Er^te  an  einzelne  materielle  Punkte 
anbringen?  Entnimmt  man  aber  die  Definition  des  Massen- 
verh&ltnisses  zweier  Körper  dem  Stosse  derselben,  so  kann 
man  ebenfalls  die  Betrachtung  der  stossenden  Yolumelemente 
nicht  entbehren;  entnimmt  man  sie  der  directen  Femwirkung 
zweier  kleiner  Körper,  so  gelangt  man  bei  consequenter  Durch« 
fthrung  wieder  zu  unserer  Definition. 

Wenn  man  mit  einem  voUsl&ndig  klaren  Bilde  für  die 
Wechselwirkung  der  Volumelemente  elastischer  Körper  be- 
ginnen und  daraus  die  Grundbegriffe  und  Gesetze  der  gewöhn- 
lichen Mechanik  ableiten  würde,  so  wäre  dagegen  natürlich 
nichts  einzuwenden.^)  Dies  geschieht  jedoch  keineswegs,  man 
definirt  vielmehr  durch  Vorgänge,  bei  denen  solche  Volum- 
elemente unentbehrlich  sind,  wie  den  Stoss  oder  die  Befesti- 
gung derselben  elastischen  Schnur  an  verschiedene  Körper,  die 
Eigenschaften  (Massen)  und  Gesetze  der  Veränderungen  (Kräfte) 
der  einfachen  materiellen  Punkte.  In  den  Vorstellungen, 
die  man  sich  von  den  letzteren  macht,  werden  Erfahrungen 
an  ausgedehnten  Objecten  mit  begrifflichen  Constructionen 
an  einzelnen  Punkten  vermischt  Wer  empfände  nicht  den 
Circulus  vitiosus,  der  darin  liegt,  wenn  man  bei  Aufstellung 
der  Grundbegriffe  den  materiellen  Punkt  als  einen  sehr 
kleinen  Körper  definirt  und  sich  darauf  beruft,  dass  es  sich 
als  entfernte  Consequenz  der  hierauf  gegründeten  Theorie 
ergeben  wird,  dass  man  nur  unendlich  kleines  höherer  Ord- 
nung  vernachlässigt,  wenn   man   die  Volumelemente,    die 


*)  Dass  jedes  klare  Bild  der  Wechselwirkung  der  Volumelemente 
weit  mehr  mit  der  hentigen  Atomistik  gemein  haben  müsste,  als  man 
gewöhnlich  annimmt,  glanbe  ich  anderswo  nachgewiesen  zu  haben. 
Daselbst  habe  ich  auch  gezeigt,  dass  es  die  Vorstellung  verwirrt  und 
die  Berechnung  der  Limite  unmöglich  macht,  wenn  man  die  ein- 
gehen Elemente  selbst  wieder  ausgedehnt  und  in  Differentiale  zerleg- 
bar annimmt  Wien.  Sitzber.  105,  S.  907,  7.  Nov.  1896.  Wied.  Ann.  60, 
8.  231,  1897. 
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eigentlich  kleine  Körper  sind,  als  einfache  Saumpunkte  be- 
handelt Wie  weit  klarer  ist  es^  ausgedehnte  Körper  von 
vornherein  unter  dem  Bilde  zahlreicher,  dicht  gedrängter 
Punkte  zu  betrachteui  deren  G-eschwindigkeit  sich  beim  üeber- 
gang  zum  Nachbarpunkt  immer  nur  sehr  wenig  ändert  Ohne 
Vorausschickung  des  Begriffes  des  materiellen  Punktes  so- 
gleich mit  den  Beschleunigungen  endlicher  Körper  zu  be- 
ginnen, geht  aber  wieder  nicht  an,  wenn  man  nicht  den 
Schwerpunktssatz  schon  kennt  Man  wende  nicht  ein,  dass 
dies  nur  andere  Worte  ftlr  dieselbe  Sache  seien.  Darum, 
glaube  ich,  handelt  es  sich  gerade  die  Worte  so  zu  wählen, 
dass  an  das  richtige  erkenntnisstheoretische  Yerhältniss  aller 
Begriffe  stets  in  zweckmässigster  Weise  erinnert  wird. 

Aber  selbst  zugegeben,  dass  man  das  Anbringen  der- 
selben Kraft  an  verschiedene  materielle  Punkte  definiren 
kann,  ohne  vorher  deren  Masse  zu  definieren,  so  müssen  die 
Thatsachen,  dass  das  Yerhältniss  der  Beschleunigungen  der 
materiellen  Punkte  kein  anderes  wird,  je  nach  Wahl  der 
Kraft,  dass  das  Yerhältniss  der  Beschleunigungen  der 
materiellen  Punkte  A  und  G  gleich  dem  Produkte  der  ent- 
sprechenden Yerhältnisse  fiir  A  und  B  einerseits  und  B 
und  G  andererseits  ist,  noch  als  besondere  Erüahrungsthat- 
sachen  betrachtet  werden,  oder  es  müssen  allgemeinere  Er^ 
fahrungsthatsachen  (z.  B.  das  Energieprincip)  vorausgeschickt 
werden,  aus  denen  sie  folgen,  üeber  alle  diese  Sätze,  sowie 
über  die  Gesetze  der  Wechselwirkimg  der  Yolumelemente, 
den  Schwerpunktssatz  etc.  mit  einem  Schlage  eine  klare  An- 
schauung zu  geben,  ist  eben  der  Yorzug  unseres  Bildes  der 
Centrikräfte. 

Auch  in  den  Vorlesungen  Kirchhoffs  über  Mechanik 
befriedigt  mich  die  Definition  des  Massenbegriffes  nicht 
Gerade  der  Fall,  wo  zwischen  den  Goordinaten  der  mate- 
riellen Punkte  gegebene  Gleichungen  bestehen  (erzwungene 
Bewegung),  scheint  mir  mehr  eine  Abstraction,  als  ein  der 
Natur  entsprechender  Fall  zu  sein.  In  allen  anderen  Fällen 
aber  wird  Kirchhoffs  Definition  schwankend,  wie  dies  be- 
sonders bei  der  Einführung  der  Masse  und  Dichte  eines 
Volumelementes  eines  elastischen  Körpers  hervortritt 
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Hertz'  Mechanik  wird  freilich  dadurch,  dass  sie  keine 
anderen  Kräfte  als  die  bei  der  erzwungenen  Bewegung  kennt, 
zu  einem  vollkommen  verständlichen,  klaren,  eindeutig  be- 
stimmten Bilde.  Sie  entspricht»  wie  sich  Hertz  ausdrückt» 
den  Denkgesetzen.  Hier  vermisse  ich  nur  eines,  nämlich  den 
Beweis,  dass  sich  durch  dieses  Bild  die  Natur  wirklich  dar- 
stellen lässi 

Natürlich  leugne  ich  nicht  die  Möglichkeit,  diese  Be- 
griffe in  anderer  Weise,  als  es  hier  geschieht,  klar  darzu- 
stellen; nur  bisher  scheint  mir  dies  noch  nicht  gelungen  zu 
sein.  Auch  will  ich  keineswegs  gesagt  haben,  dass  es  mir 
wahrscheinlich  wäre,  dass  die  als  Function  der  Entfernung 
erscheinende  Femwirkung  zwischen  materiellen  Punkten  das 
endgültige  Bild  der  Naturvorgänge  sein  müsse.  Es  ist  schon 
viel£Eich  der  Versuch  gemacht  worden,  dieselbe  durch  Stösse 
der  Molecüle  eines  Mediums  (des  Lichtäthers)  zu  erklären. 
Allein  man  muss  da  ziemlich  verwickelte  Nebenannahmen 
machen,  z.  B.  zur  Erklärung  der  Gohäsion  den  ponderablen 
Molecülen  eine  gitterartige  Structur  beilegen.  Auch  bedarf 
man  der  Stossgesetze  und  damit  wieder  des  Massenbegriffes. 
Andererseits  suchte  man  die  Molecüle  als  Wirbelringe  auf- 
zufassen und  dadurch  ihre  scheinbare  Femwirkung  zu  er- 
klären. Die  Möglichkeit»  dass  derartige  Erklärungsversuche 
die  Femkräfte  einmal  verdrängen  werden,  besteht  sicher. 
Doch  scheinen  mir  die  bisher  zu  diesem  Zwecke  gemachten 
Annahmen  weder  einfacher  noch  klarer,  als  das  Bild,  von 
dem  ich  hier  ausging.  Dieselben  scheinen  mir  vielmehr  die 
Zahl  der  willkürlichen  Hypothesen  unnütz  und  ohne  ent- 
sprechenden Gewinn  an  Einfachheit  und  Deutlichkeit  zu 
vermehren,  was,  wie  ich  glaube,  ebenso  vermieden  werden 
muss,  wie  Unklarheit  und  Verschwommenheit  der  Bilder 
durch  zu  geringe  Specialisirung  derselben,  üeberhaupt 
möchte  ich  an  Stelle  der  Frage,  wie  sind  die  Dinge  wirk- 
lich beschaffen,  die  bescheidenere,  aber  klarere  setzen,  durch 
welche  Bilder  werden  unsere  Erfahrungen  gegenwärtig  am 
ein£GUshsten  und  unzweideutigsten  dargestellt 

Wie  dem  immer  sei,  ob  die  zukünftige  Vervollkomm- 
nung der  Mechanik  von  der  Weiterentwickelung  der  heute 
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gebräachlichen  speciellen  Bilder  oder  von  der  Ersetzimg  der- 
selben durch  allgemeinere  Vorstellnngen  energetischen  oder 
phänomenologischen  Charakters  zu  erwarten  ist,  jedenfalls 
glaube  ich,  dass  eine  möglichst  klare  Präcisirong  der  gegen- 
wärtigen atomistischen  Mechanik  nur  von  Nutzen  sein  kann, 
indem  diese  im  ersten  Falle  die  Grundlage  der  Weiter- 
entwickelung  liefert,  im  letzteren  Falle  aber  als  Muster  der 
fbr  jede  neue  Theorie  unentbehrlichen  Klarheit  und  inneren 
Gonsequenz  dienen  kann.  Diese  scheint  mir  keineswegs  in 
der  Uebereinstimmung  mit  besonderen  Denkgesetzen,  sondern 
vielmehr  darin  begründet,  dass  sie  durchaus  Regeln  und 
Constructionen  benutzt,  welche  erfahrungsmässig  stets  eine 
eindeutig  definirte  Anwendung  zulassen  und  auch,  wenn  man 
das  zu  erhaltende  Resultat  nicht  im  Voraus  weiss,  ein  klar 
bestimmtes,  mit  der  Beobachtung  stimmendes  Ergebniss 
liefern. 


n.  Betrachtnng  der  Bewegung  eines  materiellen 

Punktes- 


§  13.    Tangential-,  Centripetal-  und  Centrifugalkraft. 

Wir  wollen  uns  nun  folgendes  Problem  steilen:  Es  sei 
die  Bahn  irgend  eines  materiellen  Punktes  von  der  Masse  m 
gegeben  und  auch  der  Ort  der  Bahn,  wo  sich  der  materielle 
Piuxkt  zu  jeder  Zeit  befindet.  Es  soll  die  Kraft  bestimmt 
werden,  welche  nothwendig  ist,  um  diese  vorgeschriebene 
Bewegung  desselben  zu  bewirken.  Der  materielle  Punkt  soU 
sich  zur  Zeit  ^  in  ^,  zur  Zeit  i  +  z  in  Ä,  zur  Zeit  i  +  2t 
in  Ä'  befinden.  Dann  verstanden  wir  unter  der  Geschwindig- 
keit c  den  DiflFerentialquotienten  -^  des  Weges  nach  der 
Zeit,  also  die  Limite  des  Quotienten  ÄA'lr.  Den  Diffe- 
rentialquotienten  der   Geschwindigkeit  nach   der  Zeit  -^ 

finden  wir  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung,  indem 
wir  von  dem  analog  für  die  Zeit  t  +  r  gebildeten  Ausdruck 
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ÄÄ'lx  den  ftar  die  Zeit  t  geltenden  ÄÄ'jr  abziehen,  die 
Differenz  nochmals  dnrch  r  diTidiren  und  wieder  die  Limite 
f&r  yerschwindende  r  suchen.    Es  ist  also: 

-^  =  ^  =  hm j5 . 

Um  die  Beschleunigung  zu  erhalten,  müssen  wir  nach  den 
in  §  5  gegebenen  Regeln  die  beiden  Yectoren  AÄ'  und  ÄÄ' 
von  einem  und  demselben  Punkte  des  Baumes  auftragen, 
wozu  wir  wieder  den  Punkt  Ä'  wählen;  wir  ziehen  also  von 
diesem  Punkte  aus  die  Gerade  Ä'Ej  welche  die  geradlinige 
Fortsetzung  von  AÄ  und  auch  gleich 
lang  wie  AÄ  ist  (s.  Fig.  2).  Hierauf 
ziehen  wir  von  E  gegen  A"  die  Gerade 
EÄ\  Die  Limite,  welcher  sich  diese 
letztere  Gerade  durch  r'  dividirt  nähert,  A 
ist  dann  die  Beschleunigung  des  mate- 
riellen Punktes  m  zur  Zeit  t.  Wir  können 
den  Vector  EA"  in  zwei  Componenten  EF 
und  EG  in  der  Richtung  ÄE  und  der  Fig.  2. 

darauf  senkrechten  zerlegen.  Die  that- 
sächliche  Beschleunigung,  welche  der  materielle  Punkt  m  zur 
Zeit/  erfährt,  kann  also  erzeugt  werden,  wenn  wir  zwei  Strafte 
darauf  wirken  lassen,  eine  Kraft  (sie  heisse  die  Tangential- 
kraft) in  der  Richtung,  welcher  sich  die  Gerade  Ä  E  bei  ab- 
nehmendem r  nähert,  also  in  der  Richtung  der  Bewegung  des 
materiellen  Punktes  zur  Zeit  t  und  eine  zweite,  die  Centri- 
petalkraft;,  in  der  Richtung  E  O.  Letztere  Richtung  nähert 
sich  mit  abnehmendem  r  der  in  der  Schmiegungsebene  der 
Bahncurve  auf  die  Bewegungsrichtung  gezogenen  Normalen, 
also  der  vom  Orte  des  Beweglichen  gegen  den  Erümmungs- 
mittelpunkt  der  Bahn  hin  gezogenen  Geraden.  Denn  die 
Gerade  EO  liegt  in  der  Ebene  der  drei  Punkte  A,  Ä,  Ä' 
und  diejenige  Grenze,  welcher  sich  diese  Ebene  mit  ab- 
nehmendem r  nähert,  nennt  man  die  Schmiegungsebene  der 
durch  die  drei  Punkte  A,  Ä  und  Ä'  gehenden  Bahncurve. 
Die  Intensität  S  der  Tangentialkraft  ist  nach  §  7  gleich 

mUm — =-•    Nun  ist  aber  ÄF  von  Ä  Ä'  nur  durch  ein  un- 
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endlich  Kleines  von  der  Ordnung  r' .  Ä  Ä^  also  von  der  Ord- 
nung r^,  verschieden,  da  A  Ä  unendlich  klein  von  der  Ord- 
nung r  ist  Daher  ist  auch  EF  von  der  Differenz  ÄÄ'-^A  AI 
nur  durch  ein  unendlich  Kleines  von  der  Ordnung  r'  ver- 
verschieden.   Es  ist  also: 

hm  —j-  =  hm = =  -r-  =  -=-r^ 

T*  t"  dt        dt* 

und  daher 

t  A\  o  do  d^s 

Aus  dieser  und  der  Gleichung  4) 

ds 

kann  der  Weg  als  Function  der  Zeit  gefunden  werden,  wenn 
die  Bahn  und  die  Tangentialkraft  S  gegeben  sind. 

Die  Intensität  Z  der  Centripetalkraft  ist  gleich  m  lim  — ^. 

Man  bezeichnet  die  Limite,  welcher  sich  der  durch  die  drei 
Punkte  A,  Ä  und  A"  gezogene  Kreis  nähert,  als  den  Krüm- 
mungskreis der  Bahncurve  im  Punkte  A,  seinen  Mittelpunkt  O 
als  den  Krümmungsmittelpunkt,  seinen  Badius  R  als  den 
Krümmungsradius.  Nach  einer  aus  der  Theorie  der  Krüm- 
mung der  Ourven  bekannten  Oonstruction  kann  man  mit 
Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinen  höherer  Ordnung 
die  Dreiecke  Ä'A'F  und  ÄOÄ'  der  Figur  2  als  ähnliche 
Dreiecke  betrachten  und  hat  also 

FÄ':A'A"^ÄA":OÄ, 
daher 

Nun  ist  aber 

V      A'A" 

lim =sc, 

X 

daher 

15)  z  =  w  lim  — jT-  =s  —^r-  . 

Die  Kräfte,  welche  auf  den  materiellen  Punkt  wirken,  können 
den  verschiedensten  Ursprung  haben,  aber  immer  muss  ihre 
Resultirende  gleich  der  der  beiden  Kräfte  S  und  Z  sein, 
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wenn  sie  bewirken  soll,  dass  sich  der  materielle  Punkt  in 
der  gegebenen  Weise  (so  dass  also  der  Weg  gleich  der  vor- 
geschriebenen Funktion  der  Zeit  ist)  auf  der  gegebenen 
Curve  bewegen  soll. 

Wenn  wir  z.  B.  eine  beliebige  Vorrichtung  haben,  unter 
deren  Eünfluss  sich  ein  materieller  Punkt  von  der  Masse  m 
mit  constanter  Geschwindigkeit  c  in  einem  Kreise  vom 
Badius  R  bewegt,  so  wissen  wir,  dass  die  Besultirende  aller 
Kräfte,  welche  die  materiellen  Punkte,  aus  denen  jene  Vor- 
richtung besteht,  auf  den  bewegten  Punkt  ausüben,  eine 
gegen  das  Centrum  des  Kreises  gerichtete  Kraft  von  der 
Intensität  fnc^/R  ist,  welche  die  Centripetalkraft  heisst  Da 
Wirkung  und  Gegenwirkung  gleich  sind,  so  muss  auch  der 
bewegte  materielle  Punkt  eine  genau  gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte, also  vom  Gentrum  des  Kreises  hinweg  gerichtete 
Kraft,  die  Gentrifugalkraft,  auf  die  materiellen  Punkte  aus- 
üben, ans  denen  die  Vorrichtung  besteht  Ich  glaube,  dass 
in  dieser  Darstellung  der  Begriff  der  Gentrifugalkraft  wohl 
von  jenen  Dunkelheiten  frei  ist,  welche  Hertz  a.  a.  0.  S.  7 
erwähnt. 

§  14.     Oleichformige  und  gleichförmig  beschleunigte 

Bewegung. 

Es  ist  höchst  wahrscheinlich,  dass  die  Kraft  f{r),  die 
zwischen  zwei  beliebigen  materiellen  Punkten  wirkt,  jedes- 
mal verschwindend  klein  wird,  sobald  die  Entfernung  r  eine 
gewisse  Grenze  überschreitet,  d.  h.  dass  unser  Bild  nur  mit 
den  Thatsachen  übereinstimmt,  wenn  wir  diese  Annahme 
machen.  Diese  Entfemungsgrenze  könnte  sogar  von  der 
Orössenordnung  der  Moleculardimensionen  sein,  wenn  alle 
Wirkungen,  die  sich  scheinbar  auf  grössere  Entfernungen 
erstrecken,  durch  ein  Medium  vermittelt  würden. 

Den  einfachsten  Fall  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  erhalten  wir  daher,  wenn  derselbe  so  weit  von  allen 
übrigen  entfernt  ist,  dass  kein  einziger  eine  bemerkbare 
Kraft  auf  ihn  ausübt  Dann  sind,  wie  wir  sahen,  die  zweiten 
Differentialquotienten  der  Goordinaten  des  beweglichen  mate- 
riellen Punktes  nach  der  Zeit  gleich  Null,  die  Geschwindig- 
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keitsoomponenten  constant.  Der  materielle  Punkt  bleibt  also, 
wenn  er  anfangs  in  Buhe  war,  immer  in  Buhe;  hatte  er 
dagegen  schon  an&ngs  eine  Geschwindigkeit,  so  bewegt  er 
sich  mit  dieser  gleichförmig  in  einer  geradlinigen  Bahn  (das 
Trl^eitsgesetz  oder  Galilei'sche  Pnncip). 

Ein  zweiter  Fall  wäre  der,  dass  die  Besultirende  aller 
Kräfte,  welche  auf  einen  materiellen  Punkt  von  der  Masse  m 
wirken,  während  der  ganzen  Zeit  seiner  Bewegung  in  Inten- 
sität und  Bichtung  vollständig  unveränderlich  ist  Dieser 
Fall  würde  angenähert  eintreten,  wenn  auf  den  beweglichen 
materiellen  Punkt  beliebige,  sehr  weit  entfernte  ruhende 
materielle  Punkte  wirken  und  die  von  allen  ausgeübte  Kraft 
zwar  so  gross  ist,  dass  sie  trotz  der  grossen  Entfernung 
nicht  verschwindet,  ihre  Grössen-  und  Bichtungsänderung 
aber  wegen  der  Grösse  der  Entfernung  der  wirkenden  Punkte 
während  der  ganzen  Bewegung  vernachlässigt,  daher  die  auf 
das  Bewegliche  wirkende  Kraft  als  constant  betrachtet  werden 
kann.  Wir  wählen  den  Baumpunkt^  wo  sich  der  bewegliche 
materielle  Punkt  zu  Anfang  der  Zeit  befindet,  zum  Coordi- 
natenursprung,  die  Bichtung  der  gesammten  auf  ihn  wirkenden 
Kraft,  deren  Intensität  p  =  mg  heissen  mag,  als  y-Bichtung 
und  die  Abscissenaxe  in  der  Ebene,  welche  diese  Bichtung 
und  die  Bichtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  materiellen 
Punktes  enthält,  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  t  x,y,x  heissen 
mögen.    Dann  wird  nach  Gleichung  13) 

Da  ausserdem  für  den  Anfang  der  Zeit,  ftar  welchen 
/  SS  0  gesetzt  werden  soll,  x  =  ys:z=^w  =  0  ist,  und  u 
und  V  gleich  den  gegebenen  Componenten  Uq,  v^  der  An- 
fangsgeschwindigkeit sind,  so  findet  man,  mit  Bücksicht 
darauf^  dass 

dx  dy  dx 

ist,  durch  eine  Bechnung,  welche  zu  einfach  ist,  ab  dass  es 
nöthig  wäre,  hier  darauf  einzugehen: 

»«0,    x^u^tj    y  =  Voi+gY' 
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Unter  der  Gleichung  der  Bahn  versteht  ma&  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y^  welche  für  jeden  Punkt  der 
Bahn,  also  für  jeden  Werth  der  Zeit  t  besteht;  wir  er- 
halten sie  also,  wenn  wir  die  Zeit  t  aus  den  letzten  beiden 
Gleichungen  eliminiren,  wodurch  sich  für  u^asO  ergiebig  2=0; 
für  jeden  anderen  Werth  von  u^  aber 

oder 


Diese  Gleichung  stellt  eine  Parabel  dar,  deren  Axe 
parallel  der  y-Axe  ist,  deren  Parameter  gleich  u^^jg  ist  und 
deren  Scheitel  die  Coordinaten  —  Wo^o/^  ^"^^  "^  %^l^9  ^^t 
Nach  den  durch  diese  Formeln  dargestellten  Gesetzen  be- 
wegt sich  jeder  Punkt  eines  dem  Einflüsse  der  Erdschwere 
aUein  unterworfenen,  anfangs  sich  nicht  drehenden  Körpers 
und  zwar  ist  die  Beschleunigung  g  gegen  den  Erdmittel- 
punkt gerichtet  Jeder  derartige  Punkt  verhält  sich  daher 
80,  als  ob  eine  constante  Kraft  von  unveränderlicher  Bich- 
tong  vertical  nach  abwärts  auf  ihn  wirkte  (sein  Gewicht). 
Die  Intensität  dieser  Kraft  ist  zwar  nicht  an  allen  Stellen 
der  Erdoberfläche  dieselbe,  kann  aber  innerhalb  des  Baumes 
des  Laboratoriums  als  überall  gleich  betrachtet  werden. 
Eüne  merkwürdige  ErfieJirungsthatsache  ist  hierbei,  dass  alle 
Körper  an  derselben  Stelle  der  Erdoberfläche  dieselbe  Be- 
schleunigung erfiEkhren,  welche  man  die  Beschleunigung  der 
Schwere  nennt 

§  15.    Bewepingsmoment    Antrieb. 

Wir  wollen  nun  wieder  zum  allgemeinsten  Fall  der 
Bewegung  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  zurückkehren, 
welche  also  durch  die  allgemeinsten  Gleichungen  13)  dar- 
gestellt ist  Da  wir  nur  einen  materiellen  Punkt  betrachten, 
80  wollen  wir  den  Index  1  weglassen.  Es  sei  die  Gesammt- 
kraft  P,  welche  auf  den  materiellen  Punkt  wirkte  sowie  ihre 
Bichtung  als  Function  der  Zeit  gegeben  oder  es  seien  die 
verBchiedenen  Gomponenten  P',  P"  . . .,  deren  Besultirende 
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die  Kraft  P  ist,  alle  sammt  ihrer  jedesmaligen  Bichtnng 
als  Function  der  Zeit  gegeben.  Da  die  Masse  m  des  mate- 
riellen Punktes  constant  ist,  so  können  wir  die  Gleichung  13) 
in  der  Form  schreiben: 

16)  -^^y^  =  x  =  x'+-x:"+... 

oder  d{mu)  =  Xdt,  welche  nach  unseren  Festsetzungen  be- 
sagt, dass  sich  der  Zuwachs  der  Grösse  mu  während  einer 
sehr  kleinen  Zeit  dt  vom  Product  der  Zeit  dt  in  den  Werth, 
den  die  x-Componente  der  Kraft  in  irgend  einem  Momente 
während  dieser  Zeit  hatte,  nur  um  unendlich  Kleines  höherer 
Ordnung  unterscheidet,  d.  h.  um  eine  Grösse,  welche  durch 
dt  dividirt  sich  mit  abnehmendem  dt  der  Grenze  Null  nähert 
Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert,  wenn  wir  die  zu 
irgend  einer  Zeit  t^  (der  Anfangszeit)  gehörigen  Werthe  mit 
dem  Index  Null,  die  zu  einer  späteren,  ebenfalls  beliebigen 
Zeit  r  mit  dem  Index  n  bezeichnen: 

tm 

17)  mu^^  muQ  =  JXdt. 

Das  Product  aus  der  Masse  in  die  Geschwindigkeitscompo- 
nente  in  der  Abscissenrichtung  nennt  man  das  Bewegungs- 
moment des  materiellen  Punktes  bezüglich  der  Abscissen- 
richtung, das  Produkt  Xdt  den  Antrieb  der  Kraft  in  dieser 
Richtung  während  des  Zeitdifferentiales  dtj  das  bestimmte 

tm 

Integrale  fXdt  den  gesammten  Antrieb  der  Kraft  während 

der  Zeit  t^  —  t^  in  dieser  Sichtung.  Man  kann  also  die 
Gleichung  17)  mit  folgenden  Worten  aussprechen:  der  Zu- 
wachs des  Bewegungsmomentes  des  materiellen  Punktes 
bezüglich  der  Abscissenrichtung  während  einer  beliebigen 
Zeit  ist  gleich  dem  gesammten  Antriebe,  der  auf  ihn 
wirkenden  Kraft  in  dieser  Richtung  während  dieser  Zeit^ 
was  natürlich  auch  für  beliebig  kleine  Zeitmomente  gilt 
Das  bestimmte  Integrale  drückt  natürlich  aus,  dass  dc^r 
Antrieb  in  der  Abscissenrichtung  während  der  Zeit  t^  -  t^ 
so  zu  definieren  ist:   Man  theilt  die  gesammte  Zeit  t^  ^  <^ 
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in  sehr  viele  sehr  kleine  Theile  ^  —  <o*  <2  ""  ^1  •  •  •  '«  —  ^«-r 
Man  bezeichnet  den  Werth  der  X-C!omponente  der  Kraft  P 
zu  irgend  einer  iimerhalb  der  Zeitstrecke  t^-^t^  liegenden 
Zeit  mit  X^j  zu  ii^end  einer  innerhalb  i^^ij  liegenden 
Zeit  mit  X^...  Der  Gesammtantrieb  der  Kraft  P  in  der 
Abscissenrichtung  während  der  Zeit  t^  -*  t^  ist  dann  zu 
definiren  als  die  Limite  der  Summe: 

18)  X,{t,  -  g  +  X,{t,^  g  ...  X^{t^  -  i^^). 

Daraus,  dass  sich  -3lj(^  —  <j_i)  nur  um  ein  unendlich 
Kleines  höherer  Ordnung  vom  Zuwachse  des  in  der  Ab- 
sdssenrichtung  geschätzten  Bewegungsmomentes  unter- 
scheidet, folgt  sofort,  dass  sich  der  Ausdruck  18)  dem  Ge- 
sammtzuwachse  dieses  Bewegungsmomentes  während  der 
Zeit  ',  —  ^0  ^  Limite  nähert 

Da  immer  X=sX'+X'+  ...  ist,  so  sieht  man  sofort^  dass 
der  Antrieb  der  Sesultirenden  immer  gleich  der  Summe  der 
Antriebe  ihrer  Componenten  ist  Schreiben  wir  statt  t^,  was 
ja  eine  ganz  beliebige  Zeit  ist,  wieder  t  und  daher  auch  statt  u^ 
wieder  1^  so  können  wir  die  Gleichung  17)  auch  so  schreiben: 


u  =  Uf,  +  —JXdt, 


19) 


Da  u  =s  — -  ist,  so  liefert  die  nochmalige  Integration  nach  /, 
wenn  man  t^  und  daher  auch  u^  constant  betrachtet: 

t 

=  ^o  +  «*o(<-<o)  +  ^/te-'o)-x:te)rf?, 

wobei  X[q)  die  Grösse  ist,  die  man  erhält,  wenn  man  X  als 
£\mction  von  i  ausdrückt  und  dann  statt  t  die  Integrations- 
Tariable  q  substituirt. 

Alles  Gesagte  gilt  natürUch  ebenso  wie  ftlr  die  Abscissen- 
richtung auch  für  die  y-  und  ^Richtung.  Die  Grösse  Pdi 
nennt  man  auch  den  gesammten  Antrieb  der  Kraft  P  während 
der  Zeit  dt 

BeltxmAnn,  M<whan1¥  L  4 
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§  16.    Lebendige  Kraft.    Axbeit 

Die  Betraohtnngen  des  vorigen  Paragraphen  führen 
unmittelbar  znr  Lösung  der  Anfgabe,  wenn  die  Kraft  direct 
als  Function  der  Zeit  gegeben  ist  Dies  ist  jedoch  meist 
nicht  der  Fall,  meist  sind  die  Erilfte  als  Functionen  der 
relativen  Lage  verschiedener  materieller  Punkte  gegeben. 
Dann  haben  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Formeln  wenig  Nutzen.  Denn  um  fXdt,  fTdi  und  fZdt 
berechnen  zu  können,  müsste  man  die  relative  Lage  sämmt- 
licher  Punkte  als  Function  der  2ieit  bereits  kennen,  also 
die  ganze  Aulgabe  schon  gelöst  haben.  Mehr  Nutzen  ge- 
währt dann  der  Satz  der  lebendigen  Kraft,  zu  dem  man 
in  folgender  Weise  gelangt  Aus  den  Gleichungen  14)  folgte 

da  sich  da /dt  der  Grenze  e,  daher  o-j—  derselben  Grenze, 

wie  4^-4^  oder  4^,  nähert 
dt     da  dt'  ^ 

de        cf 
da 

oder  in  DifFerentialform  nach  dem  Schema  4a  geschrieben, 

modo  SS  Sda 
und  durch  Integration 

20)  I^^f^^j-sd,. 

Man  nennt  nun  das  Product  der  Masse  in  das  halbe  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  die  lebendige  Kraft,  das  Product  Sda 
die  während  des  Weges  da  geleistete  Arbeit,  das  Integral 
f  Sda  die  gesammte  Arbeit  der  Kraft.  Die  Gleichung  20) 
besagt  also  in  Worten  ausgedrückt,  dass  der  Zuwachs  der 
lebendigen  SLraft  eines  materiellen  Punktes  immer  gleich  der 
G^sammtarbeit  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft  ist 

S  ist  die  Gomponente  der  Gesammtkraft  P,  welche  auf 
den  materiellen  Punkt  wirkt  in  der  Bichtung  des  Weges  da. 
Wir  bezeichnen  mit  dxj  dy,  dx  die  Zuwächse,  welche  die 
Coordinaten  x,  y^  %  des  materiellen  Punktes  erfahren,  wenn 
derselbe  den  Weg  da  zurücklegt,  also  die  Componenten  des 
Weges  da  in  den  drei  Goordinatenrichtungen;  femer  mit  X^  F,  Z 
die  Componenten  der  Kraft  P  in  den  Coordinatenrichtungen, 
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21) 


endlich  mit  dp  die  Projection  des  Weges  da  auf  die  Bichtung 
Ton  P.  Die  Projectumen  8  und  dp  sind  mit  positiven  oder 
negativen  Zeichen  za  versehen,  je  nachdem  sie  in  die  Bichtung 
von  d  s  resp.  P  oder  die  entgegengesetzte  fallen.  Dann  ist : 

S  =s  P cos  {Pfda),  dp  ==  da  cos  {P,d9)y 

cos  (P,  ds)  =  cos  (P,  z)  cos  {ds,  x)  +  cos  (P,y)  cos  {da,  y)  + 

+  cos  (P,»)  cos  (i«,»), 

X=  Pcos(P,a5);  da5=a  d«  cos((i«y«) 

mit  vier  analogen  Gleichungen  flir  die  beiden  anderen  Goordi- 
natenazen.  Daher  ist  die  während  des  Weges  (/»  geleistete  Arbeit 

22)    Sda  ==  Pda  cos  (P,(fo)  =  Pdp  =  -JTrfx  +  Tdy  +  Zd%. 

Man  kann  daher  die  Arbeit  einer  Kraft  während  einer  un- 
endlich kleinen  Wegstrecke  auch  finden^  indem  man  die 
Intensität  der  Kraft  mit  der  Länge  der  Wegstrecke  und 
dem  Cosinus  des  von  beiden  eingeschlossenen  Winkels  oder 
mit  der  Projection  der  Wegstrecke  auf  die  Bichtung  der 
Kraft  multiplicirt  Die  letzte  der  Gleichungen  22)  besagt, 
dass  die  Arbeit  einer' Kraft  gleich  der  der  Summe  ihrer  Com- 
ponenten  nach  den  drei Coordinatenrichtungen  ist,  denn  Xdx 
ist  gemäss  der  gegebenen  Definition  die  Arbeit  der  x-Com- 
ponente  unserer  Kraft.  Es  gilt  noch  allgemeiner  folgender 
Satz:  wenn  beliebige^  auf  einen  Punkt  wirkende  Kräfte 
Pj  P'j ...  die  Besultirende  P  haben  und  dieser  Punkt  einen 
beliebigen^  unendlich  kleinen  Weg  zurücklegt,  so  ist  die 
Arbeit  der  Kraft  P  immer  gleich  der  Summe  der  Arbeiten 
ihrer  Componenten.  Man  überzeugt  sich  von  der  Bichtig- 
keit  dieses  Satzes  am  leichtesten,  wenn  man  die  Arbeit  jeder 
dieser  Kräfte  durch  die  Summe  der  Arbeiten  ihrer  drei 
Componenten  nach  den  drei  Coordinatenrichtungen  ersetzt 
Man  kann  die  Gleichung 

d  \^\  «  Xdx  +  Ydy  +  Zdx 

auch  direct  in  folgender  Weise  ableiten:  man  multipHcirt  die 
linke  Seite  der  Gleichung  16)  mit  udij  die  rechte  mit  dx,  was 
ja  gleich  u  dt  isi^  femer  multiplicirt  man  die  analoge  Gleichung 

bezüglich  der  ^-Axe,  also  die  Gleichung  ^-jr=  Y,  links 

4* 
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mit  vdt,  rechts  mit  dy,  verfährt  analog  mit  der  entsprechen- 
den Gleichung  bezüglich  der  ^Axe  und  addirt  schliesslich 
die  drei  so  erhaltenen  Gleichungen.  Man  erhält  so  eine 
Gleichung,  deren  linke  Seite  m{udu  +  vdv  +  wdw),  also 
gleich  d{\mc^  und  deren  rechte  Seite  ^eich  Xdx+  Ydy 
+  Zdz  ist 

Wollte  man  Gleichungen  zwischen  Differentialausdrücken 
yermeiden,  so  müsste  man  zunächst  sehr  viele  sehr  nahe 
liegende,  vom  Beweglichen  durchlaufene  Baumpunkte  A^^ 
^j,  Jj, ...  durch  Gerade  A^Ä^,  Ä^^A^, ...  A^^^A^  verbinden. 
Wir  bezeichnen  für  einen  beliebigen  Werth  von  k  die 
Gerade  Aj^^^Aj^  mit  .J^^^;  femer  mit  P^  die  Kraft,  welche 
auf  den  materiellen  Punkt  in  Aj^  wirkt,  mit  Sj^,  Xj^,  Yj^,  Z^ 
deren  Componenten  in  der  Richtung  A^^^  A^  und  in  den 
Coordinatenrichtungen,  mit  Ap^,  Aa^,  Ay^,  Az^  die  Pro- 
jectionen  von  Aa^  auf  die  Richtungen  von  F^  und  die 
Coordinatenrichtungen,  endlich  durch  ein  vorgesetztes  A  den 
Zuwachs  einer  der  Grössen  i,  c,  u,  Vy  w  beim  üebergange 
vom  Punkte  Aj^^  zu  A^y  z.  B.  mit  A  i  die  dazu  erforderliche 
Zeit  Die  Gleichungen  21)  und  22)  gelten  dann  unverändert, 
nur  dass  man  für  P,  S,  X,  Y,  Z,  ds,  dp,  dx,  dy,  dz  zu 
schreiben  hat:  P^,  S^,  X^^  Tj^,  Z^,  Asj^,  Ax^,  Ay^^  ^^• 
Die  Gleichungen,  welche  durch  diese  Buchstabenvertauschung 
daraus  entstehen,  wollen  wir  die  Gleichungen  21*)  und  22^ 
nennen. 

Die  Gleichungen  1),  4)  und  16)  schreiben  sich  in  der  Form 

ö  =  lim~3~,     u=:lim-^,     m lim -^^  =:  X  etc. 
woraus  folgt 

lim  f«-j—  +  v-2 h  w—. —    =lim — \ — -  =  S^. 

Daraus  und  aus  den  Gleichungen  21*)  und  22*)  folgt  dann 
nach  den  Regeln  der  Integralrechnung: 

lim2'5kJ«k  =  lim2-Pk^A  =  lini2-Pk'^*k^s(^k^0  = 


m 


m 


--^(«.'-O» 


2 
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welche  eben  in  der  symbolischen  Schreibweise  der  Integral- 
rechnnng  die  Form  20)  annimmt  Die  Gleichnng  19)  müsste 
entweder  als  abgekürzter  Ausdruck  für  die  Integral- 
gleichung 20)  betrachtet  oder  in  Quotientenform  so  ge- 
schrieben werden: 

PdscoBJPyds)  _  Pdp  _    Xdx  +  7dy  +  Zdx    _  - 
8d8  ""  Sds  "  Sds  "" 

§  17.    Die  Lissajous* sehen  Eignen. 

Wir  wollen  als  ersten  speciellen  Fall  denjenigen  be- 
trachten, wo  ein  einziger  materieller  Punkt  Yon  der  Masse  m 
vorhanden  ist,  dessen  rechtwinkelige  Goordinaten  wir  mit 
X,  y,  X,  dessen  Geschwindigkeitscomponenten  wir  mit  %  Vy  w 
bezeichnen.  Die  drei  Gomponenten  Xj  F,  Z  der  darauf 
wirkenden  Gesammtkrafb  in  den  Coordinatenrichtungen  sollen 
den  Goordinaten  des  materiellen  Punktes  proportional  sein. 
Sie  sollen  immer  nach  der  Seite  wirken,  wo  der  Goordi- 
natenursprung  hegt,  so  dajss  sie  f&r  positive  Werthe  der 
Goordinaten  die  Sichtung  der  negativen  Goordinatenaxen 
haben,  weshalb  wir  sie  mit  negativen  Zeichen  versehen  wollen. 
Es  wird  also  daun  sein: 

23)  X=-aiia:,     Y  =^  —  a^^y ,     Z^^a^^x, 

wobei  Oii;  o^s  und  o^,  constant  sind.  Es  ist  daher  in  den 
allgemeinen  Bewegungsgleichungen  13)  für  m^j  x^y  y^j  Xy^j 
Uj,  V|,  w^j  X^j  Y^y  Z^  zu  setzen  m,  rc,  y^  x,  u,  v,  w, 

-^=-^1^»      ^=—«22^?      ^=-«83«> 

wodurch  sie  die  Form  annehmen: 

Kräfte,  welche  von  anderen  im  Endlichen  liegenden 
Punkten  auf  unseren  materiellen  Punkt  ausgeübt  werden, 
können  nicht  genau  nach  diesem  Gesetze  auf  ihn  wirken, 
weil  ja  dann  die  Anziehung  in  unendlicher  Entfernung  nicht 
verschwinden,  sondern  im  Gegentheile  unendlich  gross  werden 
würde.  Wir  finden  jedoch  einen  Fall,  wo  die  Gleichungen  23) 
wenigstens  angenähert  gelten  in  folgender  Weise.  Der  be- 
wegtiche  materielle  Punkt  von  der  Masse  m  befinde  sich 
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unter  dem  Emflnase  beliebig  vieler  anderer  im  Baume  un- 
beweglicber  materieller  Punkte ,  welcbe  solche  Kräfte  auf 
ihn  ausüben,  dass  er,  sobald  er  sich  im  Goordinatenanfangs- 
punkte  befindet,  im  Gleichgewichte  ist,  d.  L  dass  sich  da- 
selbst alle  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  aufheben.  Femer  soll 
sich  der  bewegliche  materielle  Punkt  Tom  Goordinaten- 
ursprunge  immer  nur  um  eine  Strecke  entfernen,  welche 
klein  ist  gegenüber  jeder  der  Entfernungen  der  auf  ihn 
wirkenden  materiellen  Punkte.  Dann  sind  auch  die  Goor- 
dinaten  x,  y,  x  des  beweglichen  materiellen  Punktes  klein 
gegen  alle  diese  Entfernungen  und  man  kann  die  Kraft- 
function  V  nach  Potenzen  dieser  Goordinaten  entwickeln.  Be- 
zeichnen wir  die  Werthe,  welche  man  erhält,  wenn  man  iu 

p.    dV^      dTF      dV^      ö^       d*V 

^'    dx  '    dy  ^    ö»  '    dx"  '    dxdy   "' 

x  =s  y  =s  «  SS  0  setzt,  mit  Oq,  o^,  o^,  o^,  o^^,  c^^^  . . .,  so  wird: 
V  =^  a^^  +  a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^^-^  +a^^^  +  .... 

Da  die  in  den  Goordinatenrichtungen  auf  den  beweglichen 
materiellen  Punkt  wirkenden  Kraftcomponenten  immer  die 
negativen  partiellen  Differentialquotienten  von  V  nach  den 
betreffenden  Goordinaten  sind  und  für  x  =  y  =i  z^O  ver- 
schwinden sollen,  80  muss  o^  =  o^  =  o,  =  0  sein.  Ich  setze 
femer  als  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  voraus, 
dass  man  die  Lage  der  Goordinatenaxen  immer  so  wählen 
kann,  dass  o^^  *==  ^ss  ^  ^s  "^  ^  yrird.  Acceptiren  wir  diese 
Lage  der  Goordinatenaxen  und  vernachlässigen  wegen  der 
Kleinheit  der  Goordinaten  die  Glieder,  welche  bezüglich 
derselben  von  höherer  Ordnung  als  der  zweiten  sind,  so 
folgt: 

Wir  erhalten  daher  ftkr  die  Gomponenten  der  Kräfte,  welche 
auf  den  materiellen  Punkt  in  den  Goordinatenrichtungen 
wirken  und  für  die  Bewegungsgleichungen  die  Gleichungen 
28)  und  24). 

Wenn  die  drei  Gonstanten  o^^,  a^^  und  o^,  positiv  sind, 
so  wird,  sobald  der  materielle  Punkt  unendlich  wenig  in 
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irgend  einer  der  drei  Coordinatenrichtnngen  von  seiner  Bohe- 
lage  entfernt  wird,  immer  eine  Kraft  geweckt,  welche  ihn 
wieder  gegen  diese  znrftcktreibt  Man  sagt  dann,  das  Gleich- 
gewicht des  materiellen  Punktes  in  seiner  Bnhelage  ist  stabil. 
Wäre  einer  oder  mehrere  dieser  Coefficienten  negativ,  so 
würde,  wenn  sich  der  materielle  Punkt  ein  wenig  in  der 
betreffenden  Goordinatenrichtong  ans  seiner  Bnhelage  ent- 
fernt, eine  Kraft  wirksam,  die  ihn  noch  weiter  von  derselben 
wegtreibt  Es  müsste  also  dann,  wenn  der  materielle  Punkt 
keine  Anfangsgeschwindigkeit  hätte,  die  betreffende  Goordi- 
nate  mindestens  so  lange  fortwachsen,  bis  die  obigen  Formeln, 
die  ja  blosse  Annäherungsformeln  sind,  nicht  mehr  gelten. 
Man  sagt  dann,  das  Gleichgewicht  ist  labiL  Diesen  Fall, 
sowie  die  Fälle,  dass  einer  oder  mehrere  der  CoefQcienten 
Oj^,  0^3  und  0^3  verschwinden  oder  dass  die  gemachte  Beihen- 
entwickelung  unzulässig  wird,  wollen  wir  nicht  näher  be- 
trachten. Letzteres  wäre  nur  möglich,  wenn  die  Kraft,  die 
einer  der  wirkenden  Punkte  auf  den  Beweglichen  ausübt,  in 
der  unmittelbaren  Umgebung  der  der  Buhelage  des  letzteren 
entsprechenden  Entfernung  nicht  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  entwickelbar  wäre.  Wir  beschäftigen  uns  daher  aus- 
schliesslich mit  dem  Falle,  dass  o^^,  a^^  und  0^3  positiv  sind. 
Die  drei  Differentialgleichungen  24)  sind  vollkommen 
von  einander  unabhängig.  Daher  genügt  es,  die  erste  zu 
behandeln.  Ich  setze  ihr  Integrale  als  bekannt  voraus.  Wenn 
A  und  B  zwei  willkürliche  Constanten  und  +  J/A^  +  jB*  =  C, 
arctg  (A/B)ss  —  JD  ist^  so  lautet  dasselbe: 


xs=s  A  cos 


s  C^  sin 


Bestimmt  man  die  Constante  so,  dass  für  /  =  0,  x  =  a;^, 
u  =  -^  «  u^  wird,  so  folgt: 

25)  -='«^C08(<|/f)+«,|/^8in(^|/5). 

Die  Componente  der  Bewegung  in  der  Abscissenrichtnng  ist 
eine  periodische.     Der  Werth  von  x   schwankt  zwischen 
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+  G  =  |/a?o*  +  "°  ^  und  —  C  fortwährend  hin  und  her 

and  ist  bei  passend  gewähltem  Zeitanfange  immer  pro- 
portional dem  Sinns  des  mit  einer  Gonstanten  mnltiplicirten 
Werthes  der  Zeit  Man  nennt  eine  solche  Bewegung  eine 
einfache  Sinusbewegung  oder  eine  harmonische  Bewegung 
oder  auch,  weil  das  Pendel  angenähert  nach  diesen  Ge- 
setzen schwingt»  eine  einÜEiche  Pendelschwingung.  Dieselben 
Werthe  von  x  und  u  kehren  der  Beihe  nach  wieder,  wenn 
die  Grösse  unter  dem  Sinus-  und  Gosinuszeichen  um  2  n^  also 

wenn  <  um  2  t  =  2  in:  |/—  gewachsen  ist  Die  Hälfte  t  dieser 

Grösse,  also  die  Dauer  eines  Hinganges,  welche  gleich  der 
eines  Herganges  ist,  nennt  man  die  Schwingungsdauer.  Das 
durch  die  Schwingungsdauer  dividirte  Product  der  Zahl  n 
und  der  Zeit,  welche  seit  dem  Momente  verging,  wo  x  zum 
letzten  Male  gleich  +  G  war,  nennt  man  die  Phase  der 
Bewegung. 

Gleiches  gilt  natürlich  für  die  Componente  der  Be- 
wegung in  der  Bichtung  der  y-  und  ^r-Axe;  doch  sind  die 
entsprechenden  Schwingungsdauem  r  und  r"  im  Allgemeinen 
unter  einander  und  von  r  verschieden. 

Wir  wollen  nur  noch  einige  Worte  über  die  jedenfalls 
möglichen  Lösungen  bemerken,  für  welche  zu  jeder  Zeit 
;«;  =3  0  ist  Dann  bekommen  wir  nebst  der  Gleichung  25)  die 
analoge  Gleichung  für  die  ^-Axe: 


26)  y^y,  cos  (/|/^)  +  v. 


Sei  das  eine  Ende  eines  elastischen  Stabes  von  recht- 
eckigem Querschnitte  festgeklemmt,  am  anderen  Ende  aber 
eine  verhältnissmassig  grosse  Masse  m  befestigt  (Wheat- 
stone's  Ealeidophon),  so  macht  diesselbe  angenähert  die 
durch  die  Gleichungen  25)  und  26)  dargestellte  Bewegung, 
ebenso  ein  Punkt  eines  Lichtstrahles,  welcher  vorher  von 
zwei  Spiegeln  reflectirt  wurde,  die  an  den  Zinken  zweier  in 
auf  einander  senkrechten  Ebenen  schwingender  Stimmgabeln 
befestigt  sind  (Lissajous'sche  Figuren).  Beides  kann  ent- 
weder als  Erfahrungsthatsache    betrachtet    oder    aus  den 


GL  26.]  IL   §17.   Die  Lissajoas'Bchen  Figuren.  57 

späteren  Bildern  für  die  elastischen  Erscheinungen  abgeleitet 
werden. 

Die  Bahn  finden  wir  in  diesem  Falle,  wenn  wir  die 
Zeit  ans  den  beiden  Gleichungen  25)  und  26)  eliminiren. 
Ist  das  Yerhältniss  der  Schwingungsdauem  r  und  x'  ein 
rationales,  so  erhält  man  dadurch  immer  eine  algebraische 
Gleichung  zwischen  x  und  y.  Ist  dieses  Yerhältniss  aber 
irrational,  so  bildet  die  Bahn  zwar  einen  fortlaufenden 
Linienzug,  dieser  aber  fbUt  mit  wachsender  Zeit  allmählich 
ein  ganzes  endliches  Stück  der  Ebene  (ein  Rechteck)  immer 
mehr  continuirlich  aus,  so  dass  der  materielle  Punkt  jedem 
Punkte  dieses  Stückes  der  Ebene  beliebig  nahe  kommt^  wenn 
nur  die  Zeitdauer  der  Bewegung  lang  genug  gewählt  wird. 

Wir  wollen  noch  folgenden  Fall  betrachten:  Auf  un- 
seren materiellen  Punkt,  auf  welchen  in  der  Eichtung  OX 
die  Kraft  —  o^^  2;,  in  der  Richtung  0  F  die  Straft  —  a^^  y 
wirkt,  soll  noch  eine  dritte  Kraft  von  constanter  Intensität  p 
wirken,  welche  in  der  a;^-Ebene  gerade  vom  Coordinaten- 
ursprung  hinweg  gerichtet  ist  Es  wäre  dies  der  Fsdl,  wenn  die 
A:se  des  Stabes  des  Wheatstone'schen  Ealeidophons  hori- 
zontal wäre  und  auf  die  am  Ende  befestigte  Masse  m  ausser 
der  Elasticität  des  Stabes  noch  die  Schwere  wirken  würde. 
Wenn/7  in  der  Abscissenrichtung  wirkt,  tritt  das  Gleichgewicht 
f&r  X  =  |>/a^j  ein,  wirkt  dagegen  p  in  der  Richtung  der  ^-Axe, 
80  ist  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  y  ^pja^^  Ist  end- 
lich die  Richtung  der  Kraft  p  gegen  diese  beiden  Richtungen 
geneigt,  so  fällt  die  Verschiebung,  welche  der  materielle 
Punkt  aus  seiner  Ruhelage  O  erfährt,  im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes nicht  in  die  Richtung  der  Straft,  wenn  o^^  und  a^^ 
Terschieden  sind.  Sind  z.  B.  die  Seitenflächen  des  Stabes 
des  Wheatstone'schen  Ealeidophons  gegen  die  Horizontal- 
ebene geneigt,  so  wird  derselbe  durch  ein  am  £lnde  an- 
gehängtes Gewicht  nicht  in  einer  Yerticalebene,  sondern  in 
einer  gegen  die  Yerticale  geneigten  Ebene  nach  abwärts 
gebogen,  wenn  sein  Querschnitt  ein  Rechteck  ist. 

Wir  kehren  wieder  zu  der  durch  die  allgemeinen 
Gleichungen  25)  imd  26)  bestimmten  Bewegung  ohne  Wirk- 
samkeit der  Kraft  p  zurück  und  betrachten  den  Fall,  wo 
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(^i^  a^i  istf  der  immer  eintritty  sobald  jedem  auf  das  Be- 
wegliche wirkenden  materiellen  Punkte  ein  zweiter  ent- 
spricht,  der  ebenso  relativ  gegen  die  y-Ase,  wie  der  erste 
gegen  die  x^Axe  liegt  Wir  wollen  dann  ^^n  *=»  ^12  =  ^  setzen. 
Die  Elimination  der  Zeit  aus  den  beiden  Gleichungen  25) 
und  26)  lehrt,  dass  dann  die  Bahn  geradlinig  wird,  &lls 
X  und  y  gleichzeitig  ihre  grössten  gleich  oder  entgegengesetzt 
bezeichneten  Werthe  annehmen. 

Wählt  man  diese  Zeit  als  2ieitan£Euig;  so  ist  u^ » t;^  =  0, 
Xq  und  ^0  sind  im  ersten  Fall  gleich-,  im  zweiten  entgegenge- 
setzt bezeichnet  Man  sagt  dann,  die  Phasendifferenz  zwischen 
der  Bewegung  in  der  Abscissen-  xmd  Ordinatenrichtung  ist 
gleich  Null  oder  n.  Von  der  Geraden  wird  natürlich  nur 
ein  endliches  Stück  ^x^^  +  y^*  von  0  aus  in  der  einen  und 
anderen  Bichtung  durchlaufen.  Wenn  die  Phasendifferenz 
dieser  beiden  Bewegungen  \n  oder  \n  ist,  d.h.  wenn  x 
seinen  grössten  positiven  oder  negativen  Werth  hat,  während 
y  =  0  ist  und  umgekehrt,  so  ist,  wenn  man  einen  der  ersten 
Momente  als  Zeitanfang  wählt,  u^  rs  ^^  =  0.  Die  Elimination 
der  Zeit  zeigt,  dass  dann  die  Balm  eine  ESlipse,  deren 
Axen  mit  den  Coordinatenazen  zusammenfallen,  oder  ein 
Kreis  ist;  sonst  ist  die  Bahn  eine  geneigte  Ellipse. 

Wenn  in  den  Gleichungen  25)  und  26)  o^^  und  a^^  nicht 
völlig  gleich,  aber  nur  wenig  verschieden  sind,  so  geschieht 
die  Bewegung  lange  so,  als  ob  sie  vollständig  gleich  wären 
und  es  ändert  sich  nur  allmählich  die  Phasendifferenz 
zwischen  den  Bewegungen  in  der  Abscissen-  und  Ordinaten- 
richtung. Auch  wenn  j/^  und  V^  sehr  angenähert  in 
einem  durch  einfache  Zahlen  ausdrückbaren  rationalen 
Verhältnisse  stehen,  geschieht  die  Bewegung  lange  so,  als 
ob  sie  genau  in  diesem  Verhältnisse  stünden  xmd  es  findet 
allmählich  wieder  eine  Phasenverschiebung  zwischen  der 
Bewegung  in  der  Abscissen-  und  Ordinatenrichtung  statt 

Aehnlich  betrachtet  man  in  der  Astronomie  die  Störungen 
der  Planetenbahnen  so,  als  ob  jeder  Planet  sich  in  jedem 
Momente  nach  den  Kepler' sehen  Gesetzen  in  einer  ge- 
wissen Bahn  bewegte  und  nur  allmählich  die  Elemente  dieser 
Bahn  sich  mit  der  Zeit  änderten. 


Gl.  27.]  IL  §  18.   Ged&npfte  Schwingungen.  59 

§  18.     Oedimpfle  harmonisehe  Sohwingiiiigen. 

Wir  wollen  nnn  noch  den  Fall  betrachten,  dass  nebst 
der  der  Goordinate  proportionalen  Kraft  noch  eine  der  Gto- 
schirindigkeit  proportionale  wirkt  Wir  wollen  in  diesem 
Falle  aber  nur  die  Bewegung  in  einer  Geraden  ins  Auge 
fassen.  Wählen  wir  diese  Gerade  zur  Abscissenaxe,  so  er- 
halten wir  also  jetzt  an  Stelle  der  ersten  der  Gleichungen  24) 
die  Gleichung 

a  und  h  sind  Constanten.  Die  der  Geschwindigkeit  pro- 
portionale Kraft  soll  stets  der  Bewegung  entgegenwirken, 
weshalb  wir  ihr  das  negative  Zeichen  geben.  Die  Bewegung 
eines  langsam  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  und  des 
Luftwiderstandes  schwingenden  Pendels  geschieht,  wie  wir 
später  sehen  werden,  mit  grosser  Annäherung  nach  den 
durch  diese  Gleichungen  ausgesprochenen  Gesetzen.  Die 
Kräfte,  welche  Lufttheilchen  ausüben,  lassen  sich  gut  durch 
das  Bild  von  Centnkräften  darstellen  und  man  kann  hieraus 
(wenigstens  beiläufig)  motiviren  oder  als  aus  der  Erfahrung 
bekannt  voraussetzen,  dass  die  Bewegung  der  Lufttheilchen 
in  der  Umgebung  des  schwingenden  Pendels  angenähert  so 
geschieht^  dass  die  Kraft  der  ersteren  auf  das  letztere  der 
Geschwindigkeit  desselben  proportional  ist.  Nach  den  durch 
die  Gleichung  27)  bestimmten  Gesetzen  schwingt  auch  ein 
durch  eine  Kupfermasse  gedämpfter  Magnet  Wir  wissen  in 
diesem  Falle  weniger  über  die  Bilder,  durch  welche  sich  die 
von  den  elektrischen  Strömen  der  Kupfermasse  a^f  den 
Magneten  ausgeübten  jEräfte  darstellen  lassen.  Es  lehrt  aber 
auch  hier  wieder  die  Erfahrung,  dass  die  dämpfende  Kraft 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist  Die  Litegration  der 
Gleichung  27)  liefert 

sobald  h^  >  am  ist,  wobei 
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positive  G-rössen  sind,  wenn,  wie  wir  annehmen,  a  und  b 
positiv  sind,  d.  L  wenn  die  der  Coordinate  proportionale 
Eüraft  eine  Anziehung,  die  der  G-eschwindigkeit  proportionale 
eine  Dämpfung  ist  C  und  C^  sind  die  Integrationscon- 
stauten,  die  ohne  Weiteres  bestimmt  werden  können,  wenn 
die  Werthe  der  Coordinate  und  Geschwindigkeit  zu  An- 
fang der  Zeit  gegeben  sind.  Die  irgend  einer  Zeit  ent- 
sprechende Abscisse  besteht  also  aus  zwei  Summanden, 
welche  sich  beide  mit  wachsender  Zeit  nach  dem  Expo- 
nentialgesetze  asymptotisch  der  Null  nähern,  d.  h.  sie  nehmen 
in  geometrischer  Progression  ab,  wenn  die  Zeit  in  arith- 
metischer wächst.  Der  erste  Summaud  nimmt  noch  weit 
rascher  als  der  zweite  ab,  so  dass  nach  längerer  Zeit  zwar 
auch  der  zweite  sehr  klein,  aber  der  erste  noch  viel  kleiner 
geworden  ist. 

Für  b^==am  folgt  aus  Gleichung  27) 

bt 
x  =  {Ct+  ai)e"  ~  • 

Beide  Glieder  nähern  sich  mit  wachsender  Zeit  asympto- 
tisch der  Null,  jedoch  nur  das  zweite  nach  dem  einfachen 
Exponentialgesetze  und  es  wäre  wie  im  früheren  Falle  leicht, 
diejenige  Relation  zwischen  dem  Anfangswerthe  der  Coordi- 
nate und  dem  der  Geschwindigkeit  zu  finden,  welche  erfüllt 
sein  muss,  damit  nur  das  eine  oder  nur  das  andere  Glied 
auftritt  Die  Bewegung  heisst  in  den  beiden  betrachteten 
Fällen  eine  aperiodische. 

Ist  6*  <  a  m ,  so  werden  die  beiden  im  ersten  FaUe  mit 
cc^  und*  a^  bezeichneten  Constanten  complex  und  man  findet, 
wenn  man  die  imaginären  Exponentiellen  in  bekannter  Weise 
durch  trigonometrische  Functionen  ersetzt: 

x=[(78in(^)  +  (7,cos(^)]e-^', 
wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 
28)  T=     ^  "^        ,      l^—=^±=^, 

so  dass 

28a)  A  =  J_,    A  =  i!!+iL 
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ist  Wenn  t  um  r  wächst,  wechseln  beide  Addenden  im 
Ausdrucke  f&r  x,  daher  auch  x  selbst  das  Vorzeichen.  Es 
muss  also  x  jedesmal  im  Verläufe  einer  Zeitstrecke  von 
der  Lange  r  einmal  Null  werden.  Wählen  wir  einen  solchen 
Zeitmoment,  für  den  o;  =  0  wird,  als  Zeit  Null,  so  wird  : 

28b)  x^  Ce"-    sinM. 

Jedesmal  nach  Verlanf  der  Zeit  r,  sonst  aber  nicht,  wird 
2  =  0.  Dazwischen  hat  x  abwechselnd  positive  und  negative 
Maxima,  sobald  dx/dt  =s  0  ist,  welche  Bedingung  sich  wegen 

2.)  4£  =  ^rT'[-,.in(:Lt)  +  ,«,ll] 

auf 

30)  M'rj-T 

reducirt.  Wir  wollen  jeden  positiven  und  jeden  negativen 
grossten  Zahlenwerth  von  x  eine  grösste  Excursion  nennen. 
Ist  (|  die  zwischen  Null  und  \t  liegende  Wurzel  dieser 
Gleichung,  so  hat  jede  folgende  die  Form  i^  +  kr.  r  ist 
also  die  Zeit,  welche  zwischen  dem  Eintritt  einer  grossten 
Excursion  und  der  nächsten  darauf  folgenden  oder,  wie 
man  auch  sagt,  eines  ümkehrpxmktes  und  des  nächst- 
folgenden vergeht,  also  die  Zeit  eines  ganzen  Hinganges, 
welche  natürlich  gleich  der  Zeit  eines  Herganges  ist  und 
welche  wir  die  Schwingungsdauer  nennen  wollen.  Sie  ist 
auch  die  Zeit,  welche  zwischen  zwei  sich  folgenden  Durch- 
^gen  durch  die  Buhelage  vergeht 

Ist  a^  der  Absolutwerth  irgend  einer  grossten  Excursion, 
so  ist  der  der  nächsten  xu  +  i^xife^K  Die  Bewegung  ist 
daher  ebenfalls  eine  periodische,  schwingende;  aber  die 
grossten  Excursionen  nähern  sich  in  geometrischer  Pro- 
gression asymptotisch  der  Nulle.  Aus  der  letzten  Gleichung 
findet  man: 

X  =  log  nat  — ^  =  log  nat  ^  +  ^  /^ — . 

Man  nennt  X  das  logarithmische  Decrement  Es  ist  der 
natürliche  Logarithmus  des  Quotienten  zweier  sich  folgender 
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grösster  Exctirsionen  oder  auch  des  Quotienten  des  Abstandes 
des  ib  +  Iten  und  k  +  2ten  Umkehrpnnktes  in  den  des  ibten 
und  k+  1  ten.  Man  nennt  den  Abstand  zweier  sich  folgender 
Umkehipnnkte  die  betreffende  Schwingongsweite. 

§  19.    Versohiedene  Anregimgsarten  ged&mpfter  Pendel- 

■ohwingiingen. 

Wir  wollen  nun  folgende  Anregimgsarten  betrachten. 
Es  sei  das  Bewegliche  anfangs  in  Buhe.  Zur  Zeit  Null  werde 
ihm  plötzlich  die  Geschwindigkeit  u^  ertheilt  Der  dazu  er- 
forderliche Antrieb  ist: 

Dann  gelten  die  Gleichungen  28  b)  und  29),  da  ftlr  < »  0, 
^  =3  0  ist  In  letzterer  wird  für  <  =  0,  dxjdt  =  u^.  Es 
ist  also  '  V 

n 

Daher  wird  die  darauf  folgende  grösste  Ezcursion 

Denn  dieselbe  tritt  für  < »  ^  ein,  was  die  kleinste  positive 
Wurzel  der  Gleichung  80)  ist  Man  kann  daher,  wenn  X 
und  T  bekannt  sind,  aus  der  ersten  grössten  Ezcursion  die 
anfangs  ertheilte  Geschwindigkeit  berechnen.  Führt  man 
Ä^  statt  Uq  ein  und  setzt  für  m  seinen  Werth  aus  der 
zweiten  der  Gleichungen  28  a)^  so  folgt 

In  der  Galvanometrie  gilt  eine  der  Gleichung  27)  gleich- 
lautende Gleichung,  nur  bedeutet  x  den  galvanischen  Strom^ 
Äq  den  Integralstrom,  a  den  Beductionsfactor,  m  das  Träg- 
heitsmoment 

Wir  betrachten  nxm  folgende  andere  Anregungsweise 
des  materiellen  Punktes  zur  Bewegung.  Man  ertheile  dem- 
selben im  Augenblicke  jedes  Durchganges  durch  die  Buhe- 
lage die  Gheschwindigkeit  u^  in  der  Sichtung,  in  der  er  sich 
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gerade  bewegt  Der  gesammte  dazn  erforderliche  Antrieb 
sÄÄ^.  Man  nennt  dies  die  ballistische  Mnltiplicationsmethode. 
Es  wird  dann  mit  der  Zeit  ein  stationärer  Schwingongs- 
zustand  eintreten,  wobei  die  grösste  Excursion  jedesmal 
dieselbe  ist  Für  diesen  muss  dann  nach  jeder  Bückkehr 
in  die  Bnhelage  die  seit  dem  Yorigen  Durchgange  durch 
diese  verlorene  Geschwindigkeit  durch  die  neu  ertheilte  u^ 
gerade  ersetzt  werden.  Wenn  also  Uq  die  G^eschwindigkeit 
im  Momente  nach  Hinzufügung  der  Geschwindigkeit  u^  ist, 
80  ist  (vgL  Formel  29)  u^e"^  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  der  materielle  Punkt  wieder  in  die  Buhelage  zurück- 
kehrt und  da  diese  durch  Hinzufügung  von  u^  wieder  in  u^ 
übergehen  muss,  so  hat  man: 

ti^=:w,(l-e-*),     1*0  =  — J^, 

x^  ist  wie  firüher  durch  die  Gleichung  31)  mit  u^  verbunden, 
aus  welcher  durch  Substitution  von  u^  sich  ergiebt 

X        ^    n 

-      (i  _  «-*)y«»+i» 

2  x^  ist  im  stationären  Zustande  die  Schwingungsweite. 
Würde  die  Geschwindigkeit  u^  immer  nur  beim  Durchgange 
durch  die  Buhelage  in  dem  einen  Sinne,  nicht  aber  bei  dem 
im  entgegengesetzten  Sinne  ertheilt,  so  würde  sich  nichts 
ändern,  als  das 

^0  ""    -  -.21 

1  — e 

wäre.  In  jedem  Fidle  lässt  sich  u^  aus  der  Schwingungs- 
weite des  stationären  Zustandes  und  aus  k  und  r  berechnen. 
Ist  überdies  noch  m  oder  a  bekannt,  so  kann  auch  der 
jedesmal  ertheilte  Antrieb  gefunden  werden. 

Eine  dritte  Anregnngsmethode  ist  die  Zurückwerfungs- 
methode.  Dabei  ertheilt  man  bei  jedem  zweiten  Durchgange 
durch  die  Buhelage  eine  Geschwindigkeit  u^  in  der  der  Be- 
wegung entgegengesetzten  Bichtung.    Wenn  das  Bewegliche 
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unmittelbar  nachher  die  Geschwindi^eit  u^  hat,  so  hat  es 
bei  der  zweiten  Bückkehr  nach  der  Bohelage  die  Geschwindig- 
keit u^e"^^  nnd  es  muss  für  den  stationären  Zustand 


daher 


^2-«*0«""='<*0» 


*         l+e-2A 


sein.  Die  erste  eintretende  grösste  Excursion  ist  wieder  mit 
Uq  durch  die  Gleichimg  81)  verbunden,  die  zweite  ist  e'^mal 
kleiner.  Die  Einführung  von  u^  statt  u^  in  diese  Gleichung 
bietet  keine  Schwierigkeit 

Wir  wollen  noch  eine  vierte  Anregungsweise  betrachten, 
welche  wir  das  Multiplicationsverfahren  mit  andauernder 
Kraft  nennen  wollen.  Wir  lassen  während  eines  ganzen 
Hinganges  auf  das  Bewegliche  eine  constante  Kraft  X  in 
der  Bewegungsrichtung  wirken.  Während  des  ganzen  Her- 
ganges lassen  wir  eine  gleiche  entgegengesetzte  Kraft 
wirken,  welche  also  jetzt  wieder  die  Richtung  der  Bewegung 
hat  Ist  der  Zustand  stationär  geworden,  so  geschieht  der 
EUngang  einfach  so,  als  ob  die  Buhelage  nicht  im  Goordi- 
natenursprunge,  sondern  in  dem  Punkte  mit  der  Abscisse 
^^  Xja  wäre,  beim  Hergange  aber  im  Punkte  mit  der' 
Abscisse  ~  |.  Wenn  daher  2  x^  die  Schwingungsweite  im 
stationären  Zustande  ist,  so  ist  während  eines  Einganges 
x^  + 1  als  die  erste  und  x^  —  |  als  die  zweite  grösste 
Excursion  anzusehen.    Es  ist  also 

oder 

Die  letzten  Aufgaben  sind  specielle  Fälle  des  allgemeinen 
Problems,  dass  auf  den  materiellen  Punkt  ausser  den  beiden 
bisher  betrachteten  Kräften,  von  denen  die  erste  der  EIx- 
cursion,  die  zweite  der  Geschwindigkeit  proportional  ist^  noch 
eine  andere  Kraft  wirkt,  welche  eine  beliebige  Function  f{t) 
der  Zeit  ist,  so  dass  die  Bewegungsgleichung  lautet: 
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Die  allgeineine  Integration  dieser  Gleichung  nach  der  Methode 
der  Integration  von  linearen  Differentialgleichungen  mit  con- 
stanten  Coefficienten  und  zweitem  Theile  hat  keine  Schwierig- 
keit   Für 

A0-58in^, 

»1 

wo  diese  Gleichung  das  Mitschwingen  eines  elastischen 
Körpers  oder  sonstigen  Resonators  mit  einem  einfachen  Tone 
liefert»  nimmt  ihr  allgemeines  Integral  die  Gestalt  an: 


X 


=    Ccos h  C.  sm —  e      ^  -{ ^sm &]. 


Dabei  sind  r  und  X  wiederum  durch  die  Gleichungen  28) 
gegeben.  a>  und  &  aber  sind  Gonstanten,  deren  Werthe 
durch  die  beiden  Gleichungen 

(o  cos  IT  =s  a i- , 

07  sm  17*  s  

bestimmt  sind. 

FOr  den  stationären  Zustand  yerschwinden  im  Ausdrucke 
ftr  X  alle  Glieder  bis  auf  das  letzte.  Der  materiellePunkt  macht 
also  eiofache  harmonische  Schwingungen,  welche  dieselbe 
Periode,  wie  die  anregende  Kraft  haben.  Die  Schwingungs- 
weite 2  Biß}  ist  ein  Maximum,  wenn  r^  ^nml^am  -^  2b^ 
ist  Wenn  r^  =  n'^mja^  also  gleich  der  Schwingungsdauer  ist» 
welche  der  materielle  Punkt  hätte,  wenn  er  ohne  Dämpfung 
bei  gleicher,  der  Coordinate  proportionalen  Kraft  schwingen 
würde»  so  ist  die  Geschwindigkeit  in  der  Buhelage  ein 
TtfftTimnni  und  -d"  ^\n\  die  Phasendifferenz  zwischen  den 
Schwingungen  des  Punktes  und  denen  der  Kraft  ist  also  \  n. 
Für  grössere  r^  liegt  sie  zwischen  Null  imd  -|-^,  fOr  kleinere 
zwischen  \n  und  n. 

§  20.    Gmudgleiehungen  für  die  Gentralbewegung. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  dem  folgenden  Beispiele  be- 
fassen. Die  Besultirende  aller  Strafte,  welche  auf  einen  beweg- 
lichen materiellen  Punkt  von  der  Masse  m  wirken,  dessen 

Boltsmann,  Mechanik  I.  5 
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Coordinaten  zur  Zeit  t  mit  x^yj  z  bezeichnet  werden  BoUen, 
sei  eine  Function  f{r)  der  Entfernung  desselben  von  einem 
im  Baume  festen  Punkt  O  und  faUe  auch  immer  in  die 
Richtung  von  r.  Wir  geben  wieder  der  Function  f{r)  das 
positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  die  Kraft  die 
Entfernung  r  zu  vergrössern  oder  zu  verkleinern  strebt^ 
d.  h.  je  nachdem  sie  von  0  weg-  oder  gegen  0  hingerichtet 
ist  Eine  solche  Kraft  nennen  wir  eine  Centralkraft  Die 
Bewegung,  welche  ein  materieller  Punkt  unter  ihrem  Ein- 
flüsse macht,  nennen  wir  eine  Centralbewegung. 

Diese  Bedingungen  sind  realisirt,  wenn  auf  den  beweg- 
lichen materiellen  Punkt  ein  einziger  anderer  wirkt,  welcher 
in  der  Entfernung  r  die  Kraft /l(r)  auf  ihn  ausübt  und  entweder 
durch  irgend  eine  Vorrichtung  immer  in  dem  fixen  Baum- 
punkte O  festgehalten  wird  oder  zu  Anfang  ruhte  und  eine 
sehr  grosse  Masse  gegenüber  der  Masse  des  beweglichen 
Punktes  hat  Im  letzteren  Falle  sind  die  Bedingungen 
natürUch  nur  angenähert  realisirt,  da  die  Beschleunigung 
des  wirkenden  materiellen  Punktes  immer  sehr  klein  gegen 
die  des  anderen  ist  und  daher  auch  die  Geschwindigkeit 
und  Ortsveränderung  des  wirkenden  materiellen  Punktes 
sehr  klein  bleiben. 

Wir  wählen  den  Punkt  0  als  Coordinatenursprung  und 
die  Ebene,  welche  ihn  und  die  Bichtung  der  Anfangs- 
geschwindigkeit des  beweglichen  materiellen  Punktes  ent- 
hält, als  0?^- Ebene,  dann  enthält  die  Gleichung  9)  ein 
einziges  Glieds  in  welchem  für  x^,  y^,  x^,  sc^,  y^,  «fc»  »»u  »'^ 
und  /"j  j^  (r^  j)  zu  schreiben  ist  x,  y,  »,  0,  0,  0,  w,  r  und  f{r). 
Wir  erhalten  daher,  wenn  wir  die  jeder  der  Coordinatenaxen 
entsprechende  Gleichung  hinschreiben,  die  drei  Gleichungen 

Da  zu  Anfang  der  Zeit  x  =i  dx/dt  =  0  ist,  so  ist  alles  be- 
züglich der  a;^- Ebene  symmetrisch,  und  wir  erhalten  die 
einzig  mögliche  Lösung,  indem  wir  fbr  alle  Zeiten  x  ^  0 
setzen.  Denn  würde  irgend  einmal  x  von  Null  verschiedene 
Werthe  annehmen,  so  müsste  die  Lösung,  wo  x  die  gleichen 
entgegengesetzt  bezeichneten  Werthe  hat,  ebenso  gut  mög- 
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lieh  sein.  Wenn  aber  der  Quotient  des  Zuwachses  von  r 
in  den  von  f{f)  niemals  unendlich  wird,  so  ist  das  Problem 
immer  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  es  können  nie  aus  den 
gleichen  Anfangswerthen  nach  einer  endlichen  Zeit  sich 
zweierlei  Werthcombinationen  der  Coordinaten  ergeben. 

Wir  haben  also  nur  noch  die  beiden  ersten  der  Glei- 
chungen 32)  weiter  zu  behandeln.  Wir  leiten  da  zuerst  die 
Gleichung  der  lebendigen  Straft  nach  der  Methode  ab,  die 
wir  schon  bei  Entwickelung  der  Gleichung  20)  auseinander- 
gesetzt haben.  Wir  multipliciren  die  linke  Seite  der  ersten 
der  Gleichungen  82)  mit  udi,  die  rechte  mit  dx,  die  linke 
Seite  der  zweiten  Gleichung  mit  vdt,  die  rechte  mit  dy 
und  addiren  dann  beide  Gleichungen.     Da 

-=-Tr-d<  =  du 

dt* 

ist,  so  erhalten  wir  auf  diese  Weise  links 

mifAdu  +  vdv)  =  ^(— ö— )» 
rechts  aber 

/•(r)^^^±i^=/(r)rfr, 


da  ja  r  =  ^a?  +  y*  ist    Die  Integration  liefert 

33)  _^==<)p(r)  +  -^, 

wobei  das  unbestimmte  Integrale 

34)  fnr)dr^q>{r) 

gesetzt  und  die  willkürliche  Constante  h  beigefügt  wurde, 
damit  der  Integrationsconstante  des  unbestimmten  Inte- 
grales ein  beliebiger,  möglichst  einfach  zu  wählender  specieller 
Werth  ertheilt  werden  kann. 

Die  Ableitung  y'(r)  von  y(r)  ist  also  gleich  /"(r). 

Eüne  zweite  Integralgleichung  (d.  h.  Gleichung  mit  einer 
willkürlichen  Integrationsconstante)  gewinnen  wir,  wenn  wir 
die  erste  der  Gleichungen  32)  mit  —  y,  die  zweite  mit  +  x 
multipliciren  und  dann  wieder  beide  addiren.    Dadurch  folgt: 


r  di'    ^ dt*)    "• 


m 

5* 
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Da  m  nioht  yerschwinden  kann,  so  muss  der  Ansdrack  in 
der  Klammer  Terschwinden.  Derselbe  ist  aber  der  Differential- 
quotient  nach  der  Zeit  yon 

dy  dz 

£}$  liefert  daher  die  Integration 

0&V  dy  dx        , 

wobei  h  eine  neue  aus  den  Anfangsbedingungen  zu  bestim- 
mei^flo  Iptegcationsconstante  ist 

]^a  en^fiehlt  sich  nun,  r  und  den  Winkel  d-  der  yom 
Punkte  O  aus  gezogenen  Geraden  r  mit  der  positiven  Ab- 
scissenaxe  als  Polarcoordinaten  einzuftlhren.    Dann  wird: 

X  =  r  cos  &j    y  =s  r  sin  iS*. 
Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  liefert: 

dx        dr  A  d'd'  A 


dy        dr     >     n    ,       dS'  n 

-7?-  =  -j:r  sin  !?•  +  r  -j-r-  cos  & . 
dt         dt  dt 

Es  wird  also: 

-=(4f)'+(4f)"-(4f)V-(4f)*. 


dy  dx         9  d& 

Die  Gleichungen  33)  und  85)  verwandeln  sich  daher  in: 

»«)     (47)"+'*(47r-i''(-)+» 

un4 

37)  '^4t='*- 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

38)  /rU&^ki. 

t  stellt  eine  beliebige  Zeit  dar.  Das  Integrale  links  ist 
üb^'  den.  Bogen  der  Bahnourve  zu  erstrecken,  der  währendi 
dieser  Zeit  durchlaufen  wird  und  stellt  bekanntlich  die 
Fläche  der  dreieckartigen  Figur  dar,  welche  von  jenem  Bogen 


GL  89. 40.]  U.  §81.  Oentnlbewegaiig  nach  d.  GfavitaäonBgeeetEe.    69 

und  den  beiden  seine  Endpunkte  mit  dem  Coordinaten- 
anüangspunkte  ?erbindenden  Geraden  begrenzt  wird.  Man 
kann  sie  die  während  der  Zeit  t  vom  Leitstrahle  r  durch- 
strichene  Fläche  nennen.  Die  Gleichung  38)  besagt,  dass 
ihr  Flächeninhalt  der  Zeit  proportional  ist»  während  welcher 
er  durchstrichen  wird.  Eliminirt  man  d&ldt  aus  den 
Gleichungen  36)  und  37),  so  folgt: 

j._ dr 

and  daraus  wieder  nach  37): 

kdr 


(<^s 


40)  _.,  /F~— — n? 


V^w+*-$ 


Wenn  wir  f{r)  =  —  ar  setzen,  wobei  a  eine  Constante 
ist,  wenn  also  auf  den  materiellen  Punkt  eine  dem  Leit- 
strahle r  direct  proportionale  Anziehung  wirkte  so  erhalten 
wir  wieder  den  spedellen  Fall,  der  sich  aus  den  schon  be- 
handelten Gleichungen  24)  ergiebt,  wenn  man  darin  x  =  0 
und  o^^  =3  0^2  SS  a  setzt  und  wir  wollen  natürlich  nicht  die 
uns  schon  bekannten  fiesultate  nochmals  aus  den  Gleichungen 
dieses  Paragraphen  ableiten. 

§  21.    Centralbewegong  nach  dem  Hewton'tohen 

OraTitatLonsgesetie. 

Es  sei  nun  die  Centralkraft  eine  dem  Quadrate  von  r 
yerkehrt  proportionale  Anziehungskraft  Wenn  wir  den  Pro- 
portionalitätsfactor  mit  X  m  bezeichnen,  wo  k  eine  Constante 
ist^  so  ist  also  dann 

Da  wir  in  Formel  34)  den  bequemsten  Werth  für  die  Inte- 
grationsconstante  wählen  können,  so  woUen  wir  ^»(r)  s  Am/r 
setzen.     Dann  liefert  die  Gleichung  40) 

kdr 


d&^ 


y 


2i         *• 

*+  — --^ 
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Setzen  wir 

k  .    l 

r  k  ^ 

SO  erhalten  wir 

dx 


d»^-^ 


i/ä+^- 


*• 


Wir  wollen  noch  die  positive  Quadratwurzel  aus  1  -}-  -r^- 
mit  6  bezeichnen,  so  dass 

41)  !_««-.  _**i 

wird.  Femer  ertheilen  wir  der  zu  &  hinzutretenden  Inte- 
grationsconstanten  den  Werth  NuU.  Dann  liefert  die  Inte- 
gration 

42)  r=  *' 


1(1  +  6C08^) 

Für  &  =z  0  hat  r  seinen  kleinsten  Werth.  Die  getroflFene 
Wahl  der  zu  &  hinzutretenden  Integrationsconstante  hat  also 
die  Bedeutung,  dass  wir  die  vom  Anziehungscentrum  nach 
demPerihele,  d.h.  nach  demjenigen  Punkte  der  Bahn,  welcher 
dem  Anziehungscentrum  am  nächsten  liegt,  gezogene  Gerade 
zur  positiven  Abscissenaxe  wählen.  Ich  kann  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  als  bekannt  voraussetzen,  dass  die  Glei- 
chung 42)  eine  Eegelschnittlinie  darstellt,  in  deren  einem 
Brennpunkte  der  Coordinatenursprung  liegt,  deren  Excentri- 
cität  6  ist  und  deren  Axen  die  Richtung  der  beiden  Coordi- 
natenaxen  haben.  Dieselbe  ist  eine  Hyperbel,  wenn  6  >  1, 
also  h  positiv  ist,  eine  Parabel,  wenn  «  =  1,  daher  ^  =  0 
ist,  eine  EUipse,  wenn  e  <  1  oder  h  negativ  ist,  ein  Ejreis 
für  «  =  0.  Im  letzteren  Falle  ist  h  gleich  —  l*lk\  Ist  h 
negativ  und  hat  einen  grösseren  Absolutwerth,  so  ist  keine 
Bahn  mehr  möglich.  Dabei  ist  immer  eine  Anziehung,  also  X 
positiv,  vorausgesetzt 

In  der  That  hat  nach  Gleichung  33)  oder  36),  falls  h 
positiv  ist,  die  Geschwindigkeit  in  unendlicher  Entfernung  noch 
den  reellen  Werth  +  j/ä,  falls  ä  =  0  ist,  nähert  sie  sich  mit 
wachsender  Entfernung  der  Grenze  Null,  falls  h  negativ  ist, 
wird  sie  in  unendlicher  Entfernung  imaginär.    Ist  endlich 
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Ä  =  ^  k*lk\  SO  sieht  man  leicht,  dass  die  Anziehung  gleich 
der  der  Kreisbahn  entsprechenden  Centripetalkraft  ist 

Wäre  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  verkehrt  pro- 
portionale Sjraft  eine  abstossende^  so  wäre  X  negativ.  Dann 
näre  f&r  reelle  Werthe  der  Geschwindigkeiten  stets  h  positiv 
und  daher  <  >  1.  Die  Bewegung  würde  also  stets  in  einer 
Hyperbel  erfolgen,  wenn  k  von  Null  verschieden  ist 

Wir  wollen  nur  noch  dem  Falle,  dass  6  <  1  und  X 
natürlich  positiv  ist,  einige  Betrachtungen  widmen.  Die 
Bahn  ist  dann  eine  Ellipse,  deren  grosse  Halbaxe  a  das 
arithmetische  Mittel  des  grössten  und  kleinsten  Werthes  von  r 
(der  Perihel-  und  Apheldistanz)  ist    Es  ist  also: 

Die  kleine  Halbaxe  ist 

Sind  die  Anfangswerthe  r^  und  c^  von  r  und  e  und  der 
Winkel  zwischen  beiden  (r^,  c^)  gegeben,  so  finden  sich 
daraus  die  Constanten  h  und  k  durch  folgende  Gleichungen: 

2  iL 

'0 

Um  r  und  i^"  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden,  dient  die 
Gleichung  39),  welche  sich  in  unserem  Falle  auf 

44)  dt^  ^^^ 


VÄr«  +  2Xr- A;« 

reducirt  Diese  wird  bekanntlich  integrirt,  indem  man  einen 
Hülfswinkel  u  einführt,  welcher  durch  die  Gleichung 

45)  r  =  a  (1  —  €  cos  u) 

definirt  ist  u  heisst  die  mittlere,  &  die  wahre  Anomalie, 
Der  Winkel  u  kann  leicht  durch  Construction  gefunden 
werden.  Sei  die  Bahnellipse  gegeben,  (7  ihr  Mittelpunkt^ 
0  ihr  Brennpunkt,  OÄ  ihre  grosse  Axe,  M  irgend  ein  Punkt 
derselben  in  der  Entfernung  r  von  O  mit  der  wahren  Ano- 
malie &.     Wir  construiren  Fig.  3  den  Kreis  vom  Eadius  a 
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nnd  Mittelpunkte  O'  Um  die  ElUpse  heruHL    Die  durch  M 

auf  OA  gezogene  Senkrechte  soll  die  auf  derselben  Seite 

wie  M  liegende  Hälfte  des 
Kreises  im  Punkte  iVtre£Pen. 
Ferner  sollen  x  und  y  die 
rechtwinkeligen  Coordinaten 
des  Punktes  M  bezüglich 
eines  Coordinatensjstems 
sein,  dessen  Ursprung  in  O' 
hegt,  dessen  Abscissenaxe 
die  Richtung   der  grossen, 

dessen   Ordinatenaxe    die   Richtung   der  kleinen   Axe   der 

Ellipse  hat    Dann  ist: 

—  +  ^  =  1 

Femer  ist 

^a  =  r*  —  (a;  —  €  a)\ 

Die  Substitution  dieses  Werthes  von  y  in  die  vorige  Gleichung 

liefert 

r  =  a  —  aa;  =  a[l  —  «  cos(iVO'-4)]. 

Es  ist  also  NO Ä  der  Winkel,  den  wir  die  mittlere  Ano- 
malie des  Punktes  M  genannt  und  mit  u  bezeichnet  haben. 
Aus  der  Gleichung  45)  folgt 

dr  =  a€  sin  udu, 
femer  *folgt  aus  den  Gleichungen  43)  und  45) 

Ar*  =  —  Xa{\  —  6  cos  t*)*,     i*  =  aX{\  —  e*), 

daher 

yÄr«  +  2Ar-ik»  =  €yäXsinw. 

Nach  Substitution  aller  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  44) 
hefert  die  Integration: 


46) 


t  =  1 /?!.(«*  —  «  sin  w), 


wenn  die  Constante  so  bestimmt  wird,   dass  im  Momente 

eines  Durchgangs  durch  das  Perihel,  also  für  «^  =  0,  <  =  0  ist. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Bahn  gegeben  ist    Wenn 

gefragt  wird,  wann  ß-  einen  gegebenen  Werth  hat,  so  hat 
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man  zunächst  z.  B.  dnrch  die  geometrische  Constraction  das 
diesem  &  entsprechende  u  and  dann  ans  Gleichung  46)  den 
entsprechenden  Werth  von  t  zu  berechnen.  Fragt  man  um- 
gekehrt,  welchen  Werth  bei  gegebener  Bahn  &  zu  einer  ge- 
gebenen  Zeit  hat,  so  muss  man  zuerst  u  aus  der  für  u 
transcendenten  Gleichung 46)  finden  (Kepler'sches  Problem), 
und  dann  aus  Gleichung  45)  r  und  aus  Gleichung  42)  oder 
aus  der  geometrischen  Construction  &  finden. 

§  22.    Sie  Centralkraft  enthält  ein  der  dritten  Potens  der 
Entfernung  verkehrt  proportionaXes  Glied. 

Die  bisher  behandelten  Fälle  der  Centralbewegung  sind 
wohl  die  einzigen,  welche  beobachteten  Naturrorgängen  ent- 
sprechen. Hertz  hat  dem  Bilde  der  Natur,  dessen  Dar- 
stellung im  Yorliegenden  Buche  wieder  versucht  wurde,  den 
Vorwurf  gemacht,  dass  es  zu  weit  sei,  d.  h.  dass  es  eine 
unendliche  M^nge  von  speciellen  Bildern  enthalte,  denen 
keine  Thatsachen  entsprechen.  Ich  glaube^  dass  dieser  Vor- 
wurf überhaupt  schwer  zu  vermeiden  ist  und  jedenfalls  auch 
Hertz'  Mechanik  trifiPt,  da  von  der  unendlichen  Menge  von 
Bedingongsgleichungen  oder  verborgenen  Bewegungen,  welche 
nach  Hertz'  Vorstellungen  möglich  sind,  sicher  auch  nur 
ausserordentlich  wenige  auf  wirklich  beobachtbare  Fälle  passen. 

Ja  so  lange  die  Aussicht  auf  ein  Bild,  welches  nicht 
mehr  als  die  Thatsachen  giebt,  noch  so  ferne  wie  gegen- 
wärtig ist,  scheint  es  mir  sogar  wichtig,  auch  jenen 
speciellen  Fällen  der  gegenwärtig  aussichtsvollsten  Bilder, 
welche  nicht  bisher  beobachteten  Thatsachen  entsprechen, 
emige  Aufinerksamkeit  zu  schenken.  Sie  können  erstens  in 
Zukunft  einmal  zur  Darstellung  beobachteter  Thatsachen 
sich  eignen  und  zweitens  erhalten  wir  erst  durch  das  Studium 
aller  möglichen  Fälle  auch  eine  bessere  üebersicht  über  den 
inneren  Zusammenhang  jener  speciellen  Fälle,  die  uns  schon 
jetzt  nützlich  sind. 

In  den  bisher  betrachteten  Fällen  der  Centralbewegung 
kommen  nun  zufallig  nur  ganz  wenige  specielle  Bahnformen 
vor,  welche  keiineswegs  eine  Vorstellung  von  dem  allgemeinen 
Charakter  aller  bei  der  Centralbewegung  möglichen  Bahn- 
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formen  geben.  Gerade  nnter  den  Bahnformen^  die  uns  noch 
nicht  untergekommen  sind,  befinden  sich  aber  solche,  an  denen 
einige  allgemeine  Sätze  zum  einfachsten  Ausdrucke  kommen, 
die  bei  verwickelteren,  praktisch  nicht  unwichtigen  Problemen, 
z.  B.  dem  Dreikörperprobleme,  eine  wesentliche  Rolle  spielen. 
Deshalb  woUen  wir  in  Kürze  noch  so  viele  der  übrigen  ein- 
fachsten Centralbewegungen  betrachten,  als  notwendig  sind, 
um  eine  üebersicht  über  den  allgemeinen  Charakter  aller 
bei  der  Centralbewegung  möglichen  Bahnformen  zu  erhalten. 
Wir  wollen  zunächst  einen  Satz  ableiten,  der  uns  hierbei 
nützlich  ist  Die  Centralkraft  bestehe  aus  zwei  Summanden. 
Der  eine  Theil  f{r)  sei  eine  beliebige  Function  der  Ent- 
fernung. Dazu  komme  noch  eine  Kraft  malr\  welche  der 
dritten  Potenz  der  Entfernung  verkehrt  proportional  ist  und 
abstossend  oder  anziehend  wirkt,  je  nachdem  die  Constante  a 
positiv  oder  negativ  ist  g>{r)  sei  die  Function,  welche  zu 
f{r)  in  dem  durch  die  Gleichung  34)  angegebenen  Ver- 
hältnisse steht  Die  der  jetzt  betrachteten  Centralkraft 
f{r)  +  malr^  entsprechende  Function qp(r)  hat  also  den  Werth 
y(r)  — ma/2r'.  Daher  verwandelt  sich  die  Gleichung  40) 
für  diese  Centralbewegung  in  die  folgende 


Y      m  r* 

Wir  wollen  diese  Centralbewegung  mit  einer  zweiten  ver- 
gleichen, bei  welcher  die  Centralkraft  blos  gleich  f{r)  ist, 
h  denselben  Werth,  k  aber  den  Werth  k^  =  ']/k*+  a  hat 
Wir  bezeichnen  ftlr  beide  Centralbewegungen  den  zu  einem 
gleichen  ein  ftlr  allemal  gegebenen  Werthe  r^  des  r  ge- 
hörigen Werth  von  &  mit  Null;  den  zu  irgend  einem  an- 
deren Werthe  des  r  gehörigen  Werth  von  &  bezeichnen  wir 
fttr  die  erste  Centralbewegung  mit  &,  fiir  die  zweite  mit  &q. 
Die  Gleichung,  welche  der  Gleichung  40)  für  die  zweite 
Centralbewegung  entspricht,  können  wir  dann  leicht  in  die 
Form  bringen: 

kdr 


4^)     '{^^]/i^)  = 


Y      m  r" 
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Eis  ist  also  bei  der   zweiten  Centralbewegung  ^ol/"ii 

dieselbe  Function  von  r,  wie  f&r  die  erste  d-^  Ist  uns  die 
Bahn  der  zweiten  Centralbewegung  bekannt,  so  finden  wir 
daraus  die  der  ersten,  indem  wir  jedem  r,  zu  dem  bei  der 
zweiten    Centralbewegung    der   Winkel    ß-^    gehört,    einen 

«  =  i/t5 fachen   Polar winkel   zutheilen.     Der   zeitliche 

Verlauf  der  Centralbewegung  ergiebt  sich  dann  immer  sofort 
aus  dem  Flächensatze. 

Erstes  BeispieL  Sei  f{r)  =  0.  Dann  geschieht  die  zweite 
Centralbewegung  in  einer  Geraden  MK  OP^Vq  sei  deren 
kürzester  Abstand  von  Oj  Ä  sei  irgend  ein  Punkt  der  Geraden. 
Dann  ist  ^  OP  der  mit  &q  bezeichnete  Winkel  und  man  hat 

48)  OA^r^r^lcoB&Q. 

Wenn  a  positiv  ist^  so  geschieht  die  erste  Centralbewegung 
unter  dem  Einflüsse  einer  der  dritten  Potenz  der  Entfernung 
yerkehrt  proportionalen  Abstossung.  Dann  ist  ar  <  1.  Wir 
finden    also    die  Bahn,    indem    wir    die  Länge   des  Leit- 


Pig.  4.  Fig.  5.  Fig.  6. 

Strahles  OÄ  jedes  Punktes  Ä  der  Geraden  MN  unverändert 
lassen,  aber  den  Winkel  äOP=^^q  jedesmal  im  Verhält- 
nisse 1 :  X  verkleinern.  Ihre  Form  ist  in  Fig.  4  dargestellt, 
sie  hat  zwei  Asymptoten,  von  denen  jede  mit  der  Perihel- 
distanz  OP  den  Winkel  \xn  bildet  und  den  Abstand  xr^ 
vom  Anziehungscentrum  O  hat. 

Ist  a  negativ,  so  geschieht  die  erste  Centralbewegung 
unter   dem   Einflüsse   einer  der    dritten   Potenz   der   Ent- 
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femung  verkehrt  proportionalen  Anziehung  und  es  wird 
X  >  1.  Es  ist  dann  der  Winkel  AOP  im  Verhältnisse 
1  :x  zu  vergrössem.  Falls  —  a  <  SA;*/ 4  ist,  so  ist  ^  <  2, 
der  Winkel  einer  Asymptote  mit  der  Periheldistanz  ist  dann 
<  TT,  die  Bahn  hat  die  in  !Fig.  6  dargestellte  G^talt  Ist 
—  a  gleich  SA;*/ 4,  so  ist  x  =  2.  Diebeiden  Asymptoten 
sind  der  von  0  nach  P  gezogenen  'Geraden  (der  Perihel- 
distanz) parallel,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  und  haben 
jede  die  Entfernung  2rQ  vom  Anziehungscentrum  (Sig.  6). 
Liegt  —  a  zwischen  SA;'/ 4  und  k^,  so  scUingt  sich  die  Bahn 


Fig.  7.  Fig.  8.  Fig.  9. 

spiralig  um  das  Anziehungscentrum  (Figg.  7  und  8)  und  die 
Anzahl  der  Windungen  der  Spirale  nimmt  immer  mehr  zu, 
je  näher  sich  die  Grössen  —  a  und  k^  kommen.  Für  —  a  =  ib' 
geschieht  die  Bewegung  in  einer  hyperbolischen  Spirale,  oder 
der  (stets  instabilen)  Kreisbahn.     Ist  —  a  noch  grösser,  so 

setzen  wir  1/  ""  ,,  =  — .  Die  directe  Integration  der 
Gleichung  40)  liefert  für  negative  h 

2r„ 


r  = 


e^'^+e-*^*' 


Es  iert  also  OP^r^  jetzt  der  grösste  Werth  des  r  und 
die  Bahn  besteht  aus  zwei  zu  OP  symmetrischen  Zweigen, 
deren  jeder  eine  Spirale  ist^  die  sich  dem  Goordinaten- 
ursprunge  in  unendlich  vielen  Windungen  asymptötisdi 
nähert  (Fig.  9).  Für  ^  =  0  ist  die  Bahn  eine  logarithmisohe 
Spirale,  für  positive  h  eine  vom  Anziehungscentrum  bis  ins 
unendliche  reichende  Spirale  mit  der  Gleichung 

^(6"'*  —  e-"'*)  =  const 
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Wir  setzten  bisher  in  Formel  47)  f{r)  =:  9?  (r)  =  0.  Wir 
erhalten  ein  zweites  Beispiel,  welches  uns  einige  neue  Bahn- 
typen kennen  lehrt»  wenn  wir  in  dieser  Formel 

nr)=-^,  daher  yW«"^ 

setzen.  Die  zweite  Centralbewegung  wird  dann  mit  der 
Plaaetenbewegnng  nach  dem  Newton'schen  Gravitations- 
gesetze  identisch,  die  erste  geschieht  unter  dem  Einflüsse 
einer  Ejrafty  welche   ans  einem  dem  Quadrate  und  einem 


H 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


Fig.  18. 


der  dritten  Potenz  der  Entfernung  verkehrt  proportionalen 
Summanden  besteht.  Wir  finden  also  f&i  eine  solche  Kraft 
die  Bahn,  indem  wir  in  den  Planetenbahnen  den  zu  jedem  r 
gehörigen  PoLwnmkel  mit  x  multipliciren.  Die  Bahnen, 
welche  dadorch  aus  der  parabolischßu  und  den  hyperbolischen 
entstehen,  sowie  diejenigen,  welche  man  ftir  imaginäre  m 
erhält,  haben  ganz  den  Typus  einer  der  Figuren  4  bis  9. 

Aus  den  elliptischen  Bahnen  aber  entstehen  eigen- 
thümliche  sternförmige  geschlossene  oder  ungeschlossene 
Bahnen,  welche,  je  nachdem  x  von  einem  sehr  kleinen  bis 
zu  einem  sehr  grossen  Werthe  varürt,  den  Typus  der 
Figuren  10  bis  13  haben.    Ist  die  Bahn  ungeschlossen,  so 
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kommt  das  Bewegliche,  wie  wir  es  schon  bei  den  Lissajous*- 
schen  Figuren  als  möglich  erkannten,  während  genügend 
langer  Zeit  jedem  Punkte,  der  in  einem  von  zwei  concen- 
trischen  Kreisen  begrenztem  Stücke  der  Ebene  liegt,  beliebig 
nahe.  Die  Bahngleichung  giebt  uns  daher  nicht  für  jede 
Abscisse  des  Beweglichen  eine  einzige  oder  eine  endliche 
Anzahl  möglicher  Ordinaten,  sondern  blos  in  jedem  Punkte 
die  Richtung  und  Geschwindigkeit  der  Weiterbewegung. 

§  28.    DlBouBsion  der  möglichen  Bahntypen. 

Wir  wollen  noch  einige  allgemeine  Betrachtungen  an- 
stellen, um  uns  zu  überzeugen,  welche  Bahntypen  ausser 
«denen,  die  wir  bisher  zufällig  kennen  gelernt  haben,  noch 
möglich  sind.  Wir  wollen  uns  mit  dem  leicht  zu  behan- 
delnden Falle,  dass  A;  =s  0,  also  die  Bahn  eine  Gerade  ist, 
nicht  befassen. 

Setzen  wir 

SO  erhalten  wir: 

f{r)  kann  beliebige  positive  oder  negative  Werthe  einschliess- 
lich Null  haben,  soll  aber  zwischen  r  =  0  und  r  =  oo  ein- 
deutig, endlich  und  continuirlich  bleiben.  Da  wir  in  der 
Physik  unendliche  Kräfte  nicht  zulassen,  so  sollten  wir  in 
diese  Bedingung  die  Werthe  r  =  0  und  r  =  oo  einschliessen. 
Doch  wollen  wir  theils  der  allgemeinen  üebersicht,  theils 
gewisser  beliebter  Ej'aftgesetze  wegen  ein  unendliches  An- 
wachsen der  Kraft  ftlr  r  =  0  und  r  =  cx)  zulassen.  Unter 
diesen  Annahmen  sind  auch  (p{r)  und  \fj{r)  exclusive  der 
Grenzen  zwischen  r  =  0  und  r  =  cx)  eindeutig,  endlich  und 
continuirlich. 

Aus  den  Gleichungen  50)  folgt,  dass,  wenn  das  Krafl- 
gesetz  und  die  Werthe  der  Constanten  h  und  k  gegeben 
sind,  nur  solche  Werthe  von  r  in  reellen  Bahnen  vor- 
kommen können,  für  welche  i//(r)  nicht  negativ  ist  An- 
dererseits wird  man  in  jedem  Punkte  Ä,  flir  welchen  i^(r) 
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positiY  ist)  einen  positiven  und  einen  gleichen  negativen  Werth 
für  drjdß-  finden  können^  welcher  unseren  Gleichungen  ge- 
nügt Durch  jeden  solchen  Punkt  werden  also  zwei  mögliche 
Bahnen  gehen ,  die  übrigens  vollkommen  congruent  und 
Spiegelbilder  bezüglich  der  Geraden  OÄ  sind.  Durch  jeden 
anderen  Punkt  B,  der  sich  in  der  gleichen  Entfernung  von  O 
befindet,  gehen  bei  dem  gleichen  Kraftgesetze  zwei  congruente, 
gleichen  Werthen  von  h  und  k  entsprechende  Bahnen,  die  um 
den  Winkel  BOA  gegen  die  durch  A  gehenden  Bahnen  ge- 
dreht sind.  Wir  wollen  alle  diese  Bahnen,  da  sie  unterein- 
ander congruent  sind,  als  eine  einzige  Bahnform  bezeichnen. 
Wenn  t^  (r)  für  sehr  kleine  r  positiv  und  für  r  =  0 
noch  positiv  oder  gleich  Null  ist,  so  endet  eine  Bahnform 
in  O.  1//  (0)  kann  natürlich  nur  Null  oder  positiv  sein,  wenn 
9P  (r)  mit  abnehmendem  r  unendlich  gross  von  der  Ordnung 
1/r*  oder  noch  höherer,  daher  die  Kraft  /"(r)  von  der  Ord- 
nung 1/r'  oder  höherer  unendlich  wird.  Für  kein  anderes 
Kraftgesetz  kann  das  Bewegliche  nach  O  gelangen,  ohne 
dass  ib  =  0  ist.  Die  Zeit  r,  welche  vergeht,  bis  r  von  einem 
kleinen  Werthe  6  bis  Null  abnimmt  oder  umgekehrt  und  der 
gesammte  Winkel  a,  um  welchen  sich  dabei  der  Leitstrahl  r 
drehty  sind  gegeben  durch 


51)  T  = 


rdr 


^-^<p(r)-^hr*-  k* 


52)  a  = 


kdr 


^^{f)  +  hr^-^k^ 


u  nimmt  daher  mit  abnehmendem  c  ab,  wenn  r  j/ejp  (r)  mit 
abnehmendem  r  von  höherer  Ordnung  unendlich  wird  als 

1 1  —  1  ,ll{-A.lll \—\  . . . ,  wobei  /  der  natürliche  Logarithmus, 

II  der  natürliche  Logarithmus  des  natürlichen  Logarith- 
mus etc.  ist  Sonst  wird  a  unendlich  und  die  Bahn  um- 
windet den  Punkt  0  in  unendlich  vielen  Windungen.  Die  dazu 
erforderliche  Zeit  könnte  nur  unendlich  werden,  wenn  2r^^(r) 
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für  kleine  r  von  mk^^  mhr^  um  kleines  von  höherer  Ord-» 
nung  als  r*  u  —  H—  ..      verschieden  wäre. 

Ebenso  reicht  eine  Bahn  in  unendliche  Ehitfemong^ 
wenn  \p{r)  für  r  =  cx)  positiv  ist  oder  von  einem  positiven 
Werth  aus  sich  der  Grenze  Null  nähert,  was  für  die  physi« 
kaiisch  eigentlich  allein  wichtigen  Fälle ,  dass  9(00)  ver- 
schwindet^ nur  für  positive  h,  oder  wenn  9  (r)  für  grosse  r 
positiv  ist,  auch  für  ^  =  0  eintreten  kanp.  Ob  der  Leit- 
strahl r  dabei  einen  endlichen  Winkel  beschreibt  oder  un^ 
endlich  viele  Umläufe  macht,  sowie  ob  das  Bewegliche  eine 
beliebig  grosse  Entfernung  in  endlicher  oder  erst  unend* 
lieber  Zeit  erreicht^  hängt  wieder  von  dem  leicht  zu  discu- 
tirendem  Werthe  zweier  bestimmter  Integrale  ab,  welche 
sonst  genau  mit  den  bestimmten  Integralen  51)  und  52) 
übereinstimmen;  nur  dass  ihre  untere  Grenze  sehr  gross, 
ihre  obere  unendlich  ist. 

Da  ip{r)  continuirlich  ist,  so  kann  es  von  einem  posi- 
tiven zu  einem  negativen  Werth  nur  durch  den  Werth  Null 
übergehen.  Wir  wollen  bei  gegebenem  Eraftgesetze  die 
verschiedenen,  einem  gegebenen  Werthepaare  von  h  und  k 
entsprechenden  Bahnen  untersuchen.  Für  ihre  Anzahl  ist- 
die  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

53)  i/;(r)  =  0 

maassgebend.  Wir  setzen  zunächst  voraus,  dass  für  das  ge- 
gebene Werthepaar  von  h  und  k  die  obige  Gleichung  53) 
keine  gleichen  positiven  Wurzeln  hat,  dass  also  für  keinen 
positiven  Werth  des  r,  der  sie  befiriedigt^  auch  rfß\r)  =  0  ist 
Dann  wird  für  jede  positive  Wurzel  r^  der  Gleichung  53) 
1//  (r)  mit  wachsendem  r  entweder  von  einem  negativen  Werth 
zu  einem  positiven  oder  umgekehrt  übergehen.  Wir  nennen 
die  Wurzel  r  =  r^  im  ersten  Falle  eine  steigende,  im  zweiten 
Falle  eine  sinkende.  Für  jede  solche  Wurzel  iBi-drfd&  =  0. 
Zwischen  jeder  sinkenden  und  der  nächst  grosseren 
steigenden  Wurzel  ist  ip{r)  negativ,  daher  keine  Bahn  möglich. 
Zwischen  einer  steigenden  und  der  nächst  grösseren  sinken* 
den  ist  immer  eine  Bahnform  möglich,  deren  Periheldistanz 
die  steigende,  deren  Apheldistanz  die  sinkende  Wurzel  ist. 
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Grösaer  kann  r  in  dieser  Bahn  nicht  werden.  Die  Bahn 
muss  sich  daher  nach  dem  Aphel  in  einem  Zweige  fort- 
setzen, der  wieder  zun  Perihel  zurückkehrt  nnd  wegen  des 
gleichen  Banes  der  Differentialgleichung  mit  dem  vor  dem 
Aphel  liegenden  Theil  congment  ist  Dasselbe  gilt  Ton  jedem 
PeriheL 

In  dem  angenommenen  Falle ,  dass  r^  keine  doppelte 
Wnrzel  der  Gleichung  58)  ist,  kann  r  nur  eine  sehr  kurze 
Zeit  hindurch  sehr  nahe  gleich  r^  sein,  der  auch  wegen  des 
Flächensatzes  nur  eine  sehr  kleine  Aenderong  von  &  ent- 
spricht Dies  lehrt  die  in  bekannter  Weise  auszuführende 
Discussion  der  Differentialgleichung  ftir  den  Fall,  dass  r 
nahe  gleich  r^  ist  Ich  f&hre  hier  diese  Discussion  nur  bei- 
läufig aus.  Sei  r  zur  Zeit  ^^  gleich  r^,  was  eine  steigende  ein- 
gehe Wurzel  der  Gleichung  58)  sei.  Zur  Zeit  t^  +  r  aber 
sei  r  =  rQ  +  Q.  Setzt  man  Y^f/^  =2  0,  so  reducirt  sich 
die  erste  der  Differentialgleichungen  50)  fbr  kleine  q  auf 

4l--yv'('-o+?)=2«i^. 

woraus  folgt  q  ^  a^  r'.  So  lange  q  sehr  klein  ist,  wird  also 
immer  r  während  einer  sehr  kurzen  Zeit  von  r^  bis  r^  +  q 
wachsen.  Dasselbe  gilt  auch  für  eine  sehr  kleine  Abnahme 
des  Q  im  Aphel. 

Da  nach  dem  Flächensatze  d&Jdt  sein  Zeichen  nicht 
wechselt  und  nur  in  unendlicher  Entfernung  Null  werden 
kann,  so  kann  die  Tangente  zur  Bahn  niemals  durch  den 
Coordinatenursprung  O  gehen.  Das  Bewegliche  muss  viel- 
mehr  den  Punkt  O  immer  im  einen  oder  anderen  Sinne 
umkreisen.  Wir  erhalten  daher  stets  geschlossene  oder 
ungeschlossene  Bahnen  von  dem  Typus  der  Figuren  10 
bis  13,  von  denen  ellipsenartige  Bahnen  ein  specieller  Fall 
sind,  wobei  zu  bemerken  ist^  dass  der  Krümmungshalb- 
messer der  Bahn  unendlich  wird,  wo  f{r)  ==  0  ist,  da- 
gegen ist  die  Bahn  nach  derjenigen  Seite  der  Tangente, 
auf  welcher  O  liegt,  concay  oder  convex,  wenn  f{r)  negativ 
oder  positiT  ist  Man  sieht  dies  ein,  wenn  man  f{r)  in  die 
Tangentialkraft  und  in  die  nach  dem  Erümmungsmittel- 
punkte    der  Bahn    hin   gerichtete   Centripetalkraft    zerlegt. 
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Zwischen  dem  Perihel  und  Aphel  kann  natürlich  möglicher 
Weise  die  eine  and  die  andere  Krümmung  öfters  wechseln. 
In  Figg.  5  bis  9  ist  die  Krümmung  immer  gegen  0  gerichtet^ 
in  Figg.  10  und  11  wechselt  sie  zwischen  Perihel  und  Aphel 
einmaL 

Ist  %f)  (r)  für  sehr  kleine  Werthe  von  r  positiv,  so  muss 
die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung  58),  wenn  diese 
überhaupt  positive  Wurzehi  hat,  eine  sinkende  sein.  Dann 
giebt  es  eine  im  Goordinatenursprunge  endende  Bahn,  deren 
Aphel  diese  kleinste  Wurzel  ist,  welche  aber  ins  Unend- 
liche geht,  wenn  keine  positive  Wurzel  existirt  Im  ersten 
Falle  theilt  der  nach  dem  Aphel  gezogene  Leitstrahl  natür- 
lich die  Bahn  wieder  in  zwei  Aeste,  die  Spiegelbilder  be- 
züglich des  Leitstrahles  sind. 

Ist  t//(r)  für  sehr  grosse  r  positiv,  so  ist,  falls  die 
Gleichung  58)  überhaupt  positive  Wurzeln  hat,  die  grösste 
derselben  eine  steigende  und  gleich  der  Periheldistanz  der 
sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Bahn,  welche  auch  wieder 
durch  den  nach  dem  Perihel  gezogenen  Leitstrahl  in  zwei 
Aeste  getheilt  wird,  die  bezüglich  des  Leitstrahles  Spiegel- 
büder  sind.  Die  im  Anziehungscentrum  endenden  oder  ins 
Unendliche  gehenden  Bahnen  haben  den  Tjrpus  der  Figuren  9 
oder  4  bis  8,  wobei  jedoch  natürlich  auch  wieder  Elinwärts- 
und  Auswärtskrümmung  wechseln  kann.  Bei  den  ersteren 
Bahnen  kann  natürlich  die  Anzahl  der  Windungen  um  den 
Coordinatenursprung  auch  beliebig  gering  sein. 

Hat  die  Gleichung  58)  gar  keine  positive  Wurzel,  so 
kann  ip  (r)  von  r  =  0  bis  r  =  cx)  sein  Zeichen  nicht  wechseln. 
Ist  dieses  Zeichen  negativ,  so  ist  überhaupt  keine  Bahn 
möglich,  ist  es  positiv,  so  erstreckt  sich  die  einzig  mögliche 
Bahnform  vom  Anziehungscentrum  bis  ins  Unendliche.  Eis 
ist  dies  der  einzige  Fall,  wo  ausser  dem  Anziehungscentrum 
und  dem  unendlich  entfernten  Punkte  kein  Perihel  oder 
Aphel  existirt,  wo  also  nicht  jede  Bahn  selbst  aus  zwei  con» 
gruenten  Aesten  besteht,  die  Spiegelbilder  zu  einander  sind, 
sondern  diese  beiden  Spiegelbilder  als  zwei  verschiedene 
Bahnformen  betrachtet  werden  können,  da  sie  sich  nur  im 
Unendlichen  oder  im  Anziehungscentrum  treffen. 
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§  24.    Bahnen,  welche  sich  der  Kreisbahn  asymptotisch 

nahem  oder  sie  osonliren. 

Es  ist  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  für  gewisse 
Werthepaare  von  k und k^  z.B.h=^h^j  k  =  kj^  die  Gleichung 58) 
zwei  gleiche  Wurzeln  r  =^  r^  besitzt  Dann  ist  gleichzeitig 
tp{r^)  =  yf'{r^)  =  0,  also: 

54)  -^  fir,)  +  1^  =  0. 

Wegen  der  ersten  der  Gleichungen  50)  ist  drjdt^Oj  daher 

dd^  _  h 
^  dt  "^  r 

gleich  der  gesammten  Geschwindigkeit  c.  Aus  Gleichung  64) 
folgt  daher: 

Die  Centralkraft  ist  anziehend  und  gleich  der  der  Kreis- 
bewegung entsprechenden  Centripetalkraft.  Da  für  r  =^r^ 
die  Gleichung  drjd-d'  =  0  besteht,  so  kann  die  Bewegung 
fortwährend  im  Kreise  erfolgen. 

Es  soll  zunächst  ^j/'  (r^)  negativ  sein.  Dies  tritt  wegen 
i/;'(rj)  =  0  ein,  wenn  für  r  ^r^ 

negativ  ist,  also  f(f)  in  der  unmittelbaren  Umgebung  des 
Werthes  r  ^r^  mit  wachsendem  r  ab-  oder  weniger  rasch 
znnimmt,  als  die  mit  einer  Constanten  multiplicirte  reciproke 
dritte  Potenz  von  r.  Dann  liegt  für  das  gegebene  Werthepaar 
Ton  h  und  k  zu  beiden  Seiten  des  Ejreises  r  ^r^  ein  Ge- 
biet, wo  keine  Centralbewegung  möglich  ist.  Stört  man  die 
Bahn  sehr  wenig,  d.  h.  yerändei*t  man  die  Werthe  von  h 
and  k  sehr  wenig,  so  muss  daher  die  Bahn  immer  der  Kreis- 
bewegung unendlich  nahe  bleiben,  man  sagt,  die  Ejreis- 
bewegong  ist  eine  stabile  Bahn. 

Ist  dagegen  rf/'(^^  positiv,  d.  L  wächst  die  Kraft  in  der  un- 
mittelbaren Umgebung  des  Werthes  r^r^  mit  wachsendem  r 
rascher  als  die  mit  einer  Constanten  multiplicirte  reciproke 
dritte  Potenz  von  r,  so  liegt  für  das  in  Frage  stehende 
Werthepaar  von  h  und  k  zu  beiden  Seiten  des  Ejreises  r=:sr^ 

6* 
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ein  Gtobiet^  wo  durch  jeden  Punkt  zwei  Bahnen  (beide  natür- 
lich Spiegelbilder  voneinander)  gehen.  Wenn  also  wieder  ^ 
eine  kleine  positive  oder  negative  Grösse  ist,  so  gehen  dnrch 
jeden  Ponkt,  der  die  Entfernung  r^  +  Q  vom  Anziehungs- 
centrum  hat,  zwei  derartige  Bahnen  hindurch,  für  welche 
h  und  k  dieselben  Werthe,  wie  f&r  die  Bewegung  im  Exeise 
r  =:  Tj  haben. 

Der  Typus  dieser  Bahnen  wird  durch  Discussion  der 
Differentialgleichung  für  den  Fall,  dass  nahe  r  ^r^  ist, 
gefunden.  Wir  woUen  in  die  erste  der  Gleichungen  50) 
r  =sr^  +  Q  setzen  und  ohne  uns  in  eine  detaillirte  Analyse 
der  Beihenentwickelung  einzulassen,  durch  welche  die  folgen- 
den Resultate  exact  begründet  werden  können,  alle  Glieder 
bis  auf  die  der  niedrigsten  Ordnung  weglassen.  Wenn  wir 
den  reciproken  Werth  der  Grösse  \  t/;"(rj)  mit  b^  bezeichnen, 
so  erhalten  wir  dann: 

wobei  /  den  natürlichen  Logarithmus,  Qq  den  Werth  des  q 
zur  Zeit  /^  bedeutet.  Es  ist  also  sowohl  die  Zeit,  welche 
vergeht,  bis  q  einen  endlichen  Werth  annimmt,  als  auch 
die,  welche  vergeht,  bis  q  exact  gleich  Null  wird,  also  die 
Bewegung  exact  mit  der  Kreisbewegung  identisch  wird,  un- 
endlich. Man  könnte  daher  sagen,  dass  Air  das  gegebene 
Werthepaar  von  h  und  k  in  der  unmittelbaren  Umgebung 
des  Werthes  r  =  r ^  drei  Arten  von  Centralbewegungen  mög- 
lich sind,  die  exact  im  Kreise  r^r^,  eine  zweite  ausser- 
halb, die  sich,  wenn  sie  von  aussen  nach  innen  durchlaufen 
wird,  in  unendlich  vielen  Wiodungen,  deren  Zurücklegnng 
eine  unendlich  lange  Zeit  beansprucht,  der  Ejreisbahn  asym- 
ptotisch nähert,  eine  dritte,  die  sich  ebenso  von  innen  der 
Kreisbewegung  asymptotisch  nähert  Alle  drei  können 
natürlich  auch  als  eine  einzige  aufgefasst  werden,  in  der  das 
Bewegliche,  wenn  es  sich  z.  B.  von  innen  nach  aussen  be- 
wegt, sich  zuerst  der  Ejreisbahn  nähert^  dann  in  dieser  un- 
endlich lange  verbleibt  und  sie  dann  erst  in  tmendlich  vielen 
Windungen  nach  aussen  wieder  verlässt  Da  es  jetzt  keine 
Bahn  giebt,  die  sehr  nahe  der  Ejreisbahn  ein  Perihel  und 
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auch  ein  Aphel  hat^  so  ist  letztere  instabil,  d.  h.  die  kleinste 
Störung  bewirkt,  dass  sich  das  Bewegliche  durch  sehr  lange 
Zeit  immer  mehr  und  schliesslich  um  Bildliches  von  ihr  entfernt. 

Jede  der  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen  Bahnen 
kann  daher  statt  des  Perihels  oder  Aphels  oder  auch  statt 
beider  sich  eiaer  Kreisbahn  von  aussen  oder  innen  nähern. 

Wemi  h  und  k  nicht  exact,  aber  sehr  nahe  gleich  solchen 
Werthen  h^  und  A^  sind,  fbr  welche  die  Gleichung  53)  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  sind  zwei  Fälle  möglich: 

FaU  1 :  h  und  k  haben  solche  sehr  nahe  an  h^  und  k^ 
gelegene  Werthe  h^  und  k^ ,  dass  t^  (r^)  einen  kleinen  nega- 
tiyen  Werth  hat,  wobei  r^  wieder  die  für  A  ==  A^  und  k  ===  k^ 
vorhandene  doppelte  Wurzel  der  Gleichung  53)  ist  Dann 
ist  der  Ejreis  r  ^r^  von  einem  sehr  schmalen  Binge  um- 
geben, innerhalb  dessen  keine  Centralbewegung  mit  den 
Werthen  h^  und  k^  der  Constanten  möglich  ist^)  Die  inner- 
halb dieses  Binges  liegenden  Bahnen,  bei  denen  die  Con- 
stanten diese  Werthe  haben,  werden  daher^  nachdem  sie  sich 
in  vielen  nahe  kreisförmigen  Windungen  dem  Binge  näherten, 
an  dessen  innerem  Bande  ihr  Aphel  haben.  Ebenso  haben 
die  ausserhalb  liegenden  Bahnen  nach  vielen  nahe  kreis- 
förmigen Windungen  am  Aussenrande  des  Binges  ihr  Perihel 
und  das  Bewegliche  kann  niemals  von  einer  innerhalb  des 
Binges  liegenden  zu  einer  ausserhalb  liegenden  Bahn  gelangen. 

Fall  2:  h  und  k  sollen  solche  Werthe  h^  und  k^  haben, 
welche  ebenfalls  von  h^  und  k^  sehr  wenig  abweichen,  aber 
gerade  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  h^  und  k^j  so  dass  i/;(r) 
fär  keinen  Werth  von  r  gleich  Null  oder  negativ  wird,  der  sehr 
nahe  an  r^  liegt  füne  Bahn,  welche  mit  den  Werthen  ^3  und  k^ 
der  Constanten  innerhalb  des  Kreises  r  ^r^  beginnt,  wird 
sich  zwar  anfangs  auch  diesem  Kreise  in  sehr  vielen  Win- 
dungen nähern,  dann  aber  ihn  durchbrechen  und  nach  noch- 
maliger Beschreibung  sehr  vieler  dem  Kreise  sehr  nahe 
liegender  Windungen  ihn   nach   aussen  zu  ganz  verlassen. 

Wenn  wir  daher  von  demselben  Punkte  innerhalb  des 
Kreises  r  ^r^  einmal  eine  Bahn  mit  den  Werthen  h^  nnd  k^, 

^  Dieser  Bing  kann  auch  ganz  innerhalb  oder  ganz  ausserhalb 
des  Kreiaes,  aber  immer  sehr  niÄe  daran  liegen. 
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dann  mit  den  Werthen  \  nnd  k^  der  Constanten  ausgehen  lassen, 
80  werden  beide  Bahnen  und  auch  die  Bewegungsgeschwindig- 
keiten in  denselben  anfangs  nur  sehr  wenig  verschieden  sein. 
Dann  aber  wird  die  erste  Bahn  in  der  unmittelbaren  Nähe 
des  Kreises  r  3=  r^  umkehren,  die  letzte  dagegen  wird  diesen 
Kreis  um  endliches  überschreiten  und  dann  total  von  der 
ersten  Bahn  yerschieden  verlaufen.  Aehnliches  kann  natür- 
lich auch  beim  Dreikörperproblem  eintreten.  Ein  Elrstaunen 
hierüber  scheint  mir  kaum  gerechtfertigt^  da  die  Zeit  der 
Bewegung,  nach  welcher  die  beiden  Bahnen  weit  voneinander 
abweichen^  eine  enorm  grosse  ist  Nach  einer  enorm  grossen 
Zeit  aber  weichen  ja  auch  zwei  ungeschlossene  Bahnen  von 
dem  in  Figg.  10  bis  13  dargestellten  Typus  in  ihrer  Lage, 
freilich  nicht  in  ihrer  Form,  um  Endliches  voneinander  ab, 
auch  wenn  sowohl  sie,  als  auch  die  Bewegungsgeschwindig- 
keiten anfangs  fast  vollständig  übereinstimmten. 

Nicht  wesentlich  verschieden  sind  die  Verhältnisse,  wenn 
für  r  =  r^  nebst  tfj  selbst  noch  mehr  Ableitungen  als  die 
erste  Terschwinden  und  eine  gerade  Ableitung  die  erste 
ist,  die  nicht  verschwindet  Nur  ist  dann  die  Zeit,  während 
welcher  r  —  r^  von  einem  endlichen,  bis  zu  einem  gegebenen 
sehr  kleinen  Werth  sinkt,  von  noch  höherer  Ordnung  gross. 
Wenn  dagegen  eine  ungerade  Ableitung  die  erste  ist,  welche 
nicht  verschwindet,  so  nähern  sich  die  Bahnen  nur  von  einer 
Seite  der  Kreisbahn  mit  dem  Badius  r^  asymptotisch,  wäh- 
rend auf  der  anderen  Seite  für  die  in  Bede  stehenden  Werthe 
von  h  und  k  keine  Bahnen  möglich  sind.  Wenn  alle  Ab- 
leitungen verschwinden,  so  erhalten  wir  den  schon  discutirten 
Fall  einer  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  verkehrt  pro- 
portionalen Kraft.  Bezüglich  aller  näheren  Details  muss  auf 
die  Originalabhandlungen  verwiesen  werden.^} 

Ich  füge  noch  einige  Worte  über  den  Fall  bei,  dass 

ist,  wo  1  >  ;^  >  0  ist  Dann  ist  die  Kraft  in  der  Nähe  des 
Werthes  r  ^r^  eine  eindeutige  und  continuirliche  Function 

')  Korteweg,  Arch.  neerl.  Bd.  19;  Boussinesq,  Compt  rend. 
Bd.  84,  p.  944. 
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Tonr,  deren  Ableitung  Dach  r  jedoch  unendlich  wird.  In  diesem 
Falle  ist  die  Bahn  durch  die  Bewegungsgleichungen,  die  An- 
fangslage und  Grösse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit nicht  immer  eindeutig  bestimmt,  da  das  Bewegliche  für 
diejenigen  Werthe  der  Integrationsconstanten,  für  welche 
tp{r^)  =  rpXr^)  =  0  ist^  sich  sowohl  im  Kreise  mit  dem  Badius  r^, 
als  auch  in  einer  anderen  Bahn,  die  diesen  Ereis  osculirt, 
bewegen  kann,  und  zwar  erreicht  das  Bewegliche  auf  der 
letzteren  Bahn  in  endlicher  Zeit  eine  von  der  Kreisbahn 
am  Endliches  abstehende  Stelle,  wie  man  sehr  leicht  findet, 
wenn  man  r  =  rj^  +  q  setzt,  wie  firtiher  nach  Potenzen  von  q 
entwickelt  und  die  Zeit  suchte  während  welcher  q  von  Null 
bis  zu  einem  kleinen  endlichen  Werthe  wächst 

Deshalb  nehmen  wir  immer  an,  dass  der  Quotient  des 
Zuwachses  der  Entfernung  in  den  entsprechenden  Zuwachs 
der  Kth&  nicht  unendlich  werden  kann.  Dann  sind  nach 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen  Mehrdeutigkeiten 
innerhalb  endlicher  Zeit  ausgeschlossen.^)  In  den  früher  be- 
trachteten FäUen  der  Bahnen,  die  sich  der  Kreisbahn  asym- 
ptotisch nähern,  hatte  das  Bewegliche  zwar  auch,  wenn  es 
anfangs  auf  der  Kreisbahn  war,  gewissermaassen  die  Wahl 
auf  dieser  zu  bleiben  oder  die  sich  ihr  asymptotisch  nähernde 
einzuschlagen.  Diese  Wahl  wurde  aber  dadurch  illusorisch^ 
dass  sich  die  Bewegung  im  letzteren  Falle  erst  nach  unend- 
lich langer  Zeit  von  der  im  ersteren  Falle  unterscheidet 
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§  25.    Bewegung  zweier  beweglicher  materieUer  Funkte 
unter  dem  Einflüsse  einer  Centrikraft. 

Wir  betrachten  nun  als  einfaches  Beispiel  den  Fall, 
dass  sich  nur  zwei  materielle  Punkte  mit  den  Massen  m^ 
und  171^,  zwischen  denen  eine  Centrikraft  f{r)  thätig  ist,  in 
einer  Ebene  bewegen.    ff{r)dr  mit  einer  bestimmten,  in 

1)  Wien.  Sitsber.  106,  S.  12,  7.  Januar  1S97. 
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einfachster  Weise  gewählten  Constante  werde  wieder  mit 
q>  (r)  bezeichnet  r  sei  die  Entfernung  der  beiden  materiellen 
Punkte,  x^j  y^,  x^j  y^  deren  rechtwinkelige  Coordinaten  zu 
irgend  einer  Zeit  t.  Nach  Gleichung  9)  erhält  man  dann 
die  folgenden  Gleichungen: 


55) 


Addiren  wir  von  diesen  Gleichungen  je  zwei  übereinander- 
stehende,  so  folgt: 

Wir  wollen  nun  die  gerade  Verbindungslinie  der  beiden 
materiellen  Punkte  zu  jeder  Zeit  durch  einen  Punkt  S  in 
zwei  Stücke  theilen,  die  sich  verkehrt  wie  die  ihnen  an- 
liegenden Massen  verhalten.  Der  Punkt  S,  den  wir  den 
Schwerpunkt  des  von  beiden  Massen  gebildeten  Systems  oder 
kürzer  den  Schwerpunkt  der  beiden  Massen  nennen,  hat 
dann  zu  jeder  Zeit  eine  bestimmte  Lage,  die  sich  continuir- 
lich  mit  der  Zeit  verändert  und  man  kann  von  seiner  Be- 
wegung wie  von  der  eines  materiellen  Punktes  sprechen. 
Für  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  zur  Zeit  i  findet 
man  durch  eine  einfache  Bechnung  die  Werthe 

Wenn  beide  Massen  gleich  sind,  so  liegt  also  der  Schwer- 
punkt gerade  in  der  Mitte  zwischen  beiden  und  seine  Ab- 
scisse  ist  das  arithmetische  Mittel  ihrer  Abscissen  und 
gleiches  gilt  für  die  y-Goordinate.  Ist  dagegen  eine  Masse 
grösser,  so  rückt  ihr  der  Schwerpunkt  um  so  näher,  je 
grösser  sie  ist  Die  Gleichungen  56)  reduciren  sich  daher, 
da  wir  die  Massen  als  ein  ftir  allemal  constant  betrachten, 
auf  cP^ldt*  =^  d^fildt*  =^0.  Der  Schwerpunkt  bewegt  sich 
daher  gleichförmig  in  einer  Geraden  mit  der  Geschwindig- 
keit, die  er  zu  Anfang  hatte  fort,  genau  so  wie  ein  mate- 
rieller Punkt,  auf  den  gar  keine  Kräfte  wirken. 
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Eb  handelt  sich  nur  noch  danun^  die  relative  Bewegung 
der  beiden  materiellen  Punkte  relativ  gegen  den  Schwer- 
punkt zu  finden.  Wir  wollen  lieber  die  relative  Bewegung 
der  einen  Masse  m^  gegen  die  andere  m,  anfauchen.  Durch 
diese  ist  uns  dann  die  Sichtung  und  Länge  der  Verbindungs- 
linie der  Massen  zu  jeder  Zeit  gegeben.  Da  wir  auch  die 
Lage  des  Schwerpunktes  zu  jeder  Zeit  kennen,  und  wissen 
in  welchem  Verhältnisse  derselbe  diese  Verbindungslinie 
theflty  so  können  wir  dann  unmittelbar  die  Lage  jeder  der 
Massen  zu  jeder  Zeit  sofort  finden. 

Wir  wollen  ein  zweites  Coordinatensystem  benutzen, 
dessen  Axen  immer  denen  des  ersten  parallel  bleiben,  aber 
sich  parallel  zu  sich  selbst  so  im  Baume  bewegen^  dass  ihr 
Coordinatenanfangspunkt  immer  mit  der  augenblicklichen 
Lage  des  materiellen  Punktes  m^  zusammenfällt  Die  Coordi- 
naten  der  Masse  m^  zur  Zeit  t  bezüglich  dieses  zweiten 
Coordinatensystems  bezeichnen  wir  mit  x,  y  ohne  Index. 
Dann  ist: 


DiTidirt  man  die  erste  Gleichung  in  der  ersten  Zeile  der 
Gleichungen  55)  durch  m^,  subtrahirt  davon  die  darunter 
stehende  Gleichung,  nachdem  man  letztere  durch  m^  dividirt 
hat  und  setzt  noch 

-^??i^  =  m   oder    -L  =  J-  +  J-, 
SO  erhält  mau: 

Sbenso  erhalt  man,  wenn  man  in  der  ersten  Zeile  der 
Gleichungen  55)  die  zweite  Gleichung  durch  m^  dividirt 
und  davon  die  durch  m,  dividirte,  immittelbar  darunter 
stehende  Gleichung  subtrahirt: 

Diese  und  die  Yorhergehende  Gleichung  stimmen  voll- 
kommen mit  den  Gleichungen  32)  überein.  Die  relative  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes  m^  gegen  den  Punkt  m^f 
worunter  wir  nichts  anderes  verstehen,  aJs  die  Art  der  Ver- 
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änderoBg  der  Coordinaten  Xy  y  des  ersten  materiellen  Punktes 
bezüglich  des  zweiten  Coordinatensystems,  dessen  Axen  sich 
immer  parallel  bleiben  und  immer  durch  den  zweiten  mate- 
riellen Punkt  gehen^  geschieht  also  genau  nach  den  Gesetzen, 
welche  wir  für  die  Centralbewegung  um  ein  fixes  Gentrum 
kennen  gelernt  haben.  Genauer  gesprochen  so,  als  ob  der 
zweite  materielle  Punkt  unveränderlich  im  Baume  festgehalten 
würde  und  dieselbe  Centrikraft  f{r)  auf  den  ersten  ausübte, 
der  aber  nicht  die  Masse  m^,  sondern  die  mit  m  bezeich- 
neten Massen  haben  müsste;  als  ob  femer  der  erste  mate- 
rielle Punkt  zu  Anfang  genau  diejenige  Geschwindigkeit  und 
Geschwindigkeitsrichtung  gehabt  hätte,  welche  er  in  Wirk- 
lichkeit relativ  gegen  das  zweite  Goordinatensystem  hatte, 
d.  h.  als  ob  seine  Geschwindigkeitscomponenten  in  den 
Goordinatenrichtungen  zu  Anfang  der  Zeit  gleich 

dt  dt 

gewesen  wären.  Da  wir  die  Gesetze  der  Gentralbewegung 
um  ein  fixes  Gentrum  bereits  kennen  gelernt  haben,  so  er- 
sparen wir  durch  die  angeführten  Sätze  fiir  die  Auflösung 
des  in  diesem  Paragraphen  gestellten  Problems  jede  neue 
Rechnung.  Diese  Bewegung  in  der  a;^ -Ebene  (der  Bahn- 
ebene) wird  natürlich  nicht  gestört,  wenn  beide  materielle 
Punkte  dazu  noch  die  gleiche  Geschwindigkeit  senkrecht  zu 
dieser  Ebene  haben. 

§  26.    Bas  Energieprinolp. 

Wir  kehren  nun  zur  Betrachtung  beliebiger  materieller 
Punkte  zurück.  Wir  bezeichnen  die  Coordinaten  irgend  eines 
(des  hten)  derselben  zur  Zeit  t  mit  x^,  ^^,  Xj^,  die  gesammte 
Geschwindigkeit  desselben  mit  c^,  die  Gomponenten  der  ge- 
^sammten  Kraft,  welche  auf  ihn  wirkt,  in  den  Goordinaten- 
richtungen mit  Xf^y  F^,  Z^.  Die  allgemeinen  Gleichungen  13) 
schreiben  sich  dann  in  der  Form 


^ 


d^Xh 


68)  {     "  df^ 

^  =:  1  ,      2  •  •  ••  91. 
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Letzterer  Zusatz  hat  hier  wie  später  immer  die  Bedeatung^ 
dass  die  Gleichungen  immer  richtig  sind,  welchen  zwischen 
1  und  n  incl.  liegenden  ganzen  Zahlenwerth  man  dem  h 
auch  ertheilen  möge.     Da 

2     dt     "^    dt     dt^    '^    dt     («<»"*■    dt     dt* 

ist^  80  erhält  man,  indem  man  die  erste  der  Gleichungen  58) 
mit  dXj^Jdtf  die  zweite  mit  dyj^jdt,  die  dritte  mit  dxjdt 
multiplicirt  und  dann  alle  für  jeden  zulassigen  Werth  von  h 
so  gebildeten  Gleichungen  addirt: 

ft-i 
Hierbei  ist 

60)  ^=2'*»»»^ 

die   gesammte  lebendige  Kraft  aller  n  materiellen  Punkte. 
Die  Integration  liefert: 

61)  ^x  -  r,  =  /[§(^Ä^^.  +  Yn^yH  +  Z^dz>i. 

Hierbei  sind  7\  und  T^  die  Werthe  von  T  zu  den  beliebigen 
Zeiten  t^  und  Z^;  die  Integration  ist  über  die  ganze  Be- 
wegung während  der  Zeit  t^  —  t^  zu  erstrecken.  Es  ist  also, 
wenn  man  wieder  die  Begriffe  des  §  16  einfilhrt,  der  Zu- 
wachs der  gesammten  lebendigen  Kraft  des  Systems  während 
einer  beliebigen  Zeit  gleich  der  gesammten  Arbeit,  welche 
alle  auf  seine  Punkte  wirkenden  Kräfte  während  dieser  Zeit 
geleistet  haben.  Letztere  ist  positiv  zu  zählen,  wenn  der  Weg 
in  die  Richtung  der  auf  den  betreffenden  Punkt  wirkenden 
Kraft  fällt.  Dies  folgt  übrigens  schon,  wenn  man  die 
Gleichung  20)  ftlr  alle  Punkte  des  Systems  bildet  und  alle 
diese  Gleichungen  addirt 

Wir  betrachten  den  besonderen  Fall,  dass  die  Grösse, 
welche  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  61)  unter  dem 
Integralzeichen  steht,  das  Yollständige  Differentiale  einer  ein- 
deatigen  Function  —  V  ist,  welche  blos  die  Coordinaten  der 
n  materiellen  Punkte  enthält     Man  sagt  dann,  es  ezistirt 
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eine  Eraftfonction,  welche  die  Zeit  nicht  ezplidt  enthält, 
und  nennt  V  die  Eraftfonction«    In  diesem  Falle  ist: 


62)      1^ ö^'      *  öy*'      * — ^^' 


d.  h.  die  Kraft,  welche  auf  irgend  einen  materiellen  Ponkt 
in  irgend  einer  der  Coordinatenrichtongen  wirkte  ist  die 
negative  partielle  Ableitung  der  Eraftfunction  nach  der  be- 
treffenden Goordinate.  Die  Ausf&hrung  der  Integration  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichungen  61)  liefert  dann: 

wobei  V^  und  V^  die  Werthe  der  Eraftfunction  zu  den  ganz 
beliebigen,  schon  oben  mit  t^  und  t^  bezeichneten  Zeiten 
sind.  Die  Summe  der  gesammten  lebendigen  Kraft  und  des 
Werihes  der  Kraftfunction  bleibt  also  während  der  ganzen 
Bewegung  constani  Da  V  eine  eindeutige  Function  der 
Coordinaten  sein  soU,  so  muss  es  denselben  Werth  annehmen, 
so  oft  sämmtliche  Punkte  des  Systems  in  ihre  ursprüngliche 
Lage  zurückkehren,  es  muss  also  dann  jedesmal  die  ge- 
sammte  lebendige  Kraft  aller  Punkte  des  Systems  auch 
wieder  denselben  Werth  annehmen.  Nach  §  8  existirt  eine 
Kraftfunction  immer,  wenn  die  materiellen  Punkte  jeder 
fremden  Emwirkung  entzogen  sind  und  sich  blos  unter  dem 
Einflüsse  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Gentrikräfte  bewegen. 
Es  ist  dann  nach  Gleichung  10) 

Ebenso  muss  eine  Kraftfunction  existiren,  wenn  noch  v  be- 
liebige andere  materielle  Punkte,  von  denen  jedoch  jeder 
eine  unveränderliche  feste  Lage  im  Eaume  hat^  Gentrikräfte 
auf  die  n  materiellen  Punkte  ausüben.  Denn  man  kann  ja 
dann  die  Gleichung  auf  das  von  den  n  +  v  Punkten  ge- 
bildete System  anwenden,  und  dann  die  Goordinaten  der 
V  Punkte  constant^  resp.  ihre  Massen  unendlich  gross  setzen. 
Ist  jF5^k(r^t)  die  Kraft>  welche  einer  der  v  Punkte  auf  einen 
der  n  Punkte  in  der  Entfernung  r^j^  ausübt  und 
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Bo  ist  dann: 

62a)  F=  -  SS^^M  -[f*J *«(»•»»)• 

In  allen  diesen  Fällen  wird  die  Summe  der  lebendigen 
Kraft  und  Eraftfonction  constant  bleiben,  also  die  gesammte 
lebendige  Ejraft  der  n  Punkte  jedesmal  denselben  Werth  an- 
nehmen, sobald  jeder  derselben  zur  ursprünglichen  Position 
im  Baume  zurückgekehrt  ist  Daraus  folgt  aber  noch  keines- 
wegs, dass  auch  jeder  einzelne  materielle  Punkt  wieder  die 
ursprüngliche  Geschwindigkeit  haben  muss.  Speciell  wenn 
es  sich  um  ein  System  von  Eöipem  handelt,  die  aus  einer 
sehr  grossen  Zahl  so  dicht  gedrängter  materieller  Punkte 
bestehen,  dass  man  die  materiellen  Punkte  einzeln  nicht 
wahrnehmen  kann,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Bilde,  welches 
wir  uns  gemacht  haben,  mit  logischer  Consequenz  Folgendes: 
es  können  dann  und  werden  im  Allgemeinen  relative  Be- 
wegungen der  einzelnen  materiellen  Punkte  gegeneinander 
entstehen,  die  wir  offenbar  so  wenig  als  die  einzelnen  Punkte 
direct  beobachten  können.  Es  kann  nun  sein,  dass  diese 
verborgenen  Bewegungen  andere  wahrnehmbare,  quantitativ 
messbare  E^ecte  haben,  welche  der  lebendigen  Kraft  dieser 
unsichtbaren  Bewegungen  der  materiellen  Punkte  gegen- 
einander mit  Einschluss  der  hierbei  dtirch  Verschiebungen 
der  Punkte  geleisteten  Arbeit  der  Molekularkräfte  pro- 
portional, also  mit  entsprechendem  Coefficienten  multiplicirt 
gleich  sind.  Dann  muss  die  Summe  der  lebendigen  Kraft 
der  sichtbaren  Bewegung,  der  Kraftfiinction  der  sichtbar 
zwischen  den  Körpern  wirkenden  Kräfte  und  der  mit  den 
entsprechenden  Coefficienten  multiplicirten  Quantität  aller 
jener  anderen  Effecte  immer  constant  sein.  Nennen  wir 
daher  jeden  dieser  Summanden  eine  Energie,  so  muss  die 
Summe  aller  Energien  constant  sein.  Dies  ist  das  Energie- 
princip. 

Man  hat  die  Sache  manchesmal  so  dargestellt,  als  ob 
das  ganze  mechanische  Bild  nur  den  Zweck  hätte,  dieses 
Princip  zu  erklären.  Dann  wäre  freilich,  sobald  man  das 
Princip  selbst  klar  erkannt  hat,  das  Bild  überflüssig  geworden. 
Es  ist  aber  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  nur  ein 
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kleiner  Bruchtheil  alles  dessen,  was  durch  das  Bild  dar- 
gestellt wird  und  die  üebereinstimmung  mit  diesem  grossen 
allgemeinen  Naturprincipe  kann  also  nur  als  eine  einzelne, 
specielle,  werthyolle  Bestätigung  unseres  Bildes  betrachtet 
werden.  Erst  wenn  es  gelungen  wäre,  ohne  Zuziehung  un- 
seres Bildes  einen  Inbegriff  von  ebenso  viel  Thatsachen 
ebenso  klar  imd  übersichthch  wie  durch  das  Bild  darzu- 
stellen, könnte  man  sa^en,  das  Bild  sei  überfltLssig  ge- 
worden. 

Wenn  die  v  materiellen  Punkte^  welche  auf  das  be- 
trachtete System  der  n  Punkte  wirken,  nicht  ruhen,  sondern 
eine  bekannte  (vorgeschriebene)  Bewegung  machen,  so  sind 
im  zweiten  Gliede  des  Ausdruckes  für  F  (Gleichung  62a)  die 
Coordinaten  der  v  Punkte  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  t 
allein  zu  betrachten.  Daher  enthält  V  ausser  den  Coordi- 
naten der  n  Punkte  noch  die  Zeit  expUcii  Die  Kraft,  welche 
auf  irgend  einen  der  n  Punkte  in  irgend  einer  der  Coordi- 
natenrichtungen  wirkt,  ist  noch  immer  die  negative  partielle 
Ableitung  des  V  nach  der  betreffenden  Coordinate  des  be- 
treffenden Punktes.  Aber  der  totale  Differentialquotient  d  Vjdt 
des  V  nach  der  Zeit,  d.  h.  die  Limite,  welcher  der  durch 
d  t  dividirte  gesammte  Zuwachs  des  V  während  der  Zeit  d  t 
zueilt,  besteht  aus  zwei  Theilen:  Demjenigen,  welcher  durch 
die  gegebene  Veränderung  der  v  Punkte  entsteht,  der  also, 
wie  man  sagt,  daher  rührt,  dass  V  die  Zeit  explicit  enthält 
(wir  wollen  ihn  mit  dVjdt  bezeichnen)  und  dem,  welcher 
daher  rührt,  dass  die  Coordinaten  der  n  Punkte  während 
der  Zeit  dt  ihre  respectiven  Zuwächse  dx^,  dy^,  ...  dz^ 
erfahren.     Letzterer  ist  gleich: 

^/ar  dxn      djF_d^     dv  dxu\ 

^  [dxn     dt    '^   dy^     dt    "^ö»*     dt  )' 

Nach  Gleichung  59)  ist  nur  der  letztere  Ausdruck  gleich 

—  dT/dtj  wenn  mit  T  wie  früher  die  gesammte  lebendige 

Eraft    der  n  Punkte    bezeichnet  wird.     Man    hat   also    in 

diesem  Falle 

dT       dV       dV 
dt  ^  dt         dt  ^ 
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woraus  natörlich  nicht  folgt,  dass  F+  T  constant  sein  müsste. 
Es  ist  also  jetzt  die  gesammte  Energie  des  Systems  der 
n  Punkte  nicht  constant.  Man  sagt,  das  System  der  n  Punkte 
empfängt  yon  den  v  Punkten  und  den  ihre  Bewegung  unter- 
haltenden Kräften  Energie  oder  giebt  Energie  an  sie  ab. 
Wenn  die  if  Punkte  in  Bewegung  begriffen  sind,  so  braucht 
also  die  Energie  der  n  Punkte  nicht  constant  zu  sein. 

Trotzdem  sind  Fälle  möglich,  wo  die  Kräfte  X^,Y^...Z^, 
welche  auf  die  n  Punkte  wirken,  als  blosse  Functionen  dieser 
Coordinaten  ausgedrückt  werden  können^  z.  B.  wenn  die  Be- 
wegung der  tr  Punkte  eine  cyklische  ist,  so  dass  an  Stelle  jedes 
dieser  Punkte,  sobald  er  seinen  Platz  yerlässt,  sogleich  ein 
gleich  beschaffener  tritt  und  die  Art  und  Weise  dieser 
cyklischen  Bewegung  selbst  von  der  Position  der  n  Punkte 
abhängt  oder  überhaupt  wenn  die  Bewegung  der  v  Punkte  in 
gegebener  Weise  von  der  Lage  der  n  Punkte  abhängt  Dann 
kann  aber  X^dx^  +  Y^dy^  +  ...  ^^dz^  auch  das  Differen- 
tiale einer  mehrdeutigen  Function  sein,  welche  blos  die 
(Koordinaten  der  n  Punkte  enthält,  oder  es  kann  gar  kein 
YoUständiges  Differentiale  sein. 

Die  Kräfte^  welche  auf  einen  Magnetpol  wirken,  bieten 
ein  Beispiel  des  ersten  Falles,  wenn  sich  im  Felde  con- 
stante  lineare,  in  sich  geschlossene  Ströme  befinden,  ein 
Beispiel  des  zweiten  Falles,  wenn  sich  der  Magnetpol  im 
Innern  eines  überall  yon  elektrischen  Stromfäden  durch- 
setzten körperlichen  Leiters  befindet  In  beiden  Fällen  sind 
Bewegungen  der  n  Punkte  möglich,  wobei  dieselben  periodisch 
wieder  in  die  Anfangslage  zurückkehren,  aber  ihre  Gesammt- 
energie  auf  Kosten  der  Energie  der  von  aussen  auf  sie 
wirkenden  Körper  fortwährend  wächst 

Noch  complicirtere  Fälle  treten  natürlich  auf,  wenn  die 
Bewegtmg  der  v  Punkte  auch  eine  Function  der  Geschwindig- 
keitscomponenten  der  n  Punkte  oder  noch  anderer  Bestim- 
mungsstücke ihrer  Bewegung  ist,  so  dass  auch  die  auf  die 
n  Punkte  wirkenden  Kräfte  Functionen  dieser  Grösse  werden, 
in  dem  Sinne,  wie  wir  schon  in  §  18  von  Kräften  sprachen, 
die  Functionen  der  Geschwindigkeit  sind,  worauf  ich  nicht 
weiter  eingehen  wiU. 


96  in.   §  27.   Bewegung  des  Sehweipniiktes.      [Gl.  68. 64. 

§  27.    teil  TOB  der  Bewegpuig  des  Bohwerpunktei. 

Wir  kehren  wieder  zum  aUgemeinsten  Falle  zurück, 
dass  beliebige  n  Punkte  ihrer  Wechselwirkung  und  der  Ein- 
wirkung V  fremder  Punkte  unterworfen  sind.  Der  Ate  der 
n  Punkte  habe  die  Masse  m^  und  zur  Zeit  t  die  Coordinaten 
^hiVh'  %  ^^^  Besultirende  aller  von  den  p  Punkten  auf  ihn 
zur  Zeit  t  ausgeübten  Kräfte  sei  $^  und  ihre  Gomponenten 
in  den  drei  Coordinatenrichtungen  seien  36^^,  9^,  3^.  Alle 
diese  Ei^Lfte,  welche  von  den  v  Punkten  auf  die  n  Punkte 
ausgeübt  werden,  bezeichnen  wir  als  die  Er&fte,  welche  auf 
das  System  unserer  n  Punkte  von  aussen  wirken,  d.  h.  welche 
Yon  materiellen  Punkten  ausgehen^  die  dem  Systeme  nicht  an- 
gehören. Im  Gegensatze  hierzu  nennen  wir  die  Centnkräfte, 
welche  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  wirken,  die 
inneren  Kräfte  des  Systems,  fj^ui^kk^  ®®^  ^®  früher  die 
zwischen  dem  Aten  und  A;ten  Punkte  des  Systems  wirkende 
innere  Kraft.  Die  Gleichungen  10)  resp.  13)  und  58)  ver- 
wandeln sich  bei  Einführung  dieser  neuen  Bezeichnung  in 

63)  '»x4?-  =  ^"/'-('-")^  +  ^ 

mit  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  y-  und  ^Axe  und  8n— S 
analogen  Gleichungen  für  die  übrigen  materiellen  Punkte. 
Addiren  wir  von  diesen  Gleichungen  alle^  welche  sich 
auf  die  fl>-Coordinate  beziehen,  so  tilgen  sich  alle  Glieder, 
welche  die  Functionen  f  enthalten  und  es  folgt 

A  =  n  As« 

Analoge  Gleichungen  erhalten  wir  natürlich  für  die  y-  und 
»-Axe.  Wir  wollen  nun  mit  S^  den  Schwerpunkt  des  von 
den  beiden  Massen  m^  und  m^  gebildeten  Systemes  und  mit 
1,  dessen  Abscisse  bezeichnen.  Dann  ist  vermöge  der 
Gleichung  57) 

**  "■       »H  +  iw. 

Wir  denken  uns  femer  im  Punkte  8^  eine  Masse  be- 
findlich, welche  gleich  m^  +  m^,  also  gleich  der  Summe  der 
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Massen  ist,  deren  Schwerpunkt  8^  ist  und  bezeichnen  mit  S^ 
den  Schwerpunkt  des  von  dieser  in  S^  fingirten  Masse  und 
Ton  der  Masse  m^  gebildeten  Systemes  nnd  mit  1,  die  Ab- 
scisse  Yon  S^,    Dann  ist  wieder  nach  Gleichung  57) 

^''~        mi+mj  +  iw,  fni  +  m^  +  m^ 

Wir  nennen  dann  S^  auch  den  Schwerpunkt  der  drei  Massen 
m^f  m^,  m,.  Ebenso  wollen  wir  als  den  Schwerpunkt  8^ 
der  vier  Massen  fit^,  m^,  m,  und  m^  denjenigen  Punkt  be- 
zeichnen,  welchen  wir  erhalten,  wenn  wir  den  Schwerpunkt 
des  Systems  suchen,  welches  von  der  Masse  m^  und  der  im 
Punkte  8^  gedachten  Masse  m^  +  fn^  +  m^  gebildet  wird. 
Für  seine  Abscisse  folgt  wie  firüher  der  WerÜi: 

Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort^  was  wir  die  synthetische 
Definition  des  Schwerpunktes  nennen  wollen,  so  erhalten  wir 
fikr  die  Coordinaten  |,  ij,  ^  des  Schwerpunktes  aller  n  Massen 
die  Werthe: 

As«  htsn  htan 

wobei  If  =  ]^m^  die  Summe  aller  Massen  des  Systemes  ist» 

welche  wir  auch  als  die  Gesammtmasse  desselben  bezeichnen 
woUen.  Die  in  diesen  Gleichungen  enthaltene  Definition  des 
Schwerpunktes  nennen  wir  dessen  analytische  Bestimmung. 
Sie  zeigt  unmittelbar,  dass  man  bei  der  synthetischen  Defi- 
nition jedesmal  denselben  Punkt  als  Schwerpunkt  eines  Systems 
materieller  Punkte  erhält,  in  welcher  Reihenfolge  man  immer 
die  verschiedenen  Massen  des  Systems  nehmen  mag.  Führen 
wir  die  Grossen  |,  ti,  ^  ein,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  64), 
sowie  die  beiden  ihr  entsprechenden,  für  die  beiden  anderen 
Coordinatenrichtungen  geltenden  auf 

66)     M^^'^^\,    M^J^^,,    M^Jfs,. 

ftsl  h^l  Asl 

Bolttmann,  Meehanft  L  7 
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Genaa  dieselben  Gleichungen  würden  wir  für  die  Be- 
wegung eine»  materiellen  Punktes  erhalten,  der  die  Masse  M 
hätte  und  auf  welchen  in  jedem  Augenblicke  die  Besultirende 
aller  Kräfte  wirken  würde,  welche  von  aussen  auf  jeden  der 
n  materiellen  Punkte  wirken.  Von  den  inneren  ErSften,  also 
den  zwischen  den  Punkten  des  Systems  wirkenden  Centri- 
kräften,  ist  dabei  ganz  abzusehen.  Wir  können  daher  sagen: 
der  Schwerpunkt  bewegt  sich  gerade  so,  wie  ein  einzehier 
materieller  Punkt,  dessen  Masse  gleich  ist  der  Summe  der 
Massen  aller  materiellen  Punkte  des  Systems  und  auf  den 
in  jedem  Augenblicke  eine  Kraft  wirkt,  welche  man  findet^ 
indem  man  den  Angriffspunkt  jeder  Kraft,  welche  auf  irgend 
einen  der  materiellen  Punkte  wirkt,  ohne  Aenderung  ihrer 
Grösse  und  Sichtung  nach  jenem  Punkte  versetzt  und  dann 
die  Resultirende  aller  dieser  Kräfte  sucht  Die  Gomponente 
dieser  Kraft  nach  jeder  der  Coordinatenrichtungen  muss 
daher  die  Summe  der  Componenten  aller  äusseren  Kräfte  in 
der  betreffenden  Coordinatenrichtnng  sein,  welche  auf  alle 
materiellen  Punkte  des  Systems  wirken.  Natürlich  muss 
dieser  einzige  materielle  Punkt  auch  zu  Anfang  der  Zeit 
gleiche  Lage  haben  wie  der  Schwerpunkt  des  Systems  und 
seine  Anfangsgeschwindigkeit  muss  gleiche  Grösse  und  Rich- 
tung haben.  ^) 

Bewegt  sich  speciell  das  System  der  n  materiellen  Punkte 
blos  unter  dem  Einflüsse  der  zwischen  je  zwei  derselben 
wirisenden  Gentrikräfto,  so  sind  keine  äusseren  Ejräft»  vor- 


')  Wegen  der  grossen  Entfernung  zwischen  Erde  und  Sonne  ist 
die  Kraft,  welche  die  Sonne  naeh  dem  Newton* sehen  Gesetie  «of 
irgend  einen  Punkt  der  Erde  ausübt,  nahezu  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung des  Erdschwerpunktes  vom  Sonnenschwerpunkte  verkehrt 
proportional  und  gegen  den  letzteren  gerichtet  Wenn  also  nur  Erde 
und  Sonne  aufeinander  wirken  würden,  so  würden  sich  ihre  Schwer^ 
punkte  wie  materielle  mit  der  Masse  des  betreffenden  HimmelB» 
köfx>er8  behaftete  Punkte  bewegen,  die  sich  mit  einer  dem  Quadrate 
ihrer  Entfernung  verkehrt  proportionalen  Kraft  anziehen,  also  ganz 
nach  den  in  §§  21  und  25  erläuterten  Gesetzen,  wodurch  deren  An- 
wendung auf  praktische  FSUe  klar  wird.  Dies  gilt  übrigens,  wenn 
man  Erde  und  Sonne  als  starre  Kugeln  betrachtet,  auch  ohne  Yer- 
nachlSssigung,  wie  wir  in  der  Potentialtheorie  sehen  werden. 
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banden  und  der  Schwerpunkt  mht  f&r  alle  Zeiten,  wenn  er 
zn  Anfang  der  Zeit  rohte.  Sonst  bewegt  er  sich  mit  gleich- 
bleibender Geschwindigkeit  in  einer  Geraden.  Die  inneren 
Kri^y  wekhe  ja  ans  den  Gleichnngmi  64)  yoUkommen 
herausgefallen  sind»  afficiren  also  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes gar  nicht. 

Wenn  eine  geladene  £anone,  welche  frei  von  jeder 
Einwirkung  anderer  Körper  im  Baume  schweben  würde, 
anfangs  ruhte  und  plötslich  in  Folge  der  Einwirkung  innerer 
Kräfte  losginge,  würde  zwar  die  Kugel  in  heftige  Bewegung 
in  einer  bestimmten  Sichtung  geraüien,  der  Körper  der 
Kanone  aber  würde  genau  mit  einer  solchen  Geschwindig- 
keit sich  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  bewegen  anfangen, 
dass  der  Schwerpunkt  des  von  der  Kugel  und  Kanone  ge- 
bildeten Systems  nach  wie  vor  ruhen  würde.  Dasselbe  gilt 
Ton  jedem  Körper,  dessen  Theile  blos  durch  innere  Ejräfte 
in  relative  Bewegung  gegeneinander  kommen. 

§  28.    Kasse  und  Gewicht  des  Oramms.    Byn. 
Sohwerpunktsbereohnung» 

Wir  kommen  jetzt  wenigstens  in  einer  Hinsicht  in 
Contact  mit  der  Wirklichkeit  Wir  sahen,  dass  die  Masse 
eines  toh  allen  materiellen  Punkten  ganz  willkürlich  gewählt 
werden  kann.  Statt  dessen  können  wir,  da  wir  einzelne  mate- 
rielle Punkte  nicht  wahrnehmen,  jetzt  die  Gesammtmasse 
irgend  eines  bestimmten  Körpers  willkürlich  wählen.  Wir 
wollen  z.  B.  die  Summe  der  Massen  aller  materiellen  Punkte, 
die  in  einem  Cubikcentimeter  reinen  destillirten  Wassers 
bei  dem  dem  Normalbarometerstande  entsprechenden  Drucke 
und  der  Temperatur  des  Dichtemazimums  vorhanden  sind, 
mit  1  bezeichnen. 

Eine  theoretische  Möglichkeit,  die  Masse  irgend  eines 
anderen  Körpers  zu  bestimmen,  ergiebt  sich  dann  wie  folgt 
Die  Besultirende  aller  Kräfte,  welche  die  materiellen  Punkte 
irgend  eines  Körpers  A  auf  die  irgend  eines  anderen  Körpers  B 
ausüben,  muss,  wenn  man  alle  in  demselben  Punkte  an- 
greifend denkt,  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet  sein 
der  Besultirenden  der  Kräfte,  welche  umgekehrt  die  mate- 
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riellen  Punkte  des  Körpers  B  auf  die  des  Körpers  Ä  aus- 
übeu,  da  dies  für  jede  einzelne  dieser  Ejräfte  gilt  Die 
Massen  zweier  in  Wechselwirkung  befindlicher  Körper  vei^ 
halten  sich  daher  umgekehrt  wie  die  beobachtbaren  Beschleu- 
nigungen, welche  ihre  Schwerpunkte  durch  diese  Wechsel- 
wirkung erfahren,  also  z.  B.  auch  umgekehrt  wie  die 
gesammten  Geschwindigkeitsänderungen^  welche  sie  beim 
Stosse  aufeinander  erhalten. 

Als  Krafteinheit  haben  wir,  wenn  zu  den  Formeln  9), 
13)  etc.  kein  constanter  Factor  dazutreten  soU,  diejenige 
Kraft  zu  bezeichnen,  welche  dem  Schwerpunkte  eines  Körpers 
von  der  Masse  1  in  der  Zeiteinheit  die  Beschleunigung  1 
ertheilt,  wobei  wir  Secunde  und  Centimeter  als  Zeit-  und 
Längeneinheit  wählen.  Wir  wollen  diese  Kraft  Dyn  nennen. 
Wenn  wir  z.  B.  an  einem  q  cm  langen  Faden  einen  kleinen 
Körper,  dessen  Masse  gleich  (jl  Gramm,  also  durch  Stoss 
oder  sonstige  Wechselwirkungsversuche  fx  mal  so  gross, 
als  die  oben  definirte  Wassermasse  gefunden  wurde,  so  im 
Kreise  schwingen,  dass  er  in  der  Secunde  einen  Weg  von 
y  Centimetem  zurücklegt,  so  ersehen  wir  aus  Formel  15), 
dass  der  Faden  mit  einer  Kraft  von  (J^y^/Q  Dynen  ge- 
spannt wird. 

Schon  das  am  Schlüsse  des  §  14  Angeführte  macht  es 
wahrscheinlich,  dass  an  einer  bestimmten  Stelle  der  Erde 
durch  die  Wirkung  der  Schwere  allein  alle  Punkte  aller 
Körper  dieselbe  Beschleunigung  g  (in  unseren  Breiten  am 
Meeresniveau  etwa  981  cm  in  der  Secunde)  erhalten.  Alle 
Consequenzen,  die  man  aus  dieser  Annahme  ziehen  kann, 
haben  sich  so  vollständig  bestätigt  (vergl.  Schluss  des  §  51), 
dass  wir  dieselbe  als  wohlbegründete  Erfahrungsthatsache 
bezeichnen  können.  Die  Intensität  der  Kraft,  welche  die 
Schwere  auf  einen  beliebigen  Körper  von  der  Masse  m  ausübt 
(das  Gewicht  dieses  Körpers),  ist  also  nach  Formel  14) 

p  =  mg. 

Das  Gewicht  eines  Körpers  von  der  Masse  eines  Gramms  er- 
theilt daher  in  unseren  Gegenden  diesem  eine  etwa  981  mal 
grössere  Beschleunigung,  als  die  Kraft  eines  Dyns.    Dieses 
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Gewicht,  welches  man  anch  das  Gewicht  eines  Gramms 
(nicht  zu  yerwechseln  mit  der  Masse  eines  G-ramms)  nennt, 
ist  also  etwa  gleich  981  Dynen.  Ein  Dyn  ist  der  981.  Theil 
des  Gewichts  eines  Gramms,  rund  das  Gewicht  eines  MiUi- 
gramms. 

Das  Verhältniss  der  Massen  zweier  Körper  braucht  man 
daher  nicht  durch  Stossyersuche  oder  sonstige  Versuche  der 
Wechselwirkung  derselben  zu  bestimmen,  sondern  dieses 
Verhältniss  ist  gleich  dem  Verhältnisse  ihrer  Gewichte  an 
derselben  Stelle  des  Erdkörpers,  da  daselbst  g  für  alle 
Körper  denselben  Werth  hat  Letzteres  Verhältniss  aber 
kann  ebenso  bequem  als  genau  durch  die  Waage  bestimmt 
werden,  deren  Theorie  wir  freilich  erst  etwas  später  kennen 
lernen  werden.  (VergL  §  56.) 

Am  Aequator  erhält  jeder  Körper  durch  die  Schwerte 
wieder  die  gleiche  Beschleunigung,  wie  jeder  andere.  Diese  ist 
aber  etwas  kleiner  als  die  in  unseren  Breiten,  wogegen  sie 
in  der  Nähe  des  Poles  etwas  grösser  ist  Am  Aequator  ist 
daher  das  Gewicht  eines  und  desselben  Körpers  etwas  kleiner, 
in  der  Nähe  des  Poles  etwas  grösser  als  bei  uns.  Es  würde 
auch  dieselbe  elastische  Feder  bei  gleicher  Temperatur 
durch  Anhängung  desselben  Körpers  am  Pole  etwas  mehr, 
am  Aequator  etwas  weniger  gedehnt,  als  bei  uns.  Die  Masse 
eines  und  desselben  Körpers  aber  bleibt  überall  genau 
gleich.  Bei  der  MaJsse  eines  Cubikcentimeter  Wassers  liegt 
dies  einfach  in  unserer  Definition  der  Masse  1.  Die  Con- 
stanz  des  Massenverhältnisses  zweier  Körper  aber  folgt  aus 
der  üebereinstimmung  unserer  Grundannahme  6  mit  der 
Erfahrung. 

Um  anzuzeigen,  in  welcher  Weise  sich  die  eine  Grösse 
ausdrückende  Zahl  mit  den  gewählten  Einheiten  ändert, 
schreiben  wir  jeder  Grösse  gewisse  Dimensionen  zu.  Wir 
sagen,  jede  Strecke  hat  die  Dimension  einer  Länge  \t\,  d.  h. 
sie  wird  durch  eine  /fache  Zahl  dargestellt,  wenn  wir  die 
Längeneinheit  /mal  kleiner  wählen,  eine  Fläche  hat  die 
Dimension  [/*],  ein  Volum  [/^,  weil  im  gleichen  Falle  die 
sie  darstellenden  Zahlen  /^,  resp.  P  mal  grösser  werden.  Eine 
Kraft    hat   die  Dimension   {mlt"^,    weil   sie   durch   eine 
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mlt-^mal  so  grosse  Zahl  dai^gestellt  wird,  wenn  wir  die 
Masseneinheit  mmal,  die  Längeneinheit  imal,  die  Zeiteinheit 
imsA  kleiner  wählen.  Diese  Dimensionen  sind  nnmittelbar 
ans  dw  definirenden Formel X^md^xfä^  ersichtlich^  d  nnd 
£p  haben  keine  Dimensionen,  da  sie  nur  Zuwächse  aus- 
drücken. 

Eün  Vector  als  eine  Länge  kann  einer  Kraft  oder  einer 
Geschwindigkeit  so  wenig  gleich  sein,  wie  eine  Anzahl  Aepfel 
einer  Zahl  Birnen.  ISa  kann  nur  die  Länge  des  ersten  durch 
dieselbe  Zahl,  wie  die  Intensität  der  zweiten  ausgedr&ckt 
werden.  Man  strebt  auch  dies,  also  dass  ein  Dyn  gerade 
durch  einen  Pfeil  von  der  Länge  eines  Centimeters  dar- 
gestellt wird,  in  den  seltensten  Fällen  an.  Man  würde  also 
besser  sagen,  dass  die  Litensitäten  aller  Kräfte  gleich  den 
mit  demselben  Beductionsfactor  F  multipUcirten  Längen  der 
Pfeile  sind.  Nur  weil  man  sich  auch  so  zu  verstehen  glaubt, 
schweigt  man  von  diesem  Beductionsfactor,  der  immer  hinzuzu- 
denken isty  wenn  man  eine  Gleichung  wie  P(Kraft)=:iiB(Länge) 
schreibt 

Da  wir  nur  ein  richtiges  Bild  der  Körper  erhalten,  wenn 
wir  uns  jeden  Körper  aus  sehr  yielen,  nicht  einzeln  aufzähl- 
baren  materiellen  Punkten  bestehend  denken,  so  könnte  die 
in  den  Formeln  65)  angezeigte  Summirung  nicht  wirklich 
ausgeführt  werden,  wenn  es  nicht  möglich  wäre,  in  allen 
Fällen  dadurch  gute  üebereinstimmung  mit  der  Erfahrung 
zu  erzielen,  dass  man  sich  in  der  Anorcbung  der  materiellen 
Punkte  gewisse  Begelmässigkeiten  denkt  Die  höchste  Begel- 
mässigkeit  ist  die,  dass  alle  materiellen  Punkte  gleich  be- 
schaffen und  gleichmässig  im  ganzen  Volumen  des  Körpers 
veriheilt  sind.  Ihre  Voraussetzung  liefert  oft  gute  Üeber- 
einstimmung mit  der  Erfahrung.  Dann  verhält  sich  die  in 
irgend  einem  Volumtheile  des  Körpers  enthaltene  Masse  m 
zur  Gesammtmasse  M  des  Körpers  wie  das  Volumen  a>  dieses 
Volumtheiles  zum  gesammten  Volumen  Si  des  Körpers.  ISa 
ist  also  ffi  =  (>(o,  wobei  q  ^  MfÜ  die  auf  die  Volumeinheit 
entfallende  Masse  (die  Dichte  des  Körpers)  ist  Wenn  die 
Anordnung  der  Massentheilchen  nicht  in  dieser  Weise  regel- 
mässig ist,  so  machen  wir  die  freilich  in  keiner  anderen 


GL  67*69.]  m.  §28.  Masse  und  Gemoht  108 

Weise  als  durch  die  wenigstens  angenäherte  üebereinstim- 
mimg  der  ans  ihr  folgenden  Bilder  mit  der  Er&hrang  be- 
weisbare Annahme,  dass  diese  Begelmässigkeit  wenigstens  in 
in  der  unmittelbaren  Umgebung  eines  jeden  Punktes  des 
Körpers  vorhanden  ist,  d.  h.  dass  der  Quotient  des  Volu- 
mens do  jedes  Volumelementes  des  Körpers  in  die  gesammte 
darin  enthaltene  Masse  dm  mit  abnehmender  G-rösse  des  do 
stets  gegen  eine  feste  endliche  Grenze  q  conyergirt,  deren 
Werth  sich  continuirlich  von  Punkt  zu  Punkt  im  Körper 
ändern  kann,  so  dass  man  mit  Vernachlässigung  von  unend- 
lich Kleinem  höherer  Ordnung  hat 

dm  =  Qdo. 

Die  Summen  der  Formeln  66)  verwandeln  sich  dann 
in  Integrale,  die  über  das  gesammte  Volumen  des  Körpers 
zu  erstrecken  sind,  und  es  wird: 

Jf  =  J  dm  ^JQdOj    I  =  j^JxQdo, 

Der  Fall  eines  dünnen  Bleches  oder  eines  geraden  oder 
krummen  Drahtes  veranlasst  uns  zur  Fiction  einer  ebenen 
oder  krummen  Fläche  und  einer  geraden  oder  krummen 
Linie,  welche  continuirlich  mit  materiellen  Punkten  besetzt 
sind.  Für  die  Fläche  sei  df  ein  Element  derselben  und 
^df  hiß  auf  unendlich  Kleines. höherer  Ordnung  die  darauf 
befindliche  Masse.  Für  die  Linie  sei  da  ein  Längenelement 
und  crd«  die  Masse  darauf,  dann  ist  im  ersten  Falle 


and  im  zweiten 


69) 
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(>  heisst  die  räumlichey  tp  die  Flächendichte,  a  die  lineare 
Dichte  der  Massenvertheilung.  Falls  die  Massen  gleich- 
förmig yertheilt  sind,  sind  es  natürlich  Constanten,  die  Tor 
die  Integralzeichen  kommen  können. 

§  29.    Moment  einer  Kraft.    Drehimgssinn. 

Wir  schreihen  nun  die  der  Gleichung  63)  analoge  für 
die  y-Axe  hin  und  multipliciren  sie  mit  x^ ,  femer  multipU- 
ciren  wir  die  Gleichung  63)  selbst  mit  —  y^  und  addiren 
schliesslich  die  beiden  so  gebildeten  Gleichungen;  es  er- 
giebt  sich: 


69a)    {  »-• 

Die  linke  Seite  dieser  Gf^leichimg  kann  in   der  Form  ge- 
schrieben werden: 


-Ä"["*i( 


Bildet  man  die  der  Gleichung  69  a)  analogen  Gleichungen 
für  alle  übrigen  der  n  materiellen  Punkte  unseres  Systems 
und  addirt  alle  diese  Gleichungen,  so  tilgen  sich  die  Glieder, 
welche  die  verschiedenen  Functionen  f  enthalten,  yollständig 
und  man  erhält: 

Es  sei  nun  irgend  eine  gerichtete  Gerade  G  im  Räume 
gegeben.  $^  sei  eine  beliebige  Kraft,  Ä  ihr  Angriffispunkt, 
dessen  Coordinaten  wie  in  Formel  70)  mit  a^,  y^^,  x^  be- 
zeichnet werden  sollen,  AB  der  Pfeil,  der  diese  Kraft  in 
Ghrösse  und  Sichtung  darstellt,  wobei  wir,  wie  allgemein 
üblich,  den  Beductionsfiactor  weglassen,  obwohl  correcter  $^ 
gleich  /'mal  AB  zm  setzen  wäre. 
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Wir  definiren  nun  das  Moment  der  Kraft  $^  bezüg- 
lich der  Geraden  O  als  das  Product 

Tl)  ±pK 

der  zur  Geraden  senkrechten  Componente  K  dieser  Kraft  in 
den  Abstand  p  der  Kraftrichtung  von  der  Geraden  und  zwar 
mit  positiven  oder  negativen  Zeichen  genommen,  je  nachdem 
die  Drehungsrichtung  der  Kraft  um  die  Gerade  gegen  diese 
dieselbe  oder  die  entgegengesetzte  Lage  hat,  wie  gegen  die 
positive  x-Axe  die  Drehung  von  der  positiven  x-Axe  auf 
kürzestem  Wege  zur  positiven  ^-Axe.  Den  Sinn  der  letzteren 
Angabe  kann  man  folgendermaassen  näher  erläutern.  £ine 
von  der  Geraden  0  begrenzte  Halbebene  gehe  zuerst  durch 
den  Anfangspunkt  A  des  Pfeiles  ABj  der  die  Kraft  $^ 
darstellt  und  werde  dann  auf  kürzestem  Wege  so  .gedreht, 
dass  sie  noch  immer  von  der  Geraden  G  begrenzt  durch 
den  Endpunkt  B  desselben  Pfeiles  geht  Wenn  diese 
Drehung  für  ein  Auge,  das  von  dorther  blickt,  wohin  die 
Gerade  O  gerichtet  ist,  im  selben  Sinne  erfolgt  wie  die 
Drehung,  welche  die  positive  a>Axe  auf  kürzestem  Wege  in 
die  positive  y-Axe  überflihrt  für  ein  Auge,  das  von  dorther 
blickt,  wohin  die  positive  ;&-Axe  zeigt,  so  haben  wir  das 
positive  Zeichen  zu  wählen.  Wir  nennen  diesen  Drehungs- 
sinn immer  den  positiven  um  jene  gerichtete  Gerade.  Ge- 
mäss dieser  üebereinkunft  ist  also  durch  den  Sinn,  in  dem 
eine  Axe  gezogen  wird,  zugleich  der  positive  Drehungssinn 
TUQ  dieselbe  mitbestimmt. 

Wäre  dann  A  ein  Punkt  eines  starren,  um  die  Axe  O 
drehbaren  Körpers,  so  würde  die  Kraft  $^  diesen  Körper  im 
positiven  Sinne  um  die  Axe  Q  zu  drehen  suchen.  Wir 
sagen  kurz,  die  Kraft  ^^^  wirkt  im  positiven  Sinne  drehend 
Tun  die  gerichtete  Axe  O. 

Im  entgegengesetzten  Falle,  wenn  die  Kraft  im  nega- 
Sinne  um  die  Axe  O  zu  drehen  sucht,  ist  in  Formel  71) 
das  negative  Zeichen  zu  wählen.  Diese  Formel  zeigt,  dass 
das  Moment  die  Dimension  Kraft  x  Länge  hat  Wir  können 
es  auch  so  constmiren. 

Wir  wählen  auf  der  Geraden  G  einen  beliebigen  Punkt  C 
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und  legen  durch  denselben  eine  Ebene  E  senkrecht  zur  Ge- 
raden. Ä  nnd  B  seien  die  Projectionen  der  Bkidpiuikte  Ä 
und  B  des  die  Kraft  ^^  darstellenden  Pfeiles  auf  diese  Ebene. 
Dann  stellt  also  der  Pfeil  AB  die  Componente  K  der  Kraft  $j^ 
senkrecht  znr  Geraden  G  dar.  Das  Prodact  dieser  Compo- 
nente in  den  senkrechten  Abstand  der  Kraftrichtong  von 
der  Geraden  ist  also  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks GÄBj  da  wir  die  Länge  des  Pfeiles  AB  einfadi  ^eich 
der  Intensität  der  Kraft  ^^  gesetzt  haben.  Dieser  der  früher 
gegebenen  Begel  entsprechend  positiv  oder  negativ  zu  neh- 
mende doppdte  Flächeninhalt 

72)  ±  2  GAB 

ist  also  nach  unserer  Definition  gleich  dem  Momente  der 
Kraft  ^  bezüglich  der  Geraden  G. 

Wir  können  auch  so  verfahren:  Wir  errichten  auf  der 
Ebene  des  Dreiecks  GÄBj  dessen  Flächeninhalt  wir  eben- 
falls mit  GAB  bezeichnen,  im  Punkte  G  eine  Normale  N 
in  dem  Sinne,  dass  die  Kraft  ^  im  positiven  Sinne  um  N 
drehend  wirkt,  dann  ist: 

GAB  ^  ±  GÄBcoB{N,G)y 

wo  immer  dasselbe  Zeichen  wie  in  den  Ausdrücken  71) 
oder  72)  gilt  Es  kann  also  das  Moment  der  Kraft  $^  be- 
züglich der  Axe  O  auch  definirt  werden  als  die  GrGsse 

73)  2GÄBcos{N,G), 

wobei  die  beiden  Vorzeichen  ausgefallen  sind.  Das  Vor- 
zeichen dieses  Ausdruckes  ist  also  dafür  ausschlaggebend, 
in  welchem  Sinne  die  Kraft  $^  um  die  Axe  drehend  wirkt 
Ebenso  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  der  Zahlenwerth 
dieser  Grösse  ausschlaggebend  für  die  Intensität,  mit  welcher 
jene  Kraft  einen  starren  Körper  um  die  Axe  &  zu  drehen 
sucht  Dies  ist  der  Grund,  weshalb  diese  Grösse  das 
Moment  oder  auch  das  Drehmoment  der  Kraft  bezüglich 
jener  Axe  heisst 

Wir  woUen  nun  gemäss  der  zweiten  Definition  das 
Moment  der  Kraft  $^,  deren  Angrifbpunkt,  wie  dies  in 
Formel  70)  vorausgesetzt  ist,  die  Goordinaten  oc^,  y^,  x^  haben 
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soll,  bezügUch  der  ^Axe  als  Drehimgsaxe  suchen,  welche 
natOrlich  von  den  negativen  x  gegen  die  positiven  gerichtet 
zu  denken  ist  Als  Punkt  G  können  wir  dann  den  Coordi- 
natenorsprong  wählen,  so  dass  die  xy-Ebene  an  Stelle  der 
Ebene  E  tritt  Da  x^^j  y^^  x^  die  Coordinaten  des  Angriffs- 
punktes A  der  Kraft  sind,  so  sind  x^j  y^^  0  die  des  Punktes  Ä, 
Da  femer  AB  die  Projection  der  Kraft  ^^  auf  die  xy-Ebene 
ist,  80  sind 

'*  +  a^,    %  +  »,,    0 

die  Coordinaten  des  Punktes  B,  Nach  dem  bekannten  Aus- 
dracke  f&r  den  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  durch  die 
Coordinaten  seiner  Eckpunkte  ist  also  in  diesem  Falle  der 
doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GAB  gleich 

imd  man  sieht  leicht,  dass  wieder  wie  in  Formel  71)  und  72) 
das  positive  oder  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nach- 
dem die  Gerade  DA  durch  eine  positive  oder  negative 
Drehung  um  die  ^Axe  auf  kürzestem  Wege  in  die  Lage 
OB  gelangt.  Es  ist  also  in  jedem  Falle  ^%  —  ^^X^^  das, 
was  wir  als  das  Moment  de^  Kraft  ^  bezüglich  der  ;i^Axe 
definirt  haben.  Hätten  wir  einen  Beductionsfactor  F  zur 
Bedttction  der  Längen  der  Pfeile  auf  die  Intensitäten  der 
K^^  eingeführt,  so  wäre  dieser  jetzt,  da  wir  die  Pfeile 
wieder  durch  Kräfte  ausdrückten,  wieder  weggefallen.  Die 
rechte  Seite  der  Gleichung  70)  ist  also  die  Summe  der 
Momente  aller  •  auf  das  System  der  n  materiellen  Punkte 
Ton  aussen  wirkenden  KrlUßte  bezüglich  der  ;;^-Aze. 

§30.   Eranzösiflohef  und  englisohes  OoordinatenflystenL 

Es  ist  dabei  vollkommen  gleichgültig,  in  welchem  Sinne 
^  ein  Auge,  welches  aus  jener  Riphtung  aitf  den  Coordi- 
natenursprung  blickt,  nach  welcher  die  positive  «-Axe  zeigt, 
die  Drehung  von  der  positiven  a>  gegen  die  positive  ^Axe 
auf  kürzestem  Wege  geschieht,  wenn  nur  die  Drehung  um 
jede  gerichtete  Axe  im  selben  Sinne  als  positiv  aufgefasst 
wird«  Es  erfolgt  dann  immer  auch  im  positiven  Sinne  um 
die  positive  a)-Axe  die  Drehung  von   der  positiven  y-  zu 
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der  positiven  ^-Axe  auf  kürzestem  Wege  nnd  um  die  positive 
y-Axe  die  Drehung  von  der  positiven  z-  gegen  die  positive 
x-Axe  auf  kürzestem  Wege,  wie  schon  die  cyklische  Ver- 
tauschung  lehrt 

Wenn  dieser  Sinn  derjenige  ist,  in  welchem  sich  der 
Zeiger  einer  Uhr  dreht,  deren  2^erhlatt  dorthin  gewendet  ist, 
wohin  die  Axe  gerichtet  ist,  so  nennt  man  das  Coordinaten- 
system  ein  französisches,  im  entgegengesetzten  Falle  ein 
englisches.  Ersteres  kann  auch  so  definirt  werden:  Eine 
Person,  welche  ihren  Kopf  nach  der  positiven  ^Bichtung^ 
ihr  Gesicht  nach  der  positiven  y-Bichtung  kehrt,  hat  die 
positive  a>ILichtung  zur  linken  Hand,  oder:  wenn  man  auf 
der  Schultafel  die  positive  ^-Richtung  nach  aufwärts,  die 
positive  ^-Eichtung  gegen  den  Beschauer  zieht,  so  ist  die 
positive  x-Bichtung  gegen  die  Bechte  des  Beschauers  ge- 
wendet, oder:  wenn  in  ein  Brett,  das  der  x^-Ehene  parallel 
ist,  eine  Schrauhenmutter  eingeschnitten  ist,  so  dreht  sich 
darin  eine  in  dem  in  Europa  allgemein  üblichen  Sinne  ge- 
schnittene Schraube,  welche  im  Sinne  der  positiven  ;t>Bich- 
tung  fortschreitet  so,  wie  man  auf  kürzestem  Wege  von  der 
positiven  y-  zu  der  positiven  x-Bichtung  gelangt,  oder:  wenn 
die  x^-Ebene  ein  Ackerfeld,  die  ^Axe  eine  Holzstange  ist, 
so  schlingt  sich  eine  nach  aufwärts  wachsende  Hopfenranke 
so  um  die  ^Axe,  wie  man  von  der  positiven  2>-Bichtung  auf 
kürzestem  Wege  zur  positiven  ^-Bichtung  gelangt,  eine 
Weinranke  im  entgegengesetzten  Sinne.  Natürlich  verhält 
sich  ein  englisches  Coordinatensystem  in  allen  diesen  Fällen 
gerade  umgekehrt  Bringt  man  bei  beiden  Coordinaten- 
systemen  die  positiven  x-  und  ^-Axen  zur  Deckung,  so  fällt 
die  positive  ;i;-Axe  des  einen  genau  in  die  Bichtung  der  nega- 
tiven ^Axe  des  anderen.  Beide  Coordinatensysteme  lassen 
sich  daher,  wenn  man  die  positive  und  negative  Goordinaten- 
richtung  als  verschieden  betrachtet,  nicht  vollständig  zur 
Deckung  bringen,  sondern  verhalten  sich  zu  einander  wie 
Spiegelbilder,  wie  ein  sonst  gleicher  rechter  und  linker 
Handschuh. 

Eine  Entscheidung  für  das  eine  oder  andere  System 
braucht  man  erst  zu  treffen,  wenn  man  zur  Darstellung  von 
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Phänomenen  übergeht,  bei^  denen  nicht  beide  Botationsrich- 
tongen  gleich  berechtigt  sind,  wo  also  physikalisch  gegebene 
Sotationen,  wie  die  Elrddrehung,  oder  asymmetrische  Natnr- 
körper  eine  Bolle  spielen,  wie  bei  der  Wechselwirkung  Ton 
elektrischen  Strömen  und  Magneten,  der  Drehung  der  Pola- 
risationsebene  des  Lichtes  durch  den  Magnetismus  etc.  oder 
wenn  man  selbst  eine  räumliche  Gonstruction  ausf&hrt 

Das  französische  Coordinatensystem  hat  folgenden  Vor- 
theiL  Will  man  bei  Gonstruction  der  Fläche  %  =  f{xyy)  die 
x-Aze  in  die  Tafel  und  die  ;i;-Axe  vertical  nach  aufw2Lrts 
legen,  so  schreiten  die  wachsenden  x  wie  man  schreibt,  die 
wachsenden  y  nach  dem  Beschauer  fort  Beim  en^ischen 
Systeme  muss  man  entweder  die  +  ^  ^e  die  Orientalen 
schreiben,  oder  die  +  ^  TOm  Beschauer  weg^  oder  die  +  ^ 
nach  abwärts,  wahrend  wir  doch  aufwärts  bauen,  fortschreiten 
lassen;  oder  man  muss  die  y-Axe  in  die  Tafel  und  die 
x-Axe  gegen  den  Beschauer  oder  die  y-Axe  aufwärts  und  die 
t'Äxe  gegen  den  Beschauer  ziehen,  was  alles  unbequemer 
oder  doch  ungewohnter  ist  Für  den  Physiker  dagegen  hat 
das  englische  System  den  Vorzug,  dass  der  Strom  der  posi- 
ÜTen  Elektridtät  ein  Solenoid  in  dem  nach  diesem  Systeme 
positiTen  Sinne  umkreist,  wenn  dessen  Nordpol  (das  nach 
dem  geographischen  Norden  zeigende,  meist  als  positiT  be- 
zeichnete Ende)  dorthin  zeigt,  wohin  die  Drehungsaxe  weist 

Wir  wollen  im  Folgenden  in  unseren  Figuren  das  fran- 
zösische Coordinatensystem  benutzen,  unter  einer  positiTen 
Drehung  um  eine  gerichtete  Axe  also  eine  solche  yerstehen, 
welche  einem  Auge,  das  Ton  dort  herblickt,  wohin  die  Axe 
gerichtet  ist,  im  Sinne  des  ührzeigerB  zu  geschehen  scheint 

§  31.    Der  FliclienwitT 

Aehnliche  Betrachtung^i,  wie  wir  sie  in  §  29  an- 
gestellt haben,  lassen  sich  auch  auf  die  linke  Seite  der 
Gleichung  70)  anwenden.  Sei  wieder  G  eine  beliebig  ge- 
riditete  Gerade,  C  ein  Punkt  derselben  und  E  die  durch 
diesen  Punkt  zur  Geraden  senkrecht  gelegte  Ebene.  Aber 
es  sei  jetzt  A  der  Punkt  des  Baumes,  wo  sich  zur  Zeit  t 
der  materielle  Punkt  mit  der  Masse  m^  befindet,  dessen 
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Coordin&ten^  wie  schon  in  Formel  70),  ebenfalls  mit  a^,  y,^,  «^ 
bezeichnet  werden  sollen.  Femer  sei  jetzt  B  der  Punkt, 
wo  sich  die  Masse  n^  zur  Zeit  t  +  dt  befindet»  so  dass  also, 
wie  in  Formel  70),  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit 
Xj^  +  dxj^y  y^  +  dy^j  x^  +  d^  zu  bezeichnen  sindL  Endlich 
seien  Ä  und  B*  die  Projectionen  Ton  Ä  und  B  auf  die 
Ebene  E^  df^  und  df^  die  doppelten  Flächeninhalte  der 
Dreiecke  GAB  und  CA' B  und  N  die  auf  die  Ebene  des 
ersten  Dreiecks  im  Punkte  C  nach  derjenigen  Seite  ge- 
zogene Normale,  dass  die  Drehung  der  Geraden  C^  in  die 
Lage  OB  auf  kürzestem  Wege  eine  positive  Drehung  um 
die  Normale  ist;  wir  sagen  kurz,  dass  die  Bewegung  Ton^ 
nach  B  im  positiven  Sinne  um  die  Normale  N  geschieht 
Das  Product  aus  der  Masse  m^,  dem  Cosinus  des  Winkels 
{Ny  Cf)  und  der  Limite,  welcher  sich  der  Quotient  dfjdt 
nähert,  also  die  Grösse 

74)  mj^coB{Njff^dfJdi 

bezeichnen  wir  dann  als  das  Flächenmoment  der  Masse  m^^ 
bezüglich  der  Axe  O.    Dasselbe  ist  auch  gleich 

75)  ±m^df^ldt, 

wobei  natürlich  wieder  das  positive  oder  negative  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Bewegung  von  A  nach  B 
im  positiven  oder  negativen  Sinne  um  die  Aze  O  geschieht 
Ln  speciellen  Falle,  dass  man  unter  G  die  positive 
^Axe  versteht,  kann  man  an  Stelle  des  Punktes  C  den 
Coordinatenursprung  setzen,  was  in  diesem  Paragraphen  nun 
iumier  geschehen  solL  Dann  sind  die  x-  und  ^-Coordinaten 
der  drei  Punkte  C7,  Ä,  B  gleich  0,  0;  x^^  y^^  resp.  x^  +  dx^^, 
Vh  +  ^Vh'    I^aher  ist: 

df^  ±{x^dy^--y^dx;^y 

wobei  dlEis  Zeichen  genau  dasselbe  wie  im  Ausdrucke  75)  ist 
Daher  ist  der  von  uns  eingeführten  Definition  des  Flächen- 
momentes gemäss 

Zur  Zeit  t  das  Flächenmoment  der  Masse  n^  bezüj^ch  der 

^Axe. 
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Die  Ghrösse,  welche  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung 70)  nach  i  differentiirt  erscheint^  ist  also  die  Summe  W 
der  Fläehenmomente  aller  n  materiellen  Punkte  des  Systems 
bezüglich  der  «-Aze;  wir  wollen  W  kurz  das  gesammte 
flädienmoment  des  Systems  bezüglich  der  x-Axe  nennen. 
Nach  74)  ist: 

h  =  l 

dfj^  ist  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks,  dessen  eine 
£<^e  die  Lage  des  materiellen  Punktes  mj^  zur  Zeit  i^  dessen 
zweite  Ecke  die  Lage  desselben  Punktes  zur  Zeit  t  +  dtj 
dessen  dritte  der  Coordinatenursprung  ist  N  ist  die  auf 
dieses  Dreieck  so  gezogene  Normale,  dass  um  sie  die  Drehung 
TOD  A  nach  B  eine  positive  ist 

Ist  U  und  V  im  gleichen  Sinne  das  gesammte  Flächen- 
moment unseres  Systems  bezüglich  der  fl>  resp^  ^Axe,  so 
ist  ebenso: 


dfu 
dt 

Das  gesammte  Flächenmoment  des  Systems  bezüglich  einer 
beliebigen,  durch  den  Coordinatenursprung  gezogenen  ge- 
richteten Geraden  Q  aber  ist: 


76) 


h-n 


0=^«l,CO8(ö,JV)^  = 

=  I7c08  ((?,«)  +  rcos(ö,y)  +  Trcos(G,»). 

Bezeichnen  wir  mit  A  die  positive  Quadratwurzel  aus 
IP+V^+  W^  und  ziehen  durch  den  Coordinatenursprung 
die  gerichtete  Gerade  L  so,  dass 

cos  (L,x)  =  U/^,    cos  {L,y)  =  VjA,    cos  (L,»)  «  WlA 

ist,  wobei  die  betre£fenden  Winkel  spitz  oder  stumpf  sind, 
je  nachdem  üj  V  oder  W  positiv  oder  negativ  sind,  so  ist 
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nach  Formel  76)  das  gesammte  Flächenmoment  des  Systems 
bezüglich  der  Axe  L  gleich  A,  bezüglich  der  beliebigen 
durch  0  gehenden  Axe  O  gleich  der  Projection  der  in  der 
Bichtung  von  L  aufgetragenen  Geraden  A  auf  die  Bichtung  O 
und  zwar  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Projection 
auf  die  positive  oder  negative  Seite  der  Geraden  G  fallt. 
Das  gesammte  Flächenmoment  ist  also  bezüglich  der  Axe  L 
grösser  ah  bezüglich  jeder  anderen  durch  den  Coordinaten- 
ursprung  0  gezogenen  Axe  (Axe  des  grössten  Flachen- 
momentes bezüglich  des  Punktes  0). 

Bezüglich  jeder  durch  0  senkrecht  zu  L  gezogenen 
Geraden  aber  ist  das  gesammte  Flächenmoment  NuH 

Man  beweist  leicht,  dass  das  gesammte  Flächenmoment 
eines  beliebigen  Systems  bezüglich  einer  beliebigen  Axe  gleich 
ist  dem  Momente  bezüglich  einer  parallelen  durch  den  Schwer- 
punkt des  Systems  gehenden  Axe,  vermehrt  um  das  Flächen- 
moment) welches  die  gesammte  Masse  des  Systems  bezüglich 
der  ersteren  Axe  hätte,  wenn  sie  sich  im  Schwerpunkte  des 
Systems  befände  und  mit  der  Geschwindigkeit  desselben  in 
der  Bewegungsrichtung  desselben  bewegte. 

Ebenso  leicht  sieht  man,  dass  sich  ganz  in  analoger 
Weise  aus  der  geometrischen  Darstellung  der  Kräftemomente 
durch  Dreiecksflächen  analoge  Sätze  von  den  Momenten  aller 
Kräfte,  die  von  aussen  auf  ein  beliebiges  System  wirken,  be- 
weisen lassen.    Seien  : 

die  Momente  bezüglich  der  Coordinatenaxen,  so  ist  das 
Moment  derselben  Kräfte  bezüglich  einer  beliebigen,  durch 
den  Goordinatenursprung  0  gezogenen  gerichteten  Geraden  G 

D  cos  {Q,  x)  +  E  cos  (G,  y)  +  F  cos  (ö, »)  ==  fl*  cos  (Ö,  E\ 

wobei  H  eine  von  0  aus  gezogene  Gerade  von  der  Länge 
+  ^ß^  +  E^+  F^  ist,  welche  mit  den  Coordinatenaxen 
Winkel  bildet,  deren  Cosinus  DjH,  EjH,  F/H  smd.    Das 
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Moment  bezüglich  der  Axe^  welche  die  Bichtung  der  Ge- 
raden H  hat,  ist  gleich  H^  bezüglich  jeder  durch  O  senk- 
recht zu  H  gezogenen  Geraden  Null,  bezüglich  jeder  anderen 
durch  O  gezogenen  Geraden  liegt  es  zwischen  —  H  und  +  H. 
Endlich  ist  das  Moment  aller  auf  das  System  wirkenden 
Kräfte  bezüglich  irgend  einer  Axe  gleich  dem  Momente  be- 
züglich einer  parallelen  und  gleichgerichteten  Axe  vermehrt 
um  das  Moment,  welches  alle  darauf  wirkenden  Kräfte  be- 
züglich der  ersten  Axe  hätten,  wenn  sie  ohne  Aenderung 
ihrer  Grösse  tmd  Sichtung  in  einem  Punkte  der  zweiten 
Axe  angreifen  würden.  Das  Gesammtmoment  der  inneren 
Kräfte  eines  Systems,  d.  h.  der  Centrikräfbe  zwischen  je  zwei 
Punkten  ist  natürlich  bezüglich  jeder  Axe  NulL 

Wenn  specieU  von  aussen  keine  Kräfte  auf  das  System 
wirken,  so  sind  auch  die  Momente  der  äusseren  Kräfte  gleich 
Null;  es  ist  also  D  =  ^=i^=0  und  aus  Gleichung  70) 
und  den  analogen  für  die  ^-  und  ^Axe  folgt,  dass  £7,  V 
und  W  drei  Constanten  sein  müssen.  Es  hat  also  die  durch 
einen  beliebigen  ruhenden  oder  geradlinig  und  gleichförmig 
bewegten  Punkt  P  gezogene  Axe  L  des  Maximums  des 
Flachenmomentes,  sowie  die  auf  der  Axe  senkrechte  Ebene 
eine  unveränderliche  Sichtung  im  Saume  (unveränderliche 
Axe,  unveränderliche  Ebene)  und  das  Flächenmoment  bezüg- 
lich jeder  solchen  Axe  ändert  sich  ebenfalls  nicht  mit  der  Zeit 

Wenn  z.  B.  ein  Körper  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte 
frei  im  Saume  sich  befindet,  anfangs  alle  seine  Theile  in 
Buhe  waren  und  dann  blos  durch  innere  Kräfte  ein  Theil 
desselben  in  drehende  Bewegung  kommt,  so  muss  ein  anderer 
Theil  derart  in  eine  entgegengesetzte  Drehung  gerathen^ 
dass  das  gesammte  Flächenmoment  bezüglich  einer  be- 
hebigen Axe  gleich  Null  bleibt,  da  es  ja  anfangs  gleich  Null 
war.  In  dieser  Beziehung  hat  der  Flächensatz  eine  gewisse 
Verwandtschaft  mit  dem  Schwerpunktssatze.  Doch  besteht 
der  folgende  wesentliche  unterschied.  Bei  diesem  sind  die 
Differentialquotienten,  welche  gleich  Null  sind  (die  linken 
Seiten  Asx  Gleichung  64)  und  der  entsprechenden  Gleichungen 
ftr  die  übrigen Coordinatenaxen),  die  vollständigen  Differential- 
quotienten bestimmter  Grössen,  nämlich  der  Coordinaten  des 

BoItsmsnB,  MechAnik  I.  B 
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Schwerpunktes.  Die  Grössen  aber,  welche  gemäss  des 
Flächenprindps  bei  Ermaagelang  äusserer  Kräfte  gleich  Null 
werden  (nämlich  die  linken  Seiten  der  Gleichimg  70)  und 
der  entsprechenden  Gleichungen  fiir  die  fibrig^i  Coordinaten- 
azen),  sind  nicht  die  Tollständigen  Difiiarentialquotienten  von 
Functionen  der  Ckxirdinaten  nach  dec  Zeit 

Ein  Körper  schwebe  ohne  Einwirkung  äusserer  Kräfte 
frei  im  Baume.  An£Euigs  ruhe  er.  Später  sollen  seine  Theile 
durch  innere  Kräfte  in  relative  Bewegungen  gerathen.  So- 
bald dieselben  zu.  zwei  verschiedenen  Zeiten  t^  und  t^  die 
gleiche  relative  Lage  gegeneinander  haben,  muss  nothwendig 
auch  der  Schwerpunkt  des  Körpers  die  gleiche  absolute  Lage 
im  Baume  haben,  da  er  diese  überhaupt  nicht  ändert  Aber 
der  Körper  kann  sich  während  der  Zeit  t^  —  t^  beliebig  um 
den  Schwerpunkt  gedreht  haben,  wenn  gewisse  Theile  des- 
selben nicht  auf  dem  gleichen  Wege  in  ihre  ursprüngliche 
Lage  zurückgekehrt  sind,  auf  welchem  sie  diese  verliessen, 
sondern  sich  in  geschlossenen  Bahnen  bewegt  haben,  die 
eine  endliche  Fläche  umschliessen. 

Eine  frei  im  Baume  schwebende,  anfangs  ruhende  Katze 
kann  sich  beliebig  um  ihre  Axe  drehen,  wenn  sie  ihre  Pfoten 
in  vom  Körper  weggestreckter  Lage  nach  links  bewegt^  dann 
gegen  den  Körper  zu  einzieht,  im  eingezogenen  Zustande  nach 
rechts  bewegt,  dann  wieder  ausstreckt  und  dasselbe  Spiel 
wiederholt  Dieselbe  Katze  kann  aber  in  keiner  Weise  die 
Lage  ihres  Schwerpunktes  ändern.  So  lange  sehr  viele 
Schiffe  im  Sinne  der  Axendrehimg  um  die  Erde  herumfahren, 
wird  der  Tag  verlängert  Die  Axendrehung  des  als  fest  ge- 
dachten Erdkörpers  nimmt  zwar  sofort  wieder  die  alte  Ge- 
schwindigkeit an,  sobald  die  Schiffe  still  stehen,  aber  eine  vom 
Erdmittelpunkte  nach  einer  festen  Bergspitze  am  Aequator 
gezogene  Gerade  ist  durch  das  Manöver  der  Schiffe  dauernd 
um  eine  bestimmte  Constante  in  ihrer  Winkeldrehung  zurück- 
geblieben, also  die  astronomische  Zeit  ist  zurückgebUeben. 
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IV.  Das  Princip  der  virtuellen  Verschiebnngeii. 


§  32.    Starr«  und  eiiiBeitige  YerbindimgeiL 

Wir  wollen  wieder  der  Wirklichkeit  um  einen  Schritt 
näher  treten.  In  der  Erfahrong  sind  uns*  zahlreiche  Körper 
gegeben,  welche  die  nmnnigfaltigBten  Bewegungen  im  Baume 
machen,  ohne  dass  sich  dabei  ihre  Gestalt»  also  die  relative 
Lage  ihrer  einzelnen'  Theile  gegeneinander  in  bemerkbarer 
Weise  yerändert  Wir  nennen  solche  Körper  feste,  und 
bilden  uns  das  Ideal  eines  starren  Körpers,  d.  h.  eines 
Körpers,  dessen  Theile  in  ihrer  relativen  Lage  niemals  die 
mindeste  Veränderung  erfahren  können. 

Wenn  wir  uns  also  einen  solchen  Körper  aus  materiellen 
Punkten  bestehend  denken,  so  müssen  die  Goordinaten  der-* 
selben  während  der  ganzen  Bewegung  gewisse  Gleichungen 
erf&llen,  welche  ausdrücken,  dass  die  Entfernung  je  zweier 
dieser  materiellen  Punkte  constant  bleibt  Wir  nennen  diese 
Gleichungen  die  Bedingungen  des  Systems.  Ihr  Bestehen, 
sowie  das  sehr  verschiedener  anderer  während  der  Bewegung 
materieller  Punkte,  können  wir  uns  durch  Specialisirung  des 
bisherigen  mechanischen  Bildes  gut  darstellen. 

Von  der  Bewegung  starrer  Körper  erhalten  wir  folgender- 
maassen  ein  anschauliches  Bild.  Wir  denken  uns  ein  System 
von  sehr  vielen  sehr  dicht  gedrängten  materiellen  Punkten. 
Diese  materiellen  Punkte  sollen  sich  ganz  nach  den  bisher 
aufgestellten  Gesetzen  bewegen.  In  einer  bestimmten  rela- 
tiven Lage  der  materiellen  Punkte  (der  NormaUage],  welche 
eben  die  Gestalt  des  fest^i  Körpers  bestimmt,  soll  die  Besul- 
tirende  aller  inneren  Kräfte,  welche  auf  jeden  derselben 
wirken,  gleich  NuU  sein.  Sobald  aber  die  Entfernung  irgend 
zweier  benachbarter  materieller  Punkte  nur  ein  klein  wenig 
grösser  oder  kleiner  wird,  sollen  sofort  enorm  grosse  innere 
Kräfte  auftreten,  welche  sie  wieder  in  die  ursprüngliche 
Entfernung  (die  Normalentfemung)  zurückzutreiben  suchen. 

Diese  Bedingungen  sind  sicher  erfüllt,  wenn  wir  folgende 
specielle  Annahmen  über  die  inneren  Kräfte  machen.     Für 

8* 
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jeden  materiellen  Punkt  soll  es  mindestens  drei  oder  mehr 
andere,  nicht  mit  ihm  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  (wir 
wollen  sie  seine  Nachbarpunkte  nennen)  von  folgender  Be- 
schaffenheit geben:  Die  Ejraft  f{r),  welche  zwischen  ihm 
imd  einem  Nachbarpunkte  in  der  Entfernung  r  wirkt,  soll 
gleich  Null  sein,  sobald  r  gleich  der  Normalentfemung  ist, 
aber  einen  sehr  grossen  positiven  Werth  annehmen,  sobald 
r  ein  wenig  kleiner,  dagegen  einen  sehr  grossen  negativen 
Werth,  sobald  r  ein  wenig  grösser  als  die  Normalentfemung 
ist  Im  ersteren  Falle  soll  also  sofort  eine  enorme  Abstossung, 
im  letzteren  eine  enorme  Anziehimg  auftreten.  Wir  sagen 
dann  kurz,  die  beiden  materiellen  Punkte  sind  starr  ver- 
bunden, da  die  zwischen  ihnen  wirkende  Centrikraft  weder 
gestattet,  dass  ihre  Entfernung  erheblich  grösser,  noch  auch 
kleiner  als  die  Normalentfemung  sei.  Für  alle  übrigen  mate- 
riellen Punkte,  welche  nicht  das  Verhalten  derjenigen  zeigen, 
die  wir  Nachbarpunkte  nannten,  soll  die  zwischen  ihnen 
wirkende  Kraft  in  der  Normalentfemung  und  in  nicht  viel 
davon  verschiedenen  Ekitfemimgen  verschwinden. 

Wenn  ausser  diesen  inneren  Kräften  noch  beliebige 
andere,  von  fremden  Punkten  ausgehende  äussere  Kräfte  auf 
das  Punktesjstem  wirken,  so  treten,  sobald  während  der  Be- 
wegung die  materiellen  Punkte  ihre  relative  Lage  nur  ein  wenig 
ändern,  sogleich  enorme  Kräfte  auf,  welche  die  ursprüngliche 
relative  Lage  wieder  herzustellen  suchen,  das  System  wird  also 
angenähert  das  Bild  eines  starren  Körpers  bieten,  wenn  wir 
die  durch  kleine  Deformationen  geweckten  inneren  Kräfte  ge- 
nügend gross  gegenüber  den  äusseren  denken.  Allerdings  nur 
angenähert;  denn  es  werden  bei  Wirksamkeit  äusserer  Kräfte 
im  Allgemeinen  immer  kleine  Gestaltänderungen  eintreten,  ja 
in  bestimmten  Specialfällen,  wo  eine  Dimension  des  von  den 
Punkten  erfüllten  Raumes  klein  ist,  z.  B.  wenn  dieser  die 
Gestalt  einer  Uhrfeder  hat,  werden  auch  grössere  Defor- 
mationen möglich  sein.  Es  weicht  also  unser  Bild  von  dem 
Ideale  des  absolut  starren  Körpers  ab;  aber  gerade  in  der- 
selben Weise,  in  der  auch  die  wirklichen  festen  Körper  von 
diesem  Ideale  abweichen. 

Ausser  der  starren  Verbindung  zweier  materieller  Punkte 
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ist  noch  eine  andere  Verbindungsart,  welche  wir  die  ein- 
seitige nennen  wollen,  von  hoher  Wichtigkeit  Wir  haben 
bisher  angenommen,  dass  die  zwischen  zwei  materiellen 
Punkten  wirksame  Kraft  weder  eine  bemerkbare  Annäherung 
noch  Entfernung  gegenüber  der  Normaldistanz  zulässt. 

Es  soll  jetzt  die  Kraft  entweder  zwar  ftkr  jede  Ent- 
fernung, die  nur  ein  wenig  grösser  ist,  als  die  normale, 
einen  enorm  grossen  negativen  Werth  annehmen,  aber  f&r 
die  normale  und  jede  kleinere  Entfernung  Null  sein,  oder 
zwar  ffüT  jede  Entfernung,  die  nur  ein  wenig  kleiner  als  die 
normale  ist,  einen  enorm  grossen  positiven  Werth  haben, 
aber  wieder  f&r  die  normale  und  jede  grössere  Entfernung 
Null  sein.  In  ersterem  Falle  wird  die  zwischen  den  beiden 
materiellen  Punkten  wirksame  Kraft  zwar  jede  Entfernung 
über  die  normale  Distanz  verhindern,  sich  aber  einer  be- 
liebigen Annäherung  nicht  in  den  Weg  stellen,  in  letzterem 
Falle  ist  die  Annäherung  über  eine  gewisse  Grenze  unmög- 
lich, aber  einer  beliebigen  Entfernung  steht  nichts  im  Wege. 
Wir  sagen  in  diesen  beiden  Fällen,  dass  die  beiden  mate- 
riellen Punkte  einseitig  verbunden  sind. 

Ein  angenähertes  Beispiel  f&r  den  ersten  Fall  bieten 
uns  zwei  durch  einen  dünnen,  nahezu  unausdehnbaren  Faden 
verbundene  kleine  Körper,  ein  Beispiel  f&r  den  zweiten  Fall 
zwei  starre  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  sich  entfernen,  aber 
in  keinen  kleineren  Abstand  gelangen  können,  als  die  Summe 
ihrer  Badien. 

§  33.    Yersohiedene  Formen  der  Bedingungen,  denen  Punkt- 
systeme unterworfen  sein  können. 

Man  kann  durch  derartige  Verbindungen  Fälle  darstellen, 
wo  zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  eines  Systems  Be- 
dingungsgleichungen vorhanden  sind,  z.  B.  den  Fall  einer 
Masse,  welche  gezwungen  ist»  während  ihrer  Bewegung  auf 
einer  vorgeschriebenen  Fläche  oder  Curve  zu  bleiben.  Die 
Darstellung  geschieht  in  diesem  Falle  in  folgender  Weise: 

Es  soU  eine  Kugel  vom  Badius  a  ausserordentlich  dicht 
und  gleicjiförmig  mit  starr  verbundenen  materiellen  Punkten 
erf&Ut  sein,  so  dass  sie  sich  angenähert  wie  eine  starre  mate- 
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rielle  Kugel  verhält.  Femer  sollen  zwei  continuirliche  Flächen, 
deren  senkrechter  Abstand  immer  und  überall  gleich  (gleich  2  b) 
istf  unendlich  dicht  mit  anderen  materiellen  Punkten  besetzt 
sein,  welche  entweder  durch  entsprechende  Kräfte  unver- 
änderlich im  Baume  festgehalten  oder  in  vorgeschriebener 
Weise  bewegt  werden,  jedoch  so,  dass  der  senkrechte  Ab- 
stand der  beiden  Flächen  immer  und  überall  gleich  2  b  bleibt 
Wir  bezeichnen  diese  letzteren  materiellen  Punkte  als  die 
der  Vorrichtung,  welche  die  Bewegungsfreiheit  beschränkt 
Die  Kugel  soll  sich  anÜEtugs  genau  zwischen  den  beiden 
Flächen  befinden.  Die  Kraft,  welche  irgend  ein  materieller 
Punkt  einer  der  Flächen  auf  irgend  einen  materiellen  Punkt 
der  Oberfläche  der  Kugel  ausübt,  soll  in  der  Entfernung 
6  -^  a  und  einer  grösseren  gleich  Null,  in  einer  ein  wenig 
kleineren  Entfernung  aber  schon  gleich  einer  enorm  grossen 
Abstossung  sein.  Andere  Kräfte  sollen  zwischen  den  mate- 
riellen  Punkten  der  K^gel  und  der  Vorrichtnng  nicht  wirken. 
Die  Distanz  zweier  benachbarter  materieller  Punkte  soll 
sowohl  in  der  Kugel,  als  auch  m  den  beiden  Flädien  sehr 
klein  gegenüber  6  —  a  sein.  Wir  haben  dann  den  Fall  nach- 
geahmt, dass  sich  eine  vollkommen  glatte  starre  Kugel 
zwischen  zw«i  vollständig  glatten  festen  Flächen  bewegt 
Der  Schwerpunkt  der  Kugel,  welcher  mit  ihrem  Mittelpunkte 
zusammenfällt,  muss  dann,  wenn  noch  beliebige  äussere 
Kräfte  auf  ihn  wirken,  eine  soldie  Bewegung  machen,  dass 
er  fortwährend  auf  der  zwischen  beiden  Flächen  in  der 
Mitte  liegenden  Fläche  bleibt,  welche  unveränderlich  oder 
mit  der  Zeit  in  gegebener  Weise  veränderlich  ist,  je  nach- 
dem diese  Flächen  es  sind.  Es  wird  also  während  der 
ganzen  Bewegung  zwischen  seinen  Coordinaten  eine  Gleichung 
bestehen,  welche  im  letzteren  Falle  die  Zeit  explicit  enthält. 
Will  man  die  Bewegung  eines  einzigen  materiellen  Punktes 
darstellen,  welcher  gezwungen  ist,  auf  einer  Fläche  zubleiben, 
so  kann  man  sich  alle  Punkte  der  Kugel  bis  auf  den  Mittel- 
punkt masselos  denken  oder  die  Kugel  durch  einen  einzigen 
materiellen  Punkt  ersetzen,  auf  den  sehr  grosse  abstossende 
Kräfte  wirken,  wenn  seine  Entfernung  von  irgend  einem 
Punkte  einer  der  Flächen  ein  wenig  kleiner  als  b  wird.    Die 
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EDtfemimg  ^cweier  Nachbarpunkte  auf  je  einer,  der  Flächen 
mass  verschwindend  klein  gegen  b  sein. 

Bilden  die  materiellen  Punkte  der  Vorrichtung  eine 
Bohre  von  überall  gleichem  kreisförmigen  Querschnitte, 
welche  die  Kugel  oder  den  einen  materiellen  Punkt  um- 
schUesst^  so  erhalten  wir  eine  Masse,  die  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  voi^eschriebenen  Curve  zu  bewegen;  dann  bestehen 
also  während  der  ganzen  Bewegung  zwischen  ihren  Coordi^ 
naten  zwei  Gleichungen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  mittelst  der 
gleichen  Hül&mittel  sehr  verschiedene  Fälle  realisiren  kann, 
wo  sich  materielle  Punkte  so  bewegen,  dass  zwischen  ihren 
Goordmaten  während  der  Bewegung  irgend  eine  Zahl  von 
Gleichungen  besteht,  welche  die  Zeit  explicit  enthalten  oder 
auch  von  ihr  unabhängig  sein  können. 

Jede  Bedingung  des  Systems,  welche  durch  eine  Gleichung 

77)  9>(^ai,yi...«J«0 

zwischen  den  Coordinaten  x^,  y^  •••  ^„  seiner  materiellen 
Punkte  darstellbar  ist,  welche  die  Zeit  i  explicit  enthalten 
kann  oder  nicht,  wollen  wir  eine  holonome  Bedingung  nennen. 
Ein  System,  welches  nur  holonomen  Bedingungen  unter- 
worfen ist,  nennen  wir  ein  holonomes  System. 

Durch  starre  Verbindungen  materieller  Punkte  können 
auch  Gleichungen  dargestellt  werden,  welche  ausser  den 
Coordinaten  noch  deren  DifFerentiale  in  einer  Verbindung 
enthalten,  die  einen  nicht  integrabeln  Differentialausdruck 
darstellt  Wenn  wieder  x^,  y^,  ...  z^  die  Coordinaten  der 
materiellen  Punkte  sind,  so  ist  die  einfachste  Form  dieser 
Gleichungen  die  folgende: 

78)  rdt  +  i^da^  +  Vidy^  +  ...  ^„e?«„  «  0, 

wobei  T,  Ij ,  i7j , . . .  f^  beliebige  Functionen  von  t,  x^,  y^  ...  x^ 
sind  und  die  linke  Seite  keinen  integrirenden  Factor  hat.^) 
Jede  Bedingung,  welche  nur  in  dieser  Weise  darstellbar  ist, 

')  Noch  allgemeinere  Formen,  wie 
wollen  wir  aasschliessen. 
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nennen  wir  eine  nicht  holonome  und  ein  System,  unter 
dessen  Bedingungen  sich  auch  nur  eine  nicht  holonome  be- 
findety  nennen  wir  ein  nicht  holonomes. 

Eine  solche  Gleichung  wfirde  sich  ergeben,  wenn  sich 
eine  starre  Engel,  deren  Oberfläche  toU  tou  ausserordent- 
lich yielen  äquidistanten,  sehr  feinen  Spitzen  wSie,  zwischen 
einer  glatten  und  einer  mit  zahlreichen  Löchern  versehenen 
Fläche  so  bewegen  würde,  dass  die  Spitzen  stets  in  die 
Löcher  eingreifen,  wodurch  mit  beliebiger  Annäherung  die 
Bedingung  dargestellt  werden  könnte,  dass  eine  feste  Engel 
gezwungen  ist,  auf  einer  festen  oder  veränderlichen  Fläche 
zu  rollen.  Ob  nicht  holonome  Bedingungen  durch  unser  Bild 
anders,  als  in  diesem  Sinne  mit  beliebiger  Annäherung  dar- 
gestellt werden  können,  lasse  ich  dahingestellt 

In  der  Mechanik  wird  häufig  auch  der  Fall  betrachtet, 
dass  zwischen  den  Coordinaten  gewisser  materieller  Punkte 
nicht  Gleichungen,  sondern  Ungleichungen  bestehen.  Sei 
€p  (xj  y,  z)  eine  Function  der  rechtwinkeligen  Coordinaten, 
Xj  y,  X  eines  Punktes,  welche  auf  einer  geschlossenen  Fläche 
(der  Fläche  F)  gleich  Null,  innerhalb  derselben  <  0,  ausser- 
halb >  0  ist  Die  Bedingung,  dass  f&r  einen  materiellen 
Punkt  während  der  ganzen  Zeit  seiner  Bewegung  9>(x,y,jc)^0 
sein  soll,  kann  man  dann  dadurch  darstellen,  dass  man  ausser- 
halb der  Fläche  F  eine  andere  Fläche  Q  construirt,  welche 
von  der  Fläche  F  immer  den  senkrechten  Abstand  a  hat 
und  dicht  mit  materiellen  Punkten  besäet  ist,  welche  alle 
auf  einen  anderen  materiellen  Punkt  in  einer  Elntfemung, 
die  grösser  oder  gleich  a  ist,  keine  Eraft,  in  einer  Elnt- 
femung  aber,  die  nur  wenig  kleiner  als  a  ist,  sogleich  eine 
ausserordentlich  grosse  Abstossimg  ausüben.  Die  Entfernung 
je  zweier  benachbarter  materieller  Punkte  auf  der  Fläche  Q 
soll  dabei  sehr  klein  gegen  a  sein.  Wir  haben  dann  eine 
undurchdringliche,  vollkommen  glatte  Schale  nachgebildet,  in 
deren  Innern  sich  eine  materielle  Eugel  befindet 

Es  können  also  in  Folge  einseitiger  Verbindungen  Un- 
gleichungen bestehen,  welche  nur  die  Coordinaten  der  ver- 
schiedenen materiellen  Punkte  und  eventuell  auch  die  Zeit  i 
explicit  enthalten,  also  die  Form 
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79)  9  (',  ^1,^1  ...«J^O 

haben.  Wir  nennen  sie  dann  holonome  Bedingongsunglei- 
chungen.  Die  betreffenden  Ungleichungen  können  aber  auch 
die  Differentiale  der  Coordinaten  enthalten,  ohne  auf  die 
Form  79)  reducirbar  zu  sein  (nicht  holonome  Bedingnngs- 
Ungleichungen),  in  welchem  Falle  wir  uns  auf  solche  be- 
schränken, welche  in  die  Form 

80)  rdi  +  i^dx,  +  fi^dy^  ...  ^^dz^^O 

gebracht  werden  können. 

Um  die  Mannigfaltigkeit  der  auf  diese  Weise  construir- 
baren  Modelle  zu  zeigen,  wollen  wir  uns  noch  eine  enorm 
grosse  Zahl  gleich  beschaffener  materieller  Punkte  denken, 
welche  alle  in  der  sehr  kleinen  Entfernung  a  und  in  grösserer 
Entfernung  nicht  aufeinander  wirken,  sich  aber  in  ein  wenig 
kleinerer  Entfernung  sofort  sehr  stark  abstossen.  Alle  diese 
materiellen  Punkte  sollen  durch  irgend  eine  äussere  Druck- 
kraft in  einem  Gtefässe  dicht  aneinander  gedrängt  werden, 
so  dass  zwei  benachbarte  immer  sehr  nahe  die  Entfernung  a 
haben.  Sie  werden  sich  dann  wie  winzig  kleine,  vollkommen 
glatte  Sandkörner  oder  auch  wie  die  Theilchen  einer  reibungs- 
losen unzusammendrückbaren  Flüssigkeit  verhalten.  Letztere 
können  ja  auch  nur  durch  einen  auf  ihre  Oberfläche  wirkenden 
Druck  an  der  vollständigen  Verdunstung  verhindert  werden. 

Es  kann  nim  sein,  dass  wir  dieselben  Gleichungen  oder 
Ungleichungen  nicht  blos  in  einer,  sondern  in  mehreren 
Weisen  durch  verschiedene  Vorrichtungen  erzielen  können, 
z.  B.  die  Ungleichung  x*  +  y^  +  x^^l  dadurch,  dass  wir 
einen  materiellen  Punkt  durch  einen  unausdehnbaren,  aber 
vollkommen  biegsamen  Faden  mit  dem  fix  gedachten  Coordi- 
natenuisprung  verbinden  oder  dass  wir  ihn  in  eine  starre 
Hohlkugel  einschliessen.  Wir  werden  sehen,  dass  die  Be- 
wegungsgleichungen, welche  wir  aus  dem  mechanischen  Bild 
erhalten,  nur  von  dem  Werthe  der  expliciten  Kräfte  und 
der  Form  der  Bedingungsgleichungen  oder  Ungleichimgen 
abhängen,  nicht  aber  davon,  ob  diese  Gleichungen  oder 
Ungleichungen  durch  die  eine  oder  andere  Vorrichtung 
realisirt  sind.    In  allen  Fällen  also,  wo  die  Bewegung  durch 
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die  Bewegungsgleichungen,  die  Anfangslagen,  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten und  deren  Sichtungen  eindeutig  bestimmt 
ist,  kann  sie  nicht  von  der  speciellen  Art  abhängen^  wie  diese 
Bedingungen  mechanisch  realisirt  sind. 

Wenn  wir  im  Folgenden  Ton  irgend  welchen  Bedingungen 
sprechen,  so  verstehen  wir  darunter  immer  solche,  welche 
durch  starre  oder  einseitige  Verbindungen  irgendwie  reaUsirt 
werden  können.  Unter  den  dabei  geltenden  Bewegungs- 
gleichungen verstehen  wir  diejenigen,  welche  nach  dem 
mechanischen  Bilde  aus  diesen  Verbindimgen  folgen.  Man 
hat  es  als  selbstverständlich  betrachtet,  dass  ftir  die  Be- 
wegungsgleichungen nur  die  Beschränkung  maassgebend  sein 
kann,  welche  die  Bewegung  durch  die  Bedingungen  in  der 
unmittelbar  benachbarten  Zeit  erfährt,  sowie  dass  diese  durch 
Belationen  bestimmt  ist,  welche  wie  die  Relationen  78)  oder 
80)  die  Coordinatenzuwächse  linear  enthalten  und  worin  die 
Goordinaten  selbst  als  constant  angesehen  werden  kdnnen. 
Man  hat  dann  bewiesen,  dass  jede  eolche  lineare  Belation 
zwisohen  den  Goordinatenzuwächsen  durch  starre  und  ein* 
eeitige  Verbindungen  hergestellt  werden  kann,  dass  also  be- 
liebige Bedingungen  durch  allerdings  mit  der  Zeit  wechselnde 
starre  und  einseitige  Verbindungen  mit  passend  gewählten 
materiellen  Punkten  ersetzt  werden  können.  Wir  wollen  je- 
doch hierauf  nicht  näher  eingehen  und  nicht  näher  prüfen, 
ob  es  möglich  ist,  alle  denkbaren  G^leidiungen  und  Un- 
gleichungen zwischen  den  Goordinaten  in  dieser  Weise  zu 
realisiren ;  für  uns  existiren  nur  solche  Bedingungen,  die  wir 
in  dieser  Weise  realisiren  können.  Ebenso  wenig  können 
und  wollen  wir  einen  Beweis  liefern,  dass  sich  in  der  Natur 
Körper,  welche  während  ihrer  Bewegung  solchen  Bedingungs- 
gleichungen unterworfen  sind,  nach  den  aus  unserem  Bilde 
folgenden  Gesetzen  bewegen.  Zu  prüfen,  in  wie  weit  dies 
der  Fall  ist,  ist  Sache  der  Experimentalphysik. 

§  34.  Begriff  der  ezpliciten,  verlorenen  Kraft,  der  virtuellen 

Yertchiebung,  eto. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  für  den  allgemeinsten 
Fall  ableiten,  welcher  durch  unser  Bild  dargestellt  werden 
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kann.  Es  sei  ein  System  von  n  materiellen  Punkten  ge- 
geben, von  denen  beliebige  starr  oder  einseitig  untereinander 
oder  mit  anderen  /u  materiellen  Punkten  verbunden  sind, 
welche  letztere  entweder  fix  sind  oder  sich  irgendwie  in 
vorgeschriebener  Weise  im  Räume  bewegen. 

Die  Kräfte,  welche  von  diesen  Verbindungen  herrühren, 
nennen  wir  die  Verbindungskräfte.  Ausserdem  können  noch 
beliebige  der  n  materiellen  Punkte,  die  nicht  starr  verbunden 
sind,  untereinander  Centrikräfte  ausüben  (die  inneren  expli- 
Giten  Kräfte)  oder  es  können  beliebige  andere  {v)  materielle 
Punkte  vorhanden  sein,  welche  beliebige  Centrikräfte  auf 
irgend  welche  der  n  materiellen  Punkte  ausüben  (die  äusseren 
ezpliciten  Kräfte).  Wir  nensien  aUe  diese  Kräfte  die  expli- 
dten  Ejräfte,  weil  sie  nicht  von  den  starren  oder  einseitigen 
Verbindungen  der  n  Punkte  imtereinander  oder  mit  den 
^  Punkten  herrühren.^) 

Die  Verbindungen  können  wir  immer  durch  gewisse 
Gleichungen  oder  Ungleichungen  zwischen  den  Coordinatea 
der  n  materiellen  Punkte  ersetzen,  welche  wir  die  Bedingungen 
des  Systems  nennen. 

Wir  i>ezeiehnen  nun  mit  mj^  die  Masse  irgend  eines 
■nserer  n  inateriellen  Punkte  (des  Äten),  mit  x^^,  y^,  ^  dessen 
Goordinaten  zur  Zeit  ^,  mit  i^,  9^,  3^  die  nach  den  Coordi- 
natemicfatnngtti  geschätzten  Componenten  der  Besultirenden 
aller  Verbindungskräfte,  sowie  mit  X^^  7^  Z^  die  ebenso  ge- 
schätzten Componenten  der  Besultirenden  aller  expliciten 
Kräfte,  welche  zur  Zeit  t  auf  diesen  materiellen  Punkt 
Dann  erhalten  wir  nach  13)  folgende  Gleichungen: 

«,     ^*»    —    7      tr 


81) 


')  Die  ezpliciten  KrSfte  fallen  nat&rlich  mit  den  äasseren  zu- 
aammen,  falls  die  n  materieUen  Punkte  keine  anderen  KrSfte  als  die 
Verbindungskräfte  aufeinander  ausüben,  d.  h.  falls  zwischen  ihnen 
keine  anderen  Centrikräfte  als  diejenigen  thätig  sind,  welche  die  Ver- 
bindnngsgleichungen  erhalten,  z.  B.  wenn  es  die  Theilcben  eines  ein- 
zigen oder  mehrerer  nicht  aufeinander  femwirkender  fester  oder 
tropfbar  flüssiger  Körper  sind. 
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Theils  um  das  Yerständniss  anderer  Schriften,  wo  diese 
Bezeichnungen  gebraucht  sind,  zu  erleichtern^  theils  weil 
wirklich  eine  anschauliche  Terminologie  der  Aufifassung 
wesentlich  zu  Hülfe  kommt,  wollen  mi  noch  folgende  Be- 
zeichnungen einf&hren:  Die  Summe  (natOrlich  Vectorsumme) 
der  ezpliciten  und  der  Verbindungskräfte,  welche  auf  einen 
Punkt  wirken,  nennen  wir  die  Totalkraft  auf  diesen  Punkt 
Die  Componenten  der  auf  einen  Punkt  des  Systems  wir- 
kenden Totalkraft  in  den  Coordinatenrichtungen  sind  also 
die  Ausdrücke  81).  Sie  sind  gleich  den  mit  der  Masse  des- 
selben multiplicirten  entsprechenden  Componenten  der  wirk- 
lich eintretenden  Beschleunigung  dieses  Punktes,  was  selbst- 
verständlich ist»  da  ja  die  Totalkraft  die  Summe  aller  Kräfte 
darstellt,  die  überhaupt  auf  den  betreffenden  Punkt  wirken. 

Dagegen  fetUen  die  wirklichen  Beschleunigungen  nicht 
mit  denen  zusammen,  welche  durch  die  ezpliciten  Elräfte 
allein  bewirkt  würden.  Wir  stellen  uns  da  vor,  dass  durch 
die  Verbindungen  ein  Theil  der  expliciten  Kräfte  ftbr  die 
erzeugte  Beschleunigung  verloren  geht  Dieser  Theil  der 
ezpliciten  Kräfte,  welcher  für  die  wirkliche  Beschleunigung 
verloren  geht  und  nur  den  Widerstand  der  Verbindungen 
überwindet,  soll  als  die  verlorene  Kraft  bezeichnet  werden. 
Die  verlorenen  Kräfte  sind  also  gleich,  aber  gerade  ent- 
gegengesetzt gerichtet  den  Verbindungskräften,  da  sie  von 
letzteren  aufgehoben  werden. 

82)  -J„  -9,,  -hk 

sind  also  die  Componenten  nach  den  Coordinatenrichtungen 
von  derjenigen  Kraft»  die  von  der  auf  m^^  wirkenden  expli- 
citen Kraft  verloren  geht  Wenn  man  von  der  ezpliciten 
Ejraft,  deren  Componenten  X^,  F^,  J^  sind,  die  allein  zur 
Wirksamkeit  kommende  Totalkraft,  deren  Componenten 
Xj^  +  l^hy  ^h  +  ^jk'  ^  +  hh  ^^^9  abzieht,  so  erhält  man  das, 
was  durch  die  Verbindungskräfte  verloren  geht,  also  die 
Ausdrücke  82). 

Femer  wollen  wir  im  Gegensatz  zur  wirklichen  Be- 
schleunigung irgend  eines  materiellen  Punktes,  welche  in 
der  Abscissenrichtimg  die  Componente 
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hat,  diejenige,  die  derselbe  materielle  Punkt,  wenn  keine 
Verbindangen  vorhanden  wären,  durch  die  expliciten  Kräfte 
allein  erhalten  hätte,  die  explicite  Beschleunigung  nennen. 
Ihre  Projection  auf  die  Abscissenrichtung  ist 

84)  -i-X. 

Durch  die  Verbindungen  wird  die  explicite  Beschleunigung 
auf  die  ?rirkhche  reducirt  Was  dabei  verloren  geht,  also 
die  durch  die  Verbindungskiäfte  verlorene  Beschleunigung 
erhalten  wir,  wenn  wir  von  der  expUciten  Beschleunigung 
die  wirkUche  abziehen,  so  dass  also 

die  Componente  der  verlorenen  Beschleunigung  des  Punktes  m^ 
in  der  Abscissenrichtung  ist  Dieselbe  ist  wieder  gleich,  aber 
entgegengesetzt  gerichtet  als  die  durch  die  Verbindungskräfte 
allein  erzeugte  Beschleunigung. 

Die  Gomponenten  Xj^y  Yj^,  Z^  der  expliciten  Kräfte 
setzen  wir  als  gegeben  voraus,  die  der  Verbindungskräfte 
lh9  9a'  hh  Verden  wir  im  folgenden  Paragraphen  eliminiren. 
Zu  diesem  Zwecke  fassen  wir  die  Lage  sämmtUcher  materieller 
Punkte  zu  irgend  einer  Zeit  t  ins  Auge  und  denken  uns  jedem 
Baumpunkte,  wo  sich  irgend  einer  der  n  materiellen  Punkte 
zur  Zeit  i  befindet,  eine  ganz  beliebige,  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung ertheilt  Die  Coordinaten  x^^  t/j^  Zj^  des  Baumpunktes, 
wo  sich  zur  Zeit  t  der  ^te  materielle  Punkt  befand,  sollen  dabei 
um  dxj^,  Sy^j  3zj^  wachsen.  Alle  diese  Coordinatenzuwächse 
sollen  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  sein,  dass  sie 
den  Bedingungsgleichungen  und  Ungleichungen  des  Systems 
zur  Zeit  i  genügen,  in  denen  jedoch  die  Zeit  /,  insofern  sie 
explicit  darin  vorkommt,  als  constant  zu  betrachten  ist  Die 
so  erhaltenen  Bedingungen  des  Systems  müssten  also  erfüllt 
bleiben,  wenn  jeder  materielle  Punkt  wirklich  von  dem  Baum- 
punkte^  wo  er  zur  Zeit  /  ist,  nach  derjenigen  Stelle  versetzt 
würde,  wohin  dieser  Baumpunkt  verschoben  wurde. 

Wir  wollen  alle  möglichen  unendlich  kleinen  Verschie- 
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bongen,  welche  dieser  einen  Fordemng  genügen,  Tirtaelle 
Verschiebungen  nennen.  Dieselben  sind  dorchaus  nicht  zn 
yerwechsehi  mit  den  Verschiebnngen,  welche  die  materiellen 
Punkte  wirklich  w&hrend  des  auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeit- 
differentiales  dt  erleiden.  Letztere  nennen  wir  die  wirk- 
lichen Verschiebungen  während  der  Zeit  dt  Die  Zuwächse^ 
welche  in  Folge  der  letzteren  Verschiebungen  die  Coordi* 
naten  des  Aten  der  n  materiellen  Punkte  erleiden,  bezeichnen 
wir  mit  da^j  dy^^j  dz^  und  nennen  sie  die  Difforentüde  der 
Coordinaten  zum  Unterschiede  tou  8xj^^  8y^j  ixj^,  welche 
wir  die  Variationen  der  Coordinaten  nennen. 

Wenn  die  materiellen  Punkte,  welche  wir  die  ii  mate- 
riellen Punkte  nannten,  welche  wir  also  zur  Bealisirung  der 
Bedingungen  des  Systems  benutzten,  fix  im  Baume  sind, 
mit  anderen  Worten,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems 
mit  der  Zeit  unveränderlich  sind,  so  müssen  die  Differentiale 
denselben  Bedingungen  wie  die  Variationen  genügen.  E^ 
können  also  die  Variationen  auch  gleich  den  Differentialen 
gemacht  werden,  aber  der  erstere  Begriff  ist  viel  allgemeiner, 
indem  er  überhaupt  alle  möglichen  unendlich  kleinen  Zu- 
wächse umfasst,  welche  den  Bedingungen  genügen,  während 
der  letztere  nur  diejenigen  speciellen  Zuwächse  ausdrückt, 
welche  während  der  Zeit  dt  wirklich  eintreten.  Wenn  da- 
gegen die  Bedingungen  des  Systems  die  Zeit  explicit  enthalten, 
so  sind  überhaupt  im  Allgemeinen  die  Bedingungen  f&r  die 
Differentiale  andere  als  für  die  Variationen.  Fassen  wir  eine 
holonome,  die  Zeit  explicit  enthaltende  Bedingung  ins  Auge, 
die  sich  durch  die  Relation  77)  oder  79)  ausspricht  Dann 
müssen  die  variirten  Coordinaten  a;^  +  ^a;^,  y^  +  ^y^,  «,^+  #äj^ 
noch  immer  der  Bedingung  genügen,  welche  zur  Zeit  t  be- 
steht, wogegen  die  der  Zeit  t  +  dt  entsprechenden  Coordi- 
naten x^'\'  dxj^j  y  +  dyj^,  x^  +  dx^  der  Bedingung  genügen 
müssen,  welche  zur  Zeit  i  •\'  dt  besteht  Man  hat  also,  falls 
die  Function  qp  für  die  betreffenden  Werthe  der  Variabein 
differentürbar  ist: 
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wogegen  man  f&r  die  Dififerentiale  die  Belation  hat: 


hstn 


Es  gilt  das  blosse  Gleichheitszeichen  oder  beide  Zeichen, 
je  nachdem  die  Belation  durch  77)  oder  79)  definirt  ist 
Bei  einer  nicht  holonomen  Bedingung  müssen  die  Diffe- 
rentiale eine  Belation  von  der  Form  78)  oder  80)  erfüllen. 
Wenn  man  darin  i  constant  setzt,  so  erhält  man  die  zwischen 
den  Variationen  bestehende  Belation.    Letztere  ist  also 

wobei  natürlich  wieder  das  Gleichheitszeichen  der  Belation  78), 
beide  Zeichen  der  Belation  80)  entsprechen.  Die  Belationen  86) 
und  87)  sind  übrigens  nur  specielle  Fälle  der  Belationen  80) 
und  88),  die  mau  erhält,  wenn  man  darin 

setzt.  Natürlich  sind  die  Belationen  86)  und  87)  nicht 
gleichbedeutend  mit  der  Belation  79),  da  aus  letzterer  die 
Gültigkeit  der  ersteren  Belationen  nur  folgt,  wenn  die  Aus- 
gangswerihe  der  Coordinaten  die  Gleichung  77)  befriedigen. 
Wenn  das  üngleichheitszeichen  gilt,  so  sind  auch  andere 
Ausgangswerthe  möglich  und  dann  besagt  die  Belation  79) 
gar  nichts  über  die  Differentiale  oder  Variationen.  Es  wäre 
auch  möglich,  dass  eine  nicht  holonome  Belation  von  der 
Form  80)  nur  im  Falle  des  Bestehens  gewisser  Gleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  gilt,  z.  B.  nur  so  lange  ein  fester 
Körper  eine  gewisse  Fläche  berührt,  die  er  nach  einer  Seite 
Terlassen  kann.  Eine  virtuelle  Verrückung  des  Systems  ist 
in  jedem  Falle  jede  unendlich  kleine  Verrückung  desselben, 
bei  welcher  die  Verschiebungen  aller  n  Punkte  des  Systems 
allen,  durch  irgend  welche  Bedingungen  desselben  yor- 
geschriebenen  Belationen  86)  oder  88)  genügen. 


Asl 


90) 
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§  35.    Mathematifloher  Ausdruck  des  PrinoipB  der  virtnellen 

Venohiebimgen. 

Es  seien  nun  Ja::^,  ^^^  . . .  ^^^  die  irgend  einer  virtuellen 
Verrückung  des  Systems  entsprechenden  Goordinatenzuwächse. 
Wir  multipliciren  von  den  Gleichungen,  welche  wir  aus  81) 
erhalten,  wenn  wir  h=l  setzen,  die  erste  mit  dx^y  die 
zweite  mit  dy^,  die  dritte  mit  dx^^  ebenso  von  den  Glei- 
chungen, die  wir  aus  81)  erhalten,  wenn  wir  h=  2  setzen, 
die  erste  mit  dx^^  die  zweite  mit  dy^,  die  dritte  mit  3z^  u.  s.  f. 
bis  zur  letzten.  Indem  wir  dann  alle  so  erhaltenen  Glei- 
chungen addiren,  folgt: 

Es  sei  nun  m^^  ein  zweiter  materieller  Punkt,  mit 
welchem  der  materielle  Punkt  mit  der  Masse  mj^  starr  oder 
einseitig  verbunden  ist,  o:^,  ^;^,  ^  seien  die  Coordinaten  des 
zweiten  materiellen  Pimktes,  r^^^  die  Entfernung  beider  mate- 
rieller Punkte,  fJ^u{^f^J^  die  vermöge  der  starren  oder  ein- 
seitigen Verbindung  zwischen  ihnen  wirkende  Kraft.  Dann 
liefert  diese  Kraft  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  90]^  je 
nachdem  der  Punkt  m^  den  n  Punkten  oder  den  fi  Punkten 
angehört,  drei  oder  sechs  Addenden,  deren  Summe  jeden- 
falls gleich 

ist,  wobei  Jr^j^  der  Zuwachs  der  Entfernung  r^j^  in  Folge 
der  virtuellen  Verschiebungen  ist.    Es  ist  ja 

Der  Ausdruck  91)  gut  unverändert,  ob  der  materieUe  Punkti«^ 
ebenfalls  den  n  materiellen  Punkten  oder  ob  er  den  ft  mate- 
riellen Punkten  angehört;  denn  in  letzterem  Falle  ist  ein&ch 


91)  ]  ""r»"^  K«A  -  i^t)  (*a^  -  *ag  +  (y»  -  »*)  i^Vh  -  *y») 
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Sxj^^  8yj^=  S\=  0,  da  die  virtaellen  Verschiebungen  ohne 
Aendenmg  der  Bedingongsgleichongen^  also  ohne  Aende- 
nmg  der  Lage  der  ju  materiellen  Punkte  vorzunehmen  sind. 
In  letzterem  Falle  liefert  die  betreffende  Yerbindungskraft 
nur  drei  Addenden  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  90). 

Wenn  nun  die  beiden  materiellen  Punkte  n^  und  mj^ 
starr  miteinander  verbunden  sind,  so  müssen  die  Verschie- 
bungen, damit  sie  virtuell  seien,  so  gewählt  werden,  dass 
dabei  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  unverändert  bleibt, 
also  Svj^j^  =s  0  ist  Dann  reducirt  sich  also  der  Ausdruck  91) 
auf  NuU.  Sind  alle  Verbindungen  starr,  so  reduciren  sich 
daher  für  jede  Verbindung  zweier  der  n  Punkte  je  sechs 
Glieder,  f&r  jede  Verbindung  eines  der  n  Punkte  mit  einem 
der  ju  Punkte  aber  je  drei  Glieder  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  90)  auf  NulL  Es  ist  also  dann  die  gesammte 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  NulL^) 

Für  einseitige  Verbindungen  zweier  materieller  Punkte 
sind  zwei  Fälle  möglich. 

1.  Die  zwischen  beiden  Punkten  wirkenden  Kräfte  lassen 
keine  Verkleinerung  der  Entfernung  derselben  zu,  ohne  sich 
ihrer  Vergrösserung  zu  widersetzen.  Dann  kann  die  zwischen 
den  Punkten  wirkende  Kraft  /)^jk(r^;^  nicht  anziehend,  also 
nicht  negativ  sein.  Aber  auch  die  Entfernung  der  Punkte 
kann  nicht  abnehmen,  auch  Stj^j^  kann  nicht  negativ  sein, 
der  Ausdruck  91)  kann  daher  nicht  negativ,  er  kann  nur 
gleich  Null  oder  positiv  sein. 

2.  Die  Kraft  verhindert  nur  die  Vergrösserung  der  Ent- 
fernung, dann  kann  sie  höchstens  anziehend,  niemals  ab- 
stossend  sein,  kann  also  keinen  positiven  Werth  haben  und 
auch  drj^j^  kann  nicht  positiv  sein.  Das  Product  91)  ist  also 
wieder  entweder  gleich  Null  oder  positiv,  niemals  negativ. 
Denn  damit  es  negativ  wäre,  müsste  nothwendig  ein  Factor 
negativ,  der  andere  aber  positiv  sein.  Daraus  folgt,  dass 
wenn   unter   den  Verbindungen   einseitige  sind,   die  rechte 

*)  Das  im  Texte  Gesagte  gilt  für  exact  starre  Verbindungen 

mathematisch  ezact,  physikalisch  aber  gilt  es  nur  angenähert    So  ist 

hervonmheben,  dass  die  Entstehong  von  unsichtbaren  Schwingungen 

der  Punkte  gegeneinander  aus  imserem  Bilde  sogar  vorauszusehen  ist 

Boltsmann,  llftchantk  I.  9 
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Seite  der  Gleiohimg  90)  jedesmal  nnr  gleich  Null  oder  posztiTy 
menuds  negativ  sein  kann,  also 

92)  S^^**"^  +  ^^^^  +  J»*^  SO- 

Dasselbe  muss  daher  auch  von  der  linken  Seite  gelten  und 
wir  erhalten: 


Aa« 


98) 


^[S-^-^*)^^+K4f--^*)^% 


hol 


+  h-??--'^*)H-°' 


wobei  f&r  durchaus  starre  Verbindungen  das  Gleichheits- 
zeichen, für  einseitige  das  Gleichheits-  oder  Ungleichheiten 
zeichen  gilt 

Wir  wollen  das  durch  diese  Gleichung  ausgesprochene 
Princip  das  der  virtuellen  Verschiebungen  nennen,  indem, 
wir  diesen  Namen  in  etwas  allgemeinerem  Sinne  als  La- 
grange gebrauchen  und  Verallgemeinerungen,  die  durch 
Fourier,  Gauss  und  durch  Beiziehung  des  d'Alembert'- 
sehen  Princips  daran  angebracht  wurden,  unter  diesem  Namen 
mitbegreifen. 

Wenn  mehrere  eiuseitige  Verbindungen  bestehen,  so 
kann  es  geschehen,  dass  jede  virtuelle  Verr&ckung  des  Systems, 
sobald  man  das  Zeichen  sämmtlicher  Variationen  der  Coordi- 
naten  verkehrt,  ohne  deren  Absolutwerth  zu  ändern,  wieder 
in  eine  virtuelle  Verrückung  übei^eht,  dass  immer  die  ent- 
gegengesetzte Verrückung  auch  virtuell  ist  Dann  muss  in 
allen  Bedingungen  blos  das  Gleichheitszeichen  gelten,  da 
ja  ihre  Bichtigkeit  durch  Umkehrung  der  Zeichen  aller 
Variationen  nicht  alterirt  werden  darf.  Dann  muss  aber  auch 
in  der  Belation  93)  wie  im  Falle  lauter  starrer  Verbindungen 
immer  das  Gleichheitszeichen  gelten,  da  der  Ausdruck  links 
auch  fiir  keine  virtuelle  Verrückung  positiv  sein  kann;  denn 
er  wäre  sonst  für  die  virtuelle  Verrückung,  die  dieser  ge- 
rade entgegengesetzt  ist,  negativ,  was  nach  dem  allgemeiuen 
Principe  unmöglich  ist  Ein  Beispiel  hierfür  haben  wir, 
wenn  eine  starre  glatte  Kugel  zwischen  zwei  starren  giatten 
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Fl&chen  eingeschlossen  ist^  deren  Abstand  überall  gleicli  dem 
Sageldnrchmesser  ist  Sie  dürfte  sich  dann  von  jeder  der 
Fl&chen  beliebig  entfernen,  kann  es  aber  nicht  yetmöge  des 
Widerstandes  der  gegenüberliegenden  Fläche. 

Da  2 feh  ^  ^  +  9ä  ^^Ä  +  Ja  ^ ^  die  bei  der  betreffenden 

Verrückimg  von  den  Yerbindnngskr&ften  geleistete  Arbeit 
ist,  so  kann  man  sagen:  für  jede  yirtuelle  Yerrücknng  kasn 
die  Arbeit  der  von  den  Verbindungen  herrührenden  Elräfte, 
wenn  lanter  Gleichungen  bestehen^  nur  gleich  NuUi  wenn 
auch  Ungleichungen  bestehen^  nnr  gleich  Null  oder  positiv 
sein.^)  Wenn  die  Bedingungen  die  Zeit  nicht  explicit  ent>- 
halten,  also  von  der  Zeit  unabhängig  gelten^  so  muss  die 
wirkUche  Verschiebung  während  der  Zeit  di  mit  denselben 
Bedingungen  verträglich  sein^  wie  die  virtuellen  Verschic'- 
bimgen,  also  ein  specieUer  Fall  der  letzteren  sein.  Es 
muss  daher  die  Arbeit  der  Verbindungskräfte  auch  für  die 
wirklichen  Verschiebungen  die  obigen  Bedingungen  erfüllen. 
Eine  fixe  starre  glatte  Bohre  kann  auf  eine  genau  hinein- 
passende starre  glatte  Eugel  keine  Arbeit  übertragen,  noch 
Ton  ihr  empfangen.  Aendert  sich  aber  die  Lage  der  Mittellinie 
mit  derZeity  so  kann  auf  die  Eugel  Arbeit  übertragen  werden, 
üebrigens  kann  auch  beim  Vorhandensein  von  mit  der  Zeit 
unveränderlichen  Ungleichungen  nur  während  einer  unend- 
lich kurzen  Zeit  der  Bewegung  eine  unendlich  kleine  Arbeit 
übertragen  werden,  da  sich  ja  hierbei  der  einseitig  gebundene 
materielle  Punkt  dann  sogleich  von  der  Vorrichtung  entfernt. 

')  Der  Arbeit  der  Verbindongskräfte  gleich,  aber  entgegengesetzt 
beseichnet  ist  die  der  verlorenen  Kräfte,  deren  Componenten  wir  ja 
g^eieh  —  ^jhy  —  9»)  *^  ^  fanden.  Die  Relation  92)  besagt  daher,  daas 
die  Arbeit  der  leteteren  beim  üebeigange  von  der  wirklichen  zu  einer 
anderen  möglichen  Bewegung  nie  positiv  sein  kann.  Da  Krftfte  jede 
Bewegong  zu  erzengen  streben,  bei  der  sie  positive  Arbeit  leisten, 
80  kann  man  auch  sagen,  die  wirkliche  Bewegung  geschieht  so,  dass 
es  keine  andere  mögliche  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  ver- 
lorenen Krftfte  den  Oebergang  von  der  wirklichen  zu  jener  möglichen 
anstrebten.  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  z.  B.  gehen  alle  ezpliciten 
Krifte  verloren  und  dieses  kann  nur  bestehen,  wenn  dieselben  keine 
mögliche  Beweg^ong  anstreben,  wenn  sie  bei  keiner  möglichen  Be- 
wegung positive  Arbeit  leisten. 

9* 


I 
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Man  könnte  sich  versucht  f&hlen,  es  als  a  priori  evident 
hinzustellen,  dass  die  Arbeit  der  Widerstandskräfte,  welche 
gewisse  Bedingungen  anfirecht  erhalten,  bei  jeder  diesen  Be- 
dingungen nicht  widersprechenden  Bewegung  gleich  Null  sein 
müsse.  Allein  in  dieser  Allgemeinheit  wäre  diese  Behauptung 
sogar  unrichtig;  denn  die  Widerstandskräfte  können  ja  mit 
Beibung  verbunden  sein,  welche  Arbeit  verzehrt  Man  müsste 
daher  den  Satz  auf  reine  Widerstandskraft»,  d.  h.  auf  solche 
beschränken,  die  ausser  der  Heihaltung  gewisser  Bedingungs- 
gleichungen keiue  Wirkung  haben.  Da  man  die  Abwesenheit 
anderer  Wirkungen  kaum  anders  als  durch  die  Abwesenheit 
von  Arbeit  bei  mit  den  Bedingungen  verträgUchen  Bewegungen 
definiren  kann,  so  wäre  es  am  besten  einÜEtch  zu  sagen,  man 
verstehe  unter  reinen  Widerstandskräften  solche,  bei  denen 
diese  Arbeit  fehlt  Diese  rein  negative  Definition  ist  natür- 
lich die  allgemeinste,  giebt  aber  keiue  Vorstellung  von  der 
Art  der  Wirksamkeit  dieser  Kräfte. 

Bezeichnet  man  mit  Pj^  die  Besultirende  aller  expli- 
citen  Kräfte,  die  auf  den  materiellen  Punkt  m^  wirken,  und 
mit  ^/^  die  Verschiebung  ihres  Angrifbpimktes,  so  dass 
Xj^,  Y^,  Z^  und  8x^,  Sy^j  8x^  die  Projectionen  von  P^  und 
Slj^  auf  die  Coordinatenrichtungen  sind,  bezeichnet  man  femer 
mit  Sp^  =  Sl^QOh{P^,Sl^  und  L^  =  P^cos(P^,^y  die  Com- 
ponente  von  61^  m  der  Bichtung  P^  und  von  P^  in  der 
Bichtung  Sl^j  so  ist 


isn 


94) 


Die  Projection  8p^  ist  positiv  oder  negativ  zu  nehmen,  je 
nachdem  sie  in  die  Bichtung  von  P^  oder  in  die  entgegen- 
gesetzte fällt    Analog  bestimmt  sich  das  Zeichen  von  L^. 
Aehnlich  kann 


2^^* 


{^»H^^^y^  +  ^'H) 


ausgedrückt  werden,  wenn  man  den  Absolutwerth  der  Be- 
schleunigung, ihre  Componente  in  der  Bichtung  der  Ver- 
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Bchiebnng  und  die  Projection  der  letzteren  auf  die  Bichtung 
der  Beschleunigung  einführt. 

Den  Fall,  dass  ein  System  anfangs  ruht  und  unter  dem 
Einflüsse  der  darauf  wirkenden  Eräüe  dauernd  in  Buhe 
bleibt,  nennt  man  den  des  Gleichgewichtes  im  Ruhezustände. 

Für  diesen  verschwinden  alle  Beschleunigungen  und  man 
erhält  aus  93) 

oder  nach  94) 

96)  2n*^cos(p„jg^o 

oder 

97)  2^»*A^0. 


§  36.    Lagrange's  Beweis  des  Frincips  der  virtuellen 

Verschiebungen. 

Dem  Bestreben^  die  Unabhängigkeit  des  Princips  der 
Tirtuellen  Verschiebungen  von  irgend  einer  Ansicht  über 
die  i^ere  Natur  der  Kräfte  zu  zeigen,  verdankt  der  alte 
klassische  Beweis  Lagrange's  seine  Entstehung.  Man  denkt 
sich  da  an  den  Angri£fspunkt  der  ersten  Eraft  P^,  welche 
auf  irgend  ein  beliebigen  Bedingungen  unterworfenes  System 
wirkt,  einen  vollkommen  glatten  Bing  R^  befestigt  und  in 
der  Bichtung  der  betrefifenden  Eraft  einen  zweiten  ebenso 
glatten  Bing  5^  fix  im  Baume  vorhanden.  Ebenso  befestigt 
man  an  dem  Angrififspunkte  der  zweiten  Eraft  P^  ^^^  Bingi^ 
uid  legt  fix  im  Baume  in  die  Bichtung  der  zweiten  Ejraft 
den  Bing  8^  u.  s.  f. 

Wir  können  mit  beliebiger  Annäherung  voraussetzen, 
dass  die  Intensitäten  sämmtlicher  Eräfte  das  gemeinsame 
Maass  q  haben  ^  wenn  wir  dasselbe  genügend  klein  wählen. 
Es  sei 

^1  =  *»i  ?*  -^2  =  *S  ^>  •  •  • 

Man  befestigt  nun  an  dem  Binge  S^  das  eine  Ende  eines 
unendlich  biegsamen  glatten  Fadens,   zieht  diesen  hierauf 
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durch  R^,  dann  dorcb  S^f  dann  wieder  durch  Bi  etc.,  bis 
2  ftj  Fadentheile  die  beiden  Binge  R^  und  S^  yerbinden. 
Der  letzte  dieser  Fadentheile  geht  durch  S^  und  wird  von 
dort  durch  S^j  dann  durch  B^j  dann  wieder  durch  S^  etc. 
gezogen,  bis  wieder  zwischen  li^  und  S^  im  Ganzen  2n^ 
Fadenstücke  gezogen  sind.  Nun  fUbrt  man  den  Faden 
nach  S^  u.  s.  f.,  bis  man  den  letzten  fixen  Ring  mit  dem 
letzten  beweglichen  durch  eine  entsprechende  Anzahl  Ton 
Fadentheilen  verbunden  hat,  worauf  man  das  andere  Ende  E 
des  Fadens  aus  dem  letzten  Einge  heraushängen  lässt  Auf 
dieses  Ende  wird  schliesslich  mit  der  Hand  der  Zug  |  q 
ausgeübt 

Da  der  absolut  biegsame  und  glatte  Faden  in  allen 
Theilen  dieselbe  Spannung  besitzt,  so  üben  alle  Fadentheile 
auf  alle  beweglichen  Binge  und  durch  diese  auf  die  An- 
gri£fspunkte  aller  Kräfte  dieselbe  Wirkung  aus,  wie  die  ur- 
sprünglich gegebenen  Eräfte,  Man  kann  daher  das  ursprüng- 
lich gegebene  Kraftsystem  weglassen  und  seine  Wirkung 
durch  jene  Fäden  ersetzen. 

Es  soll  sich  nun  der  Angriffspunkt  der  ersten  Kraft 
imd  mit  ihm  der  Bing  Ri  um  das  unendlich  kleine  Stück 
Slj^  verschieben,  dessen  Projection  auf  die  Bichtung  der 
Kraft  P^  gleich  Sp^  sei,  welche  Grösse  wir  mit  positiven 
Zeichen  versehen,  wenn  sie  in  die  Bichtung  der  Kraft  P^ 
fallt,  mit  negativem,  wenn  sie  in  die  entgegengesetzte  Bich-* 
tung  fällt  Durch  die  Verschiebung  des  Binges  B^  verkürzt 
sich  jeder  der  zwischen  i2^  und  S^  gespannten  Fäden  um 
ein  Stück,  welches  mit  Vernachlässigung  von  unendlich 
Kleinem  höherer  Ordnung  gleich  Sp^^  ist,  alle  zwischen  i^ 
und  Sy^  gespannten  Fäden  zusammen  verkürzen  sich  daher 
um  das  Stück  2  n^  dp^ ;  das  negative  Zeichen  von  Sp^  würde 
eine  Verlängerung  bedeuten.  Da  dasselbe  von  allen  übrigen 
Fadenstücken  gilt,  so  ist  die  gesammte  Verkürzung  aller 
dieser  Fadenstücke  und  daher  auch,  da  wir  den  Faden  als 
unausdehnbar  voraussetzen,  das  Stück,  um  welches  das  Ende  E 
weiter  aus  dem  letzten  fixen  Binge  heraustritt,  gleich 

98)  a^i^ft  +2n^äp^  +  ... 
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Wenn  an£ang8  alle  Binge  rnlien  und  irgoid  eine  Ver- 
sohiebong  der  Binge  möglich  ist,  bei  weloher  diese  Grösse 
positiv  ist^  bei  welcher  also  das  Fadenende  E  wirklich  weiter 
ans  dem  fixen  Binge  heranstritty  so  wird  diese  sicher  durch 
die  Kraft  j-g,  welche  wir  darauf  atisüben,  bewirkt  werden. 
Gleichgewicht  kann  daher  nnr  bestehen,  wenn  der  Aus-^ 
dmck  98)  f&r  kerne  mögliche  Verschiebung  positiv  ist  Dieser 
Ausdruck  wird  aber  durch  Multiplication  mit  der  wesentlich 
positiven  Grösse  \q  mit  der  linken  Seite  der  Belation  97) 
identisch,  wodurch  diese  Belation  für  den  Fall  des  Gleich- 
gewichtes und  der  Buhe  bewiesen  ist 

Dieser  Beweis  charaktensirt  die  geniale  Einfachheit  und 
Anschaulichkeit  der  alten  Schlussweise,  aber  auch  deren 
Mängel.  Dass  die  Gheder  zweiter  Ordnung  nur  auf  die  Stabi- 
lität oder  Labilität,  nicht  auf  das  Gleichgewicht  selbst  von 
Einfluss  sind,  resp.  dass  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  eine 
Bewegung  eintritt,  wenn  blos  Verschiebungen  möglich  sind, 
bei  denen  das  Fadenende  E  eine  Senkung  erfährt^  die  un- 
endlich klein  höherer  Ordnung  ist,  wird  als  selbstverständ- 
lich angenommen;  ebenso  die  Gesetze  der  Fadenspannung 
und  des  Gleitens,  sowie  dass  die  Wirkungsgesetze  der  Kräfte 
immer  dieselben  sind,  ob  diese  von  dem  Zuge  von  Fäden  oder 
von  anderen  Ursachen  herstammen  und  dass  sie  so  allgemein 
gelten,  dass  die  Heranziehung  behebiger  idealer  Fälle  wie 
absolut  glatter  und  biegsamer  Schnüre  unbedingt  erlaubt  ist 
Alle  diese  Gesetze  galten  damals  als  weit  sicherer,  als  das 
Prindp  selbst  Der  Beweis  der  Belation  93)  für  den  Fall  der 
Bewegung  wird  dann  durch  eine  ebenfalls  nicht  ganz  einwur&- 
£peie  Begründung  des  d' AI embert' sehen Princips  vermittelt 
lieber  das  d'Alembert'sche  Princip  vergL  §§  72  und  78. 

§  37.    Ein  materieller  Punkt  ist  gezwungen,  auf  einer 

Flache  zu  bleiben. 

Diesen  Fall  wollen  wir  zunächst  als  das  einfachste  Bei- 
spiel für  die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  erörterten 
Sätze  behandeln. 

Sei  m  die  Masse  des  materiellen  Punktes;  x^y^x  dessen 
Coordinaten  zur  Zeit  U    Unter  den  expliciten  oder  äusseren 
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Kräften  haben  wir  alle  aof  den  materiellen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  zu  verstellen  mit  Ausnahme  der  Kräfte,  welche  Ton 
der  Vorrichtung  ausgehen^  die  ihn  zwingt,  auf  der  betreffen- 
den Fläche  zu  bleiben.  Die  Summe  der  Componenten  der 
äusseren  Kräfte  in  der  Abscissenrichtung  sei  X\  die  gleiche 
Bedeutung  habe  T  und  Z  fär  die  beiden  anderen  Coordi- 
natenrichtungen.    Femer  sei 

99)  (p{x,yjXji)^0 

die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  zu  bleiben  der  mate- 
rielle Punkt  gezwungen  ist  und  deren  Q^stalt  mit  der  Zeit 
veränderlich  sein  kann.  Wir  schliessen  zunächst  den  Fall 
aus,  dass  an  der  Stelle  A,  wo  sich  der  materielle  Punkt 
gerade  befindet,  zur  betreffenden  Zeit  die  Function  q>  un- 
differentürbar  ist  oder  dass  alle  drei  partiellen  Ableitungen 
derselben  nach  den  drei  Coordinaten  gleichzeitig  verschwinden. 
Dann  wird  die  Function  q>  fär  Punkte^  die  der  Fläche  auf 
der  einen  Seite  sehr  nahe  anliegen,  >  0,  auf  der  anderen 
<  0  sein.  Wir  wollen  die  erste  Seite  die  positive,  die  letztere 
die  negative  nennen. 

Es  erfahre  der  materielle  Punkt  eine  beliebige  unend- 
lich kleine  Verschiebung,  wobei  seine  Coordinaten  x,  y,  z 
die  beliebigen  unendlich  kleinen  Zuwächse  Sx,  dy,  Sx  er- 
leiden sollen.  Als  Bedingung,  dass  die  Verschiebung  eine 
virtuelle  sei,  erhalten  wir  nach  86),  wo  jetzt  das  Gleichheits- 
zeichen gilt,  da  es  auch  in  99)  gilt,  die  Gleichung: 

Da  die  jeder  möglichen  Verschiebung  entgegengesetzte 
Verschiebung  ebenÜBills  virtuell  ist,  so  gilt  auch  in  Belation  93) 
das  Gleichheitszeichen,  welche  sich  daher  auf 

reducirt  Hier  sind  von  den  drei  Coordinatenvariationen 
Sxj  Syy  Sx  zwei  vollkommen  willkürlich.  Hat  man  aber 
für  diese  beiden  bestimmte  Werthe  angenommen,  so  ist  der 
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Wertti  der  dritten  durch  die  Gleichung  100)  bestimmt.  Man 
Terfährt  nun  folgendermaassen:  man  mnltiplicirt  die  Glei- 
chung 100)  mit  einem  passend  zn  bestimmenden  Factor  —  l 
und  addirt  sie  zur  Gleichnng  101).  Die  so  gebildete  Glei- 
chung wollen  wir  als  die  Gleichung  102)  bezeichnen  und 
sie  der  Raumerspamiss  halber  gar  nicht  ainschreiben. 

Man  kann  nun  die  Grösse  l  so  wählen,  dass  in  der 
Gleichung  102)  die  Variation  einer  der  Coordinaten,  z.B.  Sx,^) 
den  Coefficienten  Null  erhält,  d.  h.  man  bestimmt  l  durch 
die  Gleichung 

103)  ^^^X+X^. 

Dann  entfällt  in  der  Gleichung  102)  das  mit  Sx  multi- 
plicirte  Glied  vollständig.  Die  Gleichung  102)  muss  nun 
bestehen,  wenn  man  Sz  ^  0  und  Sy  von  Null  verschieden 
annimmt  Es  muss  also  der  CoefEicient  von  Sy  in  derselben 
Terschwinden  und  aus  einem  analogen  Grunde  muss  auch 
der  Coefficient  von  Sz  verschwinden,  so  dass  man  noch  die 
beiden  Gleichungen 


104) 


m^^T  +  l^ 
d  r  dy 

m^  =  Z  +  l^ 

dt*  ox 


erhält 

Wir  haben  nebst  den  drei  Coordinaten  x^  y,  x  des 
materiellen  Punktes  noch  eine  vierte  unbekannte  X  ein- 
geführt Wir  haben  aber  auch  vier  Gleichungen  99),  103) 
und  die  beiden  Gleichungen  104).  Die  vier  Unbekannten 
können  aus  diesen  vier  Gleichungen  im  Allgemeinen  als 
Functionen  der  Zeit  bestimmt  werden.  Zu  diesem  Behufe 
müssen  ausser  der  Gleichung  der  Fläche  zu  jeder  Zeit  (also 
der  Function  (p)  und  den  äusseren  Kräften  auch  noch  die 
AnÜEmgswerthe  der  Coordinaten  und  der  Gomponenten  der 


1)  Falla  dqtldx  ■•  0  wftre,  so  wäre  dy,  falls  auch  dqtldy  »  o 
wflre,  ö»  statt  8x  za  wählen,  damit  nicht  X  unendlich  oder  unbe- 
stimmt würde.  Nur  wenn  die  partiellen  Ableitungen  des  g>  nach 
allen  drei  Coordinaten  verschwinden  würden,  wftre  die  Methode  nicht 
anwendbar,  vergl.  §  39. 
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Geachmadis^eiten  des  materielleu  Punktes  in  den  Coordi- 
natenrichtungen  gegeben  sein. 

Znr  Bestimmung  dieser  sechs  Anfangswerthe  reichen 
▼ier  Variable  aus,  da  zwischen  ihnen  zwei  Gleichungen  be« 
stehen.  Zunächst  muss  auch  zwischen  den  Anüangswerthen 
der  Coordinaten  die  Gleichung  99)  bestehen.  Da  femer  diese 
Gleichung  ebenso  zur  Zeit  t  +  di  bestehen  muss,  so  hat 
man  nach  87)  zu  jeder  und  folglich  auch  zu  Anfang  der  Zeit 
die  Gleichung 

105)     4^+|^42.+4»4?.+4»4i.=o. 

'  dt        dx   dt        ay   dt         dz   dt 

Der  Anblick  der  Gleichungen  103)  und  104)  lehrt,  dass 
die  Bewegung  genau  so  geschieht,  als  ob  der  materielle 
Punkt  vollkommen  frei  wäre,  aber  nebst  den  äusseren 
Kräften  noch  eine  Straft  auf  ihn  wirken  würde,  welche  in 
den  drei  Goordinatenrichtungen  die  Componenten 

106)  J-X4|-,    9  =  ^41-.     j  =  a4|- 

hat  Dies  ist  also  die  Kraft,  welche  die  Vorrichtung  auf 
ihn  ausübt,  die  ihn  zwingt,  auf  der  betreffenden  Fläche  zu 
bleiben.  Auf  diese  Kraft  reduciren  sich  in  diesem  Falle 
die  Verbindungskräfte.  Wir  wollen  sie  kurz  den  Widerstand 
der  betreffenden  Fläche  oder  der  Vorrichtung  nennen. 


§  88.    Bichtung  der  Widerstandskraft. 

Wir  wollen  nim  im  Punkte  A  der  Fläche,  wo  sich  der 
materielle  Punkt  zur  Zeit  t  befindet,  eine  Normale  an  die 
betreffende  Fläche  nach  derjenigen  Seite  hin  ziehen,  welche 
wir  die  positive  genannt  haben,  wo  also  die  Function  tp 
zur  Zeit  t  einen  positiven  Werth  hat,  und  mit  ne,  /},  y  die 
Winkel  bezeichnen,  welche  diese  Normale  mit  den  positiven 
Coordinatenaxen  bildet  Wie  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie bekannt  ist,  sind  die  Cosinusse  dieser  Winkel  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben: 

107)  cosasa— -ä^,    C08i9  =  — -ä-^,    co8y  =  — -5-^, 
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wobei  a  ^e  positive  Quadratwurzel  aus 

(4fr+(4f)'+(4f)' 

ist 

Diese  Oleiohimgeii  ergeben  sich  am  leichtesten  in  fol» 
gender  Weise;  Die  Fläche,  welche  zur  Zeit  i  die  Gleichung  99) 
hat,  heisse  die  Fläche  F.  Wir  construiren  die  ihr  unend- 
lich benachbarte  Fläche  F^^  welche  die  Gleichung  hat 

108)  ^{^y,^)^^, 

wobei  €  eine  sehr  kleine  positive  Grösse  ist  Die  Zeit  wurde 
unter  dem  Functionszeichen  weggelassen,  da  sie  jetzt  ein 
f&r  allemal  als  Constante  anzusehen  ist  Wir  ziehen  vom 
Punkte  A  aus,  welcher  der  Fläche  J^  angehört^  drei  Gerade 
in  den  Bichtungen  der  drei  Coordinatenaxen  und  eine  normal 
Zur  Fläche  F.  Diese  vier  Geraden  sollen  die  Fläche  F^  in 
den  vier  Punkten  By  (7,  B  und  E  treffen.  Dann  hat  AE 
die  Sichtung  der  nach  derjenigen  Seite  gezogenen  Normalen, 
wo  ^  wächst  Da  die  Function  q>  in  der  unmittelbaren 
Nfthe  des  Punktes  A  keine  singulare  Stelle  hat,  so  kann  die 
Fläche  F^  in  der  unmittelbaren  Umgebung  von  E  als  eben 
und  parallel  mit  F  betrachtet  werden.    Es  ist  also 

109)  AE^  ABziy%u^  AGw%  ß  ^  AD  cos  y. 

Damit  in  den  Gleichungen  109)  auch  das  Zeichen  stimmt, 
wollen  wir  A  E  immer  als  positiv  betrachten,  AB,  AG,  AD 
dagegen  sollen  positiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  sie 
vom  Punkt  A  aus  gezogen  die  Bichtung  der  positiven  oder 
negativen  Coordinatenaxen  haben,  also  je  nachdem  cc  resp.  ß 
oder  y  spitz  oder  stumpf  sind,  so  dass  AB  stets  dasselbe 
Zeichen  wie  cos  a,  ebenso  A  C  wie  cos  ß  und  A  D  wie  cos  y 
hat    Aus  den  Gleichungen  109)  folgt: 


11A\  ^B 

110)  oos  a 


n 


+ ' 


ß*    '    AO^   ^    AD^ 

wobei  der  Wurzel  das  positive  Zeichen  zu  geben  ist,  da 
A  B  und  cos  IV  dasselbe  Zeichen  haben« 
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Da  andererseits  die  Coordinaten  der  yier  Punkte  B^  Q  D 
und  E  die  Gleichong  108)  erf&llen,  so  ist 

ax  oy  0%         ' 

wobei  anch  das  Vorzeichen  stimmt,  da  wir  ^1^,  A  C  und  AD 
positiv  oder  negativ  zu  nehmen  haben,  je  nachdem  sie  in 
die  positive  oder  negative  Coordinatenrichtung  fallen,  also 
je  nachdem  sie  einen  Zuwachs  oder  eine  Abnahme  der  be- 
trefifenden  Coordinaten  ausdrücken.  Substituirt  man  die 
hieraus  folgenden  Werthe  i^  AB^  AG  und  AD  m  die 
Gleichung  110)  und  in  die  analogen  Gleichungen  für  cos /9 
und  cos  Yy  so  erhält  man  die  Gleichungen  107)  und  zwar 
mit  richtigem  Vorzeichen,  da  ja  «  wesentlich  positiv  ist. 
Aus  den  Gleichungen  106)  und  107)  folgt,  dass  die  immer 
positiv  zu  betrachtende  Gesammtintensität  des  Widerstandes 
der  Fläche  durch 

111)  i^±l<T 

gegeben  ist  Die  Werthe  ihrer  Componenten  in  den  Coordi- 
natenrichtungen  können  vermöge  der  Gleichungen  107)  auch 
in  der  Form  geschrieben  werden: 

j  =  -t  t  cos  a ,     5  =  ±  t  cos  /9,     j  =a  ±  i  cos  y . 

Hier  gilt  überall  das  positive  oder  negative  Zeichen,  je 
nachdem  X  positiv  oder  negativ  ist  Diese  Formeln  zeigen, 
dass  die  Widerstandskraft  i,  welche  die  Vorrichtung  auf  den 
materiellen  Punkt  ausübt,  immer  auf  der  Fläche,  auf  welcher 
zu  bleiben  derselbe  gezwungen  ist,  senkrecht  steht,  und  dass 
sie  gegen  die  Seite  hin  gerichtet  ist,  wo  die  Function  tp  zu- 
nimmt oder  abnimmt,  je  nachdem  die  Gleichungen  Air  X 
einen  positiven  oder  negativen  Werth  ergeben.  Da  Wirkung 
und  Gegenwirkung  immer  gleich,  aber  entgegengesetzt  g^ 
richtet  sind,  so  ist  umgekehrt  der  Druck,  welchen  der 
materielle  Punkt  auf  die  Vorrichtung  ausübt,  immer  gleich, 
aber  entgegengesetzt  gerichtet  wie  die  Kraft  der  Vorrichtung 
auf  den  materiellen  Punkt  Unsere  Formeln  lehren  daher 
auch  jedesmal  die  Grösse  des  letzteren  Druckes  kennen* 
Dieser  Druck  ist  derjenige  Theil  der  äusseren  Kraft,  welcher 
nicht  auf  Beschleunigung  des  materiellen  Punktes  verwendet 
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wird,  sondern  in  üeberwindong  des  Widerstandes  der  Fläche 
Terloren  geht^  also  die  verlorene  äussere  Kraft  Die  Be- 
schleonignng,  welche  sie  dem  materiellen  Punkte  ertheilen 
würde,  ist  die  durch  den  Widerstand  der  Fläche  Terlorene 
Beschleunigung. 

Wenn  die  Fläche,  welche  die  Gleichung  99)  hat,  mit 
der  Zeit  nicht  veränderlich  ist,  oder  immer  durch  den  Punkt 
geht,  wo  sich  das  Bewegliche  zu  Anfang  befand,  so  ist 
dauernde  Buhe  desselben  mit  den  Bedingungen  verti^iglich. 
Für  diese  verschwinden  die  Beschleunigungen  und  man  hat 
daher  als  Bedingung  des  Gleichgewichtes  im  Ruhezustände: 

112)     x^^xp^,  r=-A4^,  z^^ip^. 

Die  äusseren  Kräfte  müssen  also  in  diesem  Falle  normal 
auf  der  Fläche  sein.  Dies  folgt  übrigens  ohne  Bechnimg 
aus  der  Formel  96),  da  der  Ausdruck  links  in  dieser  Formel 
nur  für  -^P,  5/  =  90®  verschwinden  kann. 

In  diesem  Falle  wird  der  Punkte  wenn  er  anfangs  ruhte, 
in  Buhe  bleiben;  dann  sind  seine  Beschleunigungen  Null, 
alle  äussere  Kraft  geht  für  die  Beschleunigung  verloren  und 
wird  auf  üeberwindung  des  Widerstandes  der  Vorrichtung 
verwendet  Die  Kraft;,  welche  der  materielle  Punkt  auf  die 
Vorrichtung  ausübt  ist  genau  gleich  der  gesammten  Kraft, 
welche  von  aussen  auf  ihn  wirkt  Wenn  er  sich  bewegt 
und  die  äusseren  Kräfte  stets  senkrecht  auf  der  Fläche  mit 
der  Gleichung  99)  stehen,  also  die  Bedingungen  112)  er- 
f&llen,  so  geschieht  die  Bewegung,  wie  man  aus  den  Glei- 
chungen 103)  und  104)  sieht  gerade  so,  als  ob  er  den  gleichen 
Bedingungen  unterworfen  wäre  und  keine  äusseren  Ejräfte 
auf  ihn  wirkten.  Zu  dem  Drucke,  den  er  in  letzterem  Falle 
schon  auf  die  Vorrichtung  ausüben  würde,  addiren  sich  aber 
dann  die  äusseren  Ejräfte. 

§  39.  Singulare  Fälle.  Bedingungen,  die  durch  Ungleichungen 

ausgedruckt  sind. 

Wir  wollen  nur  noch  wenige  Worte  über  den  Fall  sagen, 
wo  alle  drei  partiellen  Ableitungen   der  Function  (p  nach 
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den  Coordinaten  yerschunnden  oder  der  betreffende  Pcmkt 
der  Fläche  sonst  ein  singulärer  ist  Wenn  daü  Bewegliche 
nur  in  einzelnen  Zeitmomenten  einzelne  derartige  singulare 
Pnnkte  darchläuft,  so  kann  die  Bewegung  daselbst  mittelst 
folgender  Begeln  meist  eindeutig  bestimmt  werden.  Wenn 
eine  Bahn  möglich  ist,  Air  welche  die  Geschwindigkeiten 
sich  nicht  sprangweise  ändern^  so  geschieht  die  Bewegung 
in  dieser  Bahn;  wenn  es  zwei  oder  mehrere  solche  Bahnen 
giebt,  in  deijenigen^  für  welche  die  Beschleunigung  am 
wenigsten  Ton  der  durch  die  äusseren  Kräfte  erzeugten  ab- 
weicht Falls  sich  aber  alle  möglichen  Bahnen  knicken 
oder  mehrere  mögliche  Bahnen  osculiren  oder  das  Beweg- 
liche während  einer  endlichen  Zeit  lauter  singulare  Punkte 
durchläuft^  kann  die  Bewegung  mathematisch  unbestimmt 
werden,  was  aber^  wie  wir  sahen,  ohne  praktische  Be- 
deutung isty  da  solche  Bedingungen  durch  die  Ton  uns  an- 
genommenen Vorrichtungen  nie  mathematisch  exact  erzeugt 
werden  können. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  an  einem  solchen 
singulären  Punkte  A,  wo  alle  drei  partiellen  Ableitungen 
von  (p  verschwinden,  liefern  uns  die  Gleichungen  112),  fkils 
nicht  A  unendlich  wird,  Z=r=sZ=0.  In  der  That  re- 
ducirt  sich  dann  q>{x  +  a,  y  +  ßj  ^  +  y)  auf 

113^   I  '2"Tx»'  ■*""2"  öy»   "^  TT»»" 

Wenn  sich  dies  nicht  wieder  identisch  auf  Null  oder  auf  das 
Quadrat  einer  linearen  Function  von  iv,  ß,  y  redudrt,  welche 
in  dieser  Formel  beliebige  sehr  kleine  Coordinatenzuwächse 
bedeuten^  so  hat  die  Fläche  F  in  der  unmittelbaren  Um* 
gebung  des  Punktes  A  die  Gestalt  einer  Eegelfläche,  deren 
Spitze  in  A  ist,  oder  zweier  sich  in  A  schneidender  Ebenen, 
denn  für  jeden  Punkt  der  Fläche  muss 

9P  (x  +  a,  y  +  /S,  «  +  y)  =  0 

sein.  Das  Bewegliche  kann  also  in  der  That  nur  im  Gleich- 
gewichte sein,   wenn  keine  Kraft  darauf  wirkt    Ist  aber 
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der  Ausdrack  118)  ein  yoUständiges  Quadrat  einer  linearen 
Function  von  a,  ß,  y  oder  verschwinden  auch  alle  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  der  Function  y>  nach  den 
Coordinaten,  oder  ist  diese  Function  an  der  betreffenden 
Stelle  überhaupt  nicht  nach  dem  Taylor' sehen  Lehrsatz 
entwickelbar,  so  treten  noch  complicirtere  Verhältnisse  ein, 
welche  eine  besondere  Untersuchung  jedes  spedellen  Falles 
erfordern  und  auf  welche  wir  nicht  näher  eingehen  wollen. 
Wir  wollen  nun  noch  einige  Worte  über  den  Fall  sagen, 
wo  zwischen  den  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  nicht 
eine  Gleichung,  sondern  eine  Ungleichung  besteht,  welche 
wir  immer  in  die  Form  bringen  können: 

114)  (p{x,y,x,t)^0. 

Das  Bewegliche  kann  also  dann  die  Fläche,  welche  die 
Gleichung  99)  hat,  nach  derjenigen  Seite  derselben,  welche 
wir  die  negative  genannt  haben,  ungehindert  Verlassen,  da- 
gegen nicht  auf  die  positive  Seite  derselben  gelangen. 

Die  Fläche  kann  nur  eine  von  der  positiven  Seite  gegen  die 
negative  hin  gerichtete  Widerstandskraft  auf  das  Bewegliche, 
umgekehrt  letzteres  auf  erstere  nur  eine  von  der  negativen 
gegen  die  positive  Seite  gewendete  Druckkraft  ausüben.  So 
lange  die  Widerstandskraft  diese  Richtung  hat,  d.  L  so  lange 
l  negativ  ist,  wird  die  Bewegung  wie  im  früher  betrachteten 
Falle  geschehen  und  auch  die  Gleichgewichtsbedingungen 
werden  dieselben  sein.  In  dem  Momente  aber,  wo  X  einen 
positiven  Werth  annehmen  würde,  wird  die  Gültigkeit  der 
früher  entwickelten  Gleichungen  aufhören,  das  Bewegliche 
wird  die  Fläche  verlassen  und  sich  wie  ein  vollkommen 
freier  materieller  Punkt  bewegen.  (Vergl.  §§  41  und  74.) 

Die  wirkliche  Bewegung  wird  nun  zwar  immer  dem 
Principe  der  virtuellen  Verschiebungen  genügen,  allein  wir 
haben  keinen  Beweis  geliefert,  dass  dieses  auch  die  Be- 
schleunigung immer  eindeutig  bestimmt  Wir  werden  in 
der  That  an  speciellen  Fällen  zeigen,  dass  die  Beschleu*- 
oignng  manchmal  erst  indirect  durch  Zuziehung  von  Con«' 
tinnitätsbetrachtungen  bestimmt  werden  muss.  (§  69.) 

Da   ein    drei    unabhängige  Differentiale    enthaltender 
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Differentialausdrock  bereits  nicht  integrabel  sein  kann,  so 
kann  ein  einzelner  materieller  Punkt  bereits  einer  nicht 
holonomen  Bedingung  Ton  der  Form 

rdi  +  idx  +  fidy  +  Cäz^  0 

unterworfen  sein.  Es  gut  dann  alles  bisher  Gtesagte;  nur 
dass  ^j  fjf  ^  Bsx  die  Stelle  Ton  d^jdxj  dfpldyxmddtpld» 
treten.  Nach  dieser  Yertauschung  sind  die  Beschleunigungen 
und  X  wieder  aus  den  Gleichungen  103)  und  104)  zu  be- 
stimmen,  denen  noch  die  zwischen  den  Greschwindigkeits- 
componenten  geltende  Gleichung 

,    f,  dx    ,       dy    .    yd%        ^ 

beizuziehen  ist  Der  Widerstand  der  Vorrichtung  hat  immer 
die  Richtung  der  Geraden,  deren  Bichtungscosinus  I/o-,  rj/a,  ^ja 
sind,  wo  <7  =  VI*  +  <7*  +  S*  ist  Wenn  man  dem  Beweglichen 
alle  möglichen  unendUch  kleinen  Verschiebungen  ertheüt^  f&r 
welche  1^8x  +  fiSy  +  ^8x  yerschwindet,  so  liegen  alle  Punkte, 
wohin  es  dabei  yerschoben  wurde,  auf  einer  unendUch  kleinen 
Ebene.  Die  Seite  dieser  Ebene,  wohin  es  gelangt,  wenn  bei 
der  Verschiebung  ^Sx  +  fiSy  +  1,8%  positiv  ist,  nennen  wir 
die  positive,  die  andere  die  negative  Seite  der  Ebene.  Der 
Widerstand  der  Vorrichtung  wirkt  wieder  nach  dieser  posi- 
tiven oder  negativen  Seite,  je  nachdem  X  positiv  oder 
negativ  ist  Ersterer  Fall  kann  nicht  eintreten,  wenn  das 
IJngleichheitszeichen  gilt 

§  40.    Bai  einfache  PendeL 

Wir  betrachten  nun  den  ganz  speciellen  Fall,  dass  ein 
schwerer  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  unveränder- 
lichen Eugelfläche  zu  bewegen  und  ausser  der  Schwere  und 
der  Kraft,  welche  ihn  zwingt,  auf  der  Eugelfiäche  zu  bleiben, 
sonst  keine  Kraft;  auf  ihn  wirkt  Die  Kugelfläche  habe  ihren 
Mittelpunkt  im  Coordinatenursprunge  und  ihr  Radius  sei 
gleich/,  so  dass  sie  die  Gleichung  hat:  af+y^+x^'-P^Q. 
Es  ist  also 

(p  {Xyy^x)  =  «*+  y"+  »■—  /*. 
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Femer  ist  dann,  wenn  wir  die  positive  z-Axe  yertical  nach 
abwärts  ziehen, 

und  die  ßewegnngsgleichun^en  103)  und   104)  verwandeln 
sich  in 

115)    m  -~  =  2Aaj,  ^-j^  ==  2Ay,  ^^r^  =  2A»  +  mg. 

Die  Addition  der  mit  —  y  multiplicirten  ersten  und  der 
mit  X  multiplicirten  zweiten  Gleichung  liefert: 

Die  Addition  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Gleichung,  die 

erste  mit  -3^,    die    zweite    mit  -3^,   die   dritte   mit  -^ 
dt  ^  dt  '  dt 

multiplicirt  aher  liefert: 

denn  da  die  Gleichung  der  Eugel  zu  jeder  Zeit  erfüllt  sein 
muss,  so  folgt  durch  deren  Differentiation: 

^  dt  ^^  dt  +*  dt       "• 

H  und  k  sind  Integrationsconstanten. 

Die  beiden  Gleichungen  1^6)  und  117)  sind  übrigens 
selbstrerständlich;  denn  erstere  drückt  das  Flächenprincip 
bezüglich  der  ^Axe  aus,  welches  weder  durch  die  Schwere, 
noch  durch  die  stets  durch  die  ^Axe  gehende  Widerstands- 
kraft der  Eugel  gestört  werden  kann,  letztere  ist  der  Aus- 
druck des  Princips  der  lebendigen  Kraft,  dessen  Gültigkeit 
ebenfaUs  durch  die  Widerstandskraft  der  Eugel  nicht  beein- 
tiiUshtigt  wird. 

Wir  f&hren  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen 

118)    X  =  i  sin  u;  cos  1?*,   ^  s=  /  sin  u^  sin  i?*,   x=ilcosu?. 
Dann  Terwandeln  sich  die  Gleichungen  116)  und  117)  in 


119) 


/^  *«    *  «      dS"        1 
Psm'tt^— i-r-  =  Ä, 
dt  ' 

jtli^y  +  tisa}w{^^y -2gl  cos  w^H. 
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Aus  diesen  Gleichungen  kann  d&  eliminirt  werden  und  man 
erhält  zunächst  t  durch  Quadraturen  durch  w  ausgedrückt 
Mittelst  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  dann  auch  & 
durch  Quadraturen  als  Function  von  to  gefunden  werden, 
genau  so  wie  bei  der  Centralbewegung. 

Falls  sich  das  Bewegliche  nur  wenig  von  der  Buhelage 
entfernt,  also  w  sehr  Uein  ist,  werden  die  Gleichungen 
sogar  mit  den  für  die  Centralbewegung  gefandenen  völlig 
identisch.    Setzen  wir  in  diesem  Falle 

so  erhalten  wir: 

Diese  beiden  Gleichungen  stimmen  genau  mit  den  Glei- 
chungen 86)  und  37)  des  §  20,  falls  man  in  den  letzteren 
setzt: 

,  X  mar* 

9^W=- -fr- 

Die  Projection  des  materiellen  Punktes  auf  die  xy-Khene 
bewegt  sich  daher  genau  so  wie  ein  materieller  Punkt,  der 
mit  der  Kraft  mgrjl  gegen  die  Buhelage  gezogen  wird.  In 
der  That  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  Oomponente 
des  Gewichtes  des  materiellen  Punktes  in  der  Bichtnng 
tangential  zur  Eugelfiäche  angenähert  diesen  Werth  hat, 
während  die  normal  zur  Eugelfiäche  von  dem  Widerstände 
derselben  aufgehoben  wird. 

Wir  sahen  schon  damals,  dass  die  Bewegung  in  einer 
Ellipse  geschieht,  deren  Mittelpunkt  die  Buhelage  ist  und 
dass  nyrjg  die  Zeit  ist,  während  welcher  die  Hälfte  dieser 
Ellipse  beschrieben  wird  Man  nennt  diese  Zeit  die  Schwin- 
gungsdauer des  Pendels.  Für  beliebige,  nicht  kleine  Werthe 
von  w  wollen  wir  nur  den  Fall  behandeln,  dass  sich  der 
materielle  Punkt  in  einer  verticalen  Ebene  bewegt,  als  welche 
man  die  2;;c-Ebene  wählen  kann;  dann  ist  ^  =  0  und  man 
erhält: 


[dt  )    '^   l^ 


-\ — f-  cos  w 
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woraus  durch  Differentiation  folgt: 
120)  _-= -.Z.8mu^. 

Wenn  überhaupt  eine  Bewegung  möglich  sein  soU,  so  kann 
H  nicht  gleich  —  2^/  sein  oder  einen  noch  grösseren  nega- 
trren  Werth  haben;  es  sind  also  drei  F&lle  möglich: 
Erster  Fall: 

-2^/<ir<  +2gl. 

Dann  giebt  es  immer  einen  zwischen  Null  und  n  liegenden 
Winkel  a,  dessen  Cosinus  gleich  —  Hl2gl  isL  Führt  man 
diesen  Winkel  ein,  so  wird: 

-jl]  ^-f  (cos  u.  -  cos  a)  =  -/  ^sm«-  -  sm»-J . 
Da  — i^  sein  Zeichen  nur  wechseln  kann,  indem  es  durch 

at 

Null  geht,  so  muss  la  zwischen  +  a  und  ~  a  hin-  und  her- 
achwanken.    Setzt  man 

Sin  -^  SS  sm  -;r-  sm  t// , 
so  folgt: 

-i 


di  «  l/ — drpil  —  sin*-|-8in*t//J 


Wenn  cc,  also  die  Amphtude  der  Schwingungen,  nicht  allzu 
gross  ist,  so  liefert  die  Entwickelung  nach  dem  binomischen 
Liehrsatze  immer  eine  gut  convergirende  fieihe,  welche  man 
ohne  Weiteres  integriren  kann.  Die  Schwingungsdauer  (Zeit, 
während  welcher  tp  Ton  —  eK  bis  +  a  wächst),  erhält  man, 
wenn  man  zwischen  diesen  Ghrenzen,  also  von  t//=:  —  ^^r 
bis  y)  =s  +  \n  integrirt;  sie  ist  also: 


-1 


=  l/y/«*v(l-9m»-^8in>) 


-i 


Elntwickelt  man  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  und  be- 
denkt, dass 

2 1/^^^  sin  t/;  =  e. V V^  -  ß- vV^, 

10* 
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daher 

2»"  (- 1)"  sin»«  t// =  2  (2j»)  cos  2  n  t^  — 

-2(\-)co8(2n-2)t^,...(-l)»(2;»), 
daher  endlich: 


^  2 


/ 

n 


Bin-v'^v'-^e:)  =  ^ 


ist,  80  folgt: 

wobei  a  =  sin  -^  ist 
Zweiter  FalL 

Dann  folgt: 

(^)»  =  M(H.  cos  «,)  =  if  cos.  (^) 

<  =s  t/—  lognat.  cotg  (^^-7-^)  +  const 

Das  Bewegliche  nähert  sich  dann  asymptotisch  der  Stelle, 
welche  yertical  über  seiner  Buhelage  liegt 

Dritter  Fall    Es  sei 

n>2gl. 
Dann  ist 

was  man  wieder  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  in  eine  stets 
convergirende  Beihe  entwickeln  und  dann  integriren  kann. 

§  41.    Bas  PadenpemdeL 

Die  entwickelten  Formeln  gelten  nur,  wenn  das  Pendel 
die  Eugelfläche  nach  keiner  Seite  hin  yerlassen  kann.  Als 
Prototyp  der  Bewegung  beim  Vorhandensein  einer  Un- 
gleichung soll  noch  kurz  der  Fall  betrachtet  werden,   wo 
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ein  schwerer  materieller  Punkt  an  einem  unaosdehnbareni 
ToUkommen  biegsamen  Faden  yon  der  Länge'  l  befestigl;  ist^ 
dessen  anderes  Ende  fix  ist^  so  dass  er  die  bisher  besprochene 
Engelfläche  nach  innen  beliebig  verlassen  kaim.  Die  Bewegung 
geschieht  dann  genau  nach  den  firüher  entwickelten  Gesetzen, 
so  lange  der  Faden  auf  Spannung  beansprucht  wird,  d.  h. 
die  vom  Beweglichen  auf  die  Vorrichtung  ausgeübte  Kraft 
Tom  Mittelpunkte  der  Kugel  hinweg,  also  von  der  Seite,  wo 
a?*  +  y*  +  «■  <  ?  gegen  die,  wo  x^  +  y*  +  z^  >  l^ist,  hin  ge» 
richtet  ist,  d.  h.  also,  so  lange  X  negativ  ist  In  dem  Momente, 
wo  l  durch  Null  zu  einem  positiven  Werthe  übergeht,  müsste 
der  Faden  das  Bewegliche  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
hinweg  drücken,  damit  es  auf  der  Kugelfläche  bleibe  und 
da  dies  nicht  möglich  ist,  verlässt  es  diese  und  beschreibt 
innerhalb  derselben  die  gewöhnliche  Fallparabel. 

Wir  behandeln  nur  den  Fall,  dass  sich  das  Bewegliche 
in  einer  Ebene  bewegt,  welche  wir  zur  a;«-Ebene  wählen, 
dass  also  y^&=zO  ist  Die  Gleichungen  115)  und  118) 
liefern,  wenn  wir  wieder  die  Winkelgeschwindigkeit  dwjdt 
mit  a>  bezeichnen, 

d?x  dta  9        2Xx 

=  —  i^  -r-r-  —  a;  (»'  s= , 


dfi  di  m 

d^x  d(o  -        2lx 

Die  Addition  der  mit  x  multiplicirten  ersten  zu  der  mit  z 
mnltiplicirten  zweiten  Gleichung  liefert: 

Dies  ist  die  Inanspruchnahme  des  Fadens,  so  lange  l 
negativ  ist,  auf  Zug,  da  die  in  Formel  111)  mit  a  be- 
zeichnete Grösse  in  unserem  Falle  den  Werth  2  /  hat  Man 
sieht  auch  sofort,  dass  das  erste  Glied  die  Centrifugalkraft, 
das  zweite  die  Componente  der  Schwere  in  der  Fadenrichtung 
ist  l  kann  nur  Null  oder  positiv  werden  filr  negative  z 
bSso,  wenn  wir  ^  z^  h  setzen  ftr  positive  h  und  zwar 
wird  A  =  0  für: 
121)  Ä  =*  m^PIg. 
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Wir  wollen  der  zur  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  hinzu- 
tretenden Gonstante  eine  solche  Form  geben,  dass  diese 
Gleichung  in  der  Gestalt 

122)  JaJ^^rng{^  +  k) 

erscheint  Dann  ist  also  k  die  grösste  Höhe  über  dem 
Eugelcentrum,  bis  zu  welcher  sich  das  Bewegliche  vermöge 
der  ihm  innewohnenden  lebendigen  Kraft  erheben  kann  und 
bis  zu  welcher  es  sich  wirklich  erhebt,  falls  es  gezwungen 
ist,  immer  auf  der  Kugelfläche  zu  bleiben  und  nicht  k  >  l 
ist    Setzen  wir  in  122)  wieder  ^=  —  A,  so  erhalten  wir: 

^^  =  2ä;-2ä. 
9 

Setzen  wir  hier  h  gleich  der  Höhe  über  dem  Kugelmittel- 
punkte, bei  welcher  das  Fadenpendel  die  Kugelfläche  yer- 
lässt,  so  ist  CO  die  Winkelgeschwindigkeit,  bei  welcher  dies 
geschieht,  hat  also  in  der  letzten  Gleichung  dieselbe  Be- 
deutung wie  in  Gleichung  121)  und  es  folgt  aus  beiden 
Gleichungen  Ar=2A;/3.  Das  Fadenpendel  kann  also  die 
Kugelfläche  nur  verlassen,  wenn  k  positiv  ist,  d.  h.  wenn 
seine  lebendige  Kraft  ausreicht,  es  über  die  durch  den 
Kugelmittelpunkt  gehende  horizontale  Ebene  zu  heben.  Ist 
0  <  A;  <  /,  so  würde  das  Pendel,  wenn  es  starr  mit  dem 
Kugelmittelpunkte  verbunden  wäre,  in  der  Höhe  k  über  der 
durch  diesen  gehenden  Horizontalebene  umkehren.  Ist  es 
aber  durch  einen  biegsamen  Faden  verbunden,  so  verlässt 
er  die  Kugelfläche  schon  in  der  Höhe  2  kl  3. 

Ist  /  <  Ä;  <  3//2,  so  würde  das  Bewegliche  im  ersten 
Falle  den  ganzen  Kreis  beschreiben.  Im  zweiten  Falle  ver- 
lässt es  ihn  in  der  Höhe  2A;/3.  Ist  endlich  ib^32/2,  so 
verlässt  das  Bewegliche  auch  im  zweiten  Falle  den  Sireis 
nicht  mehr.  In  den  Fällen,  wo  das  Bewegliche  die  Kugel- 
fläche verlässt,  folgt  es  der  Fallparabel  und  tnfft  nach 
einiger  Zeit  die  Kugelfläche  wieder,  aber  nicht  tangential, 
sondern  unter  einem  gewissen  Winkel.  Dann  hängt  die 
Weiterbewegung  davon  ab,  ob  der  Aufhängefaden  des  Pendels 
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Yollkommen  elastisch  oder  theilweise  oder  ganz  unelastisch 
ist,  also  Ton  Fragen,  deren  Beantwortung  in  unseren  bis- 
herigen Gleichungen  nicht  enthalten  ist 

§  42.   Fnnkty  der  geiwongen  ist,  auf  einer  räumlichen  Cnrve 

SU  bleiben. 

Wir  betrachten  nun  einen  materiellen  Punkt,  welcher 
gezwungen  ist,  auf  einer  bestimmten  räumlichen  Gurre  zu 
bleiben.  Die  übrigen  Bezeichnungen  sollen  dieselben  wie  in 
§  37  sein.    Die  Curve  aber  soll  durch  die  beiden  Gleichungen 

128)  ?Pi(aj,y,«,0  =  O 

und 

124)  (P2{^,y,^,()^0 

charakterisirt  sein.  Es  gilt  wieder  die  Gleichung  101).  Dazu 
kommen  aber  in  dem  Falle  der  Entwickelbarkeit  beider 
Functionen  (p  nach  dem  Taylor' sehen  Lehrsatze  die  beiden 
Gleichungen 

ax  ^  dy  0% 

und 

Wir  können  die  erste  dieser  Bedingungen  mit  dem 
Factor  —  Aj,  die  zweite  mit  dem  Factor  —  X^  multiplicirt, 
zur  Gleichung  101)  addiren,  femer  X^  imd  l^  so  wählen, 
dass  in  der  so  erhaltenen  Gleichung  die  Coefßcienten  Yon 
8x  und  Sy  verschwinden.^  Dann  muss  auch  der  von  8x 
verschwinden,  denn  dieses  ist  ja  willkürlich,  da  blos  zwei 
Gleichungen  zwischen  den  drei  Coordinatenvariationen  be- 
stehen. Die  zwei  Gleichungen,  welche  die  gewünschte  Eigen- 
schaft der  X  ausdrücken,  vereint  mit  der,  welche  das  Ver- 
schwinden des  Coefficienten  von  8x  anzeigt,  lauten: 


125) 


m^^Y+X,^  +  X^^ 
dt*  ^  dy  ^  dy 
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Diese  drei  Gleichungen  yerbunden  mit  den  zwei  Glei- 
chungen 123)  und  124)  geben  die  fünf  Gleichungen,  welche 
zur  Bestimmung  der  ftinf  Unbekannten  x,  y^  x,  i^,  X^  er- 
forderlich sind.  Die  Elimination  von  Xj^  und  l^  liefert 
zwischen  den  Cobrdinaten  allein  die  Gleichung 


126) 


m 


m 


m 


d^y 

dt* 
d}x 


dipi 

Ö9, 

dx  ' 

dx 

dg>i 

dq>^ 

dy' 

dy 

&<Pi 

dq>% 

d%  ' 

dx 

=  0. 


Der  Widerstand,  welchen  die  Vorrichtung  auf  den 
materiellen  Punkt  ausübt,  kann  als  die  Besultirende  zweier 
Kräfte  aufgefasst  werden.  Die  erste  hat  in  den  Coordinaten- 

richtungen  die  Componenten  X^-^,  ^i  X^'  ^i~a^'     steht 

also  nach  dem  im  §  38  Bewiesenen  senkrecht  auf  der  Fläche, 
welche  die  Gleichung  123)  hat  Analog  sind  die  Ausdrücke 
für  die  Componenten  der  zweiten  Kraft,  welche  in  Folge 
dessen  auf  der  Fläche  mit  der  Gleichung  124)  senkrecht 
steht  Die  Besultirende  beider,  d.  h.  der  gesammte  Wider- 
stand der  Gurve  muss  also  auf  dieser,  welche  ja  die  Durch- 
schnittslinie jener  beiden  Flächen  ist,  senkrecht  stehen. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  erhaltea  wir,  indem 
wir  die  Beschleunigung  gleich  Null  setzen.  Das  Verschwinden 
der  Determinante,  welche  man  so  aus  der  Determinante  126) 
erhält,  giebt  die  Bedingung,  dass  der  Vector  mit  den  Compo- 
nenten Xf  Ty  Z,  also  die  auf  das  Bewegliche  wirkende  äussere 
Kraft  auf  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Flächen  mit  den 
Gleichungen  123)  und  124)  senkrecht  steht 

§  43.    Methode  der  Multiplioatoren, 
wenn  beliebige  Bedinj^gsgleiohungen  zwisohen  beliebigen 

Punkten  bestehen. 

Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  die  Methode  der  un- 
bestimmten Multiplicatoren  auf  den  allgemeinen  Fall  anzu- 
wenden, dass  ein  beliebiges  materielles  System  beliebigen 
Bedingungen    unterworfen    ist     Sei    zunächst   das   System 
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holonom  und  die  Bedingungen  durch  Gleichungen  aus- 
gedrückt, dann  können  dieselben  unter  Beibehaltung  der  Be- 
zeichnungen der  §§  84  und  35  in  die  Form  gebracht  werden: 

127)  (pAt,x^,y^,..xJ:=^0,   i=i,  2...(7, 

wobei  (T  <  3  n  sein  muss,  da  sonst  alle  Goordinaten  durch 
die  Bedingungen  bestimmt,  also  bis  auf  singulare  Fälle  keine 
Bewegung  möglich  wäre.  Die  Functionen  ^  sollen  nach 
dem  Taylor'schen  Lehrsatze  entwickelbar  sein. 

In  Belation  93)  gilt  dann  das  Gleichheitszeichen.   Dazu 
treten  die  Bedingungen: 

128)  ^8x,  +  p^3y.+...p^Sz^^0,    1^1,  2. ..(t. 

Man  multiplicirt  nun  die  erste  dieser  ßedingungsgleichungen 
mit  —  Aj ,  die  zweite  mit  —  Ä^ . . .,  addirt  alle  zur  Relation  93) 
und  wlÄlt  dann  sämmtliche  X  so,  dass  die  Goefficienten 
von  a  der  Variationen  verschwinden.  Da  gerade  a  der 
Variationen  durch  die  Bedingungsgleichungen  bestimmt,  die 
übrigen  aber  voneinander  unabhängig  sind,  so  müssen  auch 
die  Goefficienten  aller  übrigen  Variationen  verschwinden  und 
man  erhält  die  Bedingungsgleichungen  in  der  Form: 

129)  «.,4^  =  X,  +  2'\-|j.  Ä  =  l.  2...n 

mit  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  beiden  übrigen  Goordi- 
natenaxen.  Die  Elimination  der  A  liefert  die  Bedingung, 
dass  die  Determinante  von  je  o-  +  1  Horizontalreihen  der 
nachfolgenden  Tabelle  130)  verschwinden  muss,  was  im 
Ganzen  3  n  —  o-  voneinander  unabhängige  Gleichungen  liefert, 
welche  wir,  ohne  sie  hinzuschreiben,  die  Gleichungen  131) 
nennen  wollen; 

^    dt*    ""^1'    dx,'    dx,'"    dx. 


130) 


"^1    di^    "  ^i'  ~d^'    dy,'"    dy. 


'n  dt*        "^    dx'    a»„  •••    dx, 
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Ist  das  System  nicht  holonom,  haben  also  einige  der 
Bedingimgsgleichungen  die  Form  78),  so  ändert  sich  hieran 
nichts,  als  dass  an  Stelle  der  partiellen  Ableitungen  der  be- 
treffenden Functionen  tp  die  Grössen  li»  i7i  •••  ^  treten. 

Hiermit  sind  die  Bewegungsgleichungen  in  dem  all- 
gemeinsten Falle,  wo  ein  System  beliebiger  materieller  Punkte 
beliebigen  holonomen  oder  nicht  holonomen  Bedingungen 
unterworfen  ist,  gefunden,  sobald  dieselben  durch  lauter 
Gleichungen  ausgedrückt  werden  können,  also  darunter  keine 
durch  eine  Ungleichung  dargestellt  wird. 

Wenn  sich  aus  den  Bedingungen  78)  er  der  Goordinaten- 
differentiale  bestimmen  lassen,  so  können  immer  auch  aus 
den  Gleichungen  131)  3  n  —  o-  der  Beschleunigungen  gefunden 
werden.  Wenn  der  Fall,  dass  durch  die  Bedingungen  78) 
nicht  a  der  Coordinatendifferentiale  bestimmt  sind,  für  ein 
endliches  Werthegebiet  der  Variabeln  eintritt,  so  sind  nicht 
alle  Bedingungsgleichungen  voneinander  verschieden,  i)  Diese 
müssen  also  auf  weniger  reducirt  werden.  Für  einzelne  sin- 
gulare Werthe  dagegen  kann  dieser  FiÜl  allerdings  eintreten, 
z.  B.  wenn  zwischen  den  Coordinaten  eines  einzigen  mate- 
riellen Punktes  eine  einzige  Gleichung  y  (x,  y, «,  Q  =  0  be- 
steht und  alle  partiellen  Differentialquotienten  des  (p  nach 
den  Coordinaten  verschwinden  oder  wenn  zwischen  den- 
selben Coordinaten  zwei  Gleichungen  (p  {x,  y,  x,t)  ^  0  und 
t//  (rr,  y,x,()  =  0  bestehen  und  für  gewisse  Werthe  von  x,  y,  x 
und  t  die  beiden  durch  diese  Gleichungen  dargestellten 
Flächen  dieselbe  Tangentialebene  haben.  Dann  können 
aus  dem  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen  aber  mehr 
als  8  n  —  (T  Beschleunigungen  bestimmbar  sein.  Alle  diese 
Fälle,  sowie  die,  dass  einzelne  der  CoefGcienten  g,  rj,  C  der 
Gleichungen  78)  unendlich  oder  unbestimmt  werden  oder  die 


^)  Die  bekannte  analytische  Bedingung  dafür,  dass  von  den 
Gleichungen  «jp^  =  <jp,  . . .  tjpa  «  0  nicht  alle  voneinander  unabhängig 
sind,  ist  ja,  dass  diejenigen  Determinanten  der  Ausdrücke  130),  welche 
die  Coefficienten  der  Beschleunigungen  in  einer  der  Gleichungen  131) 
darstellen,  sämmtlich  verschwinden.  Dann  reducirt  sich  in  der  That 
eine  der  letzteren  Gleichungen  identisch  auf  Null  und  ist  zur  Bestim- 
mung der  Beschleunigungen  ungeeignet. 
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Bedingongsgleichungen  eine  noch  complicirtere  Form  an- 
nekmen,  bedürfen  natürlich  einer  besonderen  Untersuchung 
und  es  würde  uns  zu  weit  fähren,  alle  hier  möglichen  Fälle 
eingehend  zu  erörtern.  Wie  schon  bei  der  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  beim  Vorhandensein  einer  Bedingungs- 
gleichung (Anfang  des  §  39),  so  kann  auch  hier  wieder  sogar 
der  Fall  eintreten,  dass  die  Aufgabe  durch  die  geometrischen 
Bedingungen  des  Systems  überhaupt  nicht  eindeutig  be- 
stimmt ist,  z.  B.  wenn  ein  materieller  Punkt  gezwungen 
wäre,  auf  einer  Curve  zu  bleiben,  welche  sich  in  zwei  oder 
mehrere  Aeste  theilt,  die  sich  am  Verzweigungspunkte  oscu- 
liren,  also  daselbst  eine  Berührung  von  der  zweiten  oder 
noch  höheren  Ordnung  haben.  Allein  derartige  Mehrdeutig- 
keiten sind  nicht  von  praktischer  Bedeutung,  da  sie  niemals 
eintreten  können,  wenn  die  Bedingungen  in  der  von  uns 
Torausgesetzten  Weise  durch  eine  endliche,  wenn  auch  sehr 
grosse  Zahl  yon  noch  so  plötzlich  sich  ändernden  Verbindungs- 
kräften hergestellt  werden.  Sie  können  also  nur  durch  den 
Grenzübergang  zu  einer  unendlichen  Zahl  materieller  Punkte 
entstanden  sein. 

Wir  werden  den  Fall,  dass  auch  beliebige  Bedingungen 
Torhanden  sind,  die  durch  Ungleichheitszeichen  ausgedrückt 
werden,  erst  im  §  74  behandeln  und  uns  früher  mit  einem 
wichtigen  speciellen  Falle  beschäftigen. 


V.  Anwendung  auf  feste  Körper. 


§  44.    Bestimmung  der  Lage  eines  festen  Körpers. 

Wir  wollen  nun  die  Bewegungsgleichungen  flir  einen 
einzigen  starren  Körper,  d.  h.  für  ein  System  materieller 
Punkte  entwickeln,  welche  so  verbunden  sind,  dass  sich 
während  ihrer  ganzen  Bewegung  ihre  relative  Lage  nicht 
ändern  kann,  genauer  gesprochen,  dass  jede  sehr  kleine 
Aenderung  der  relativen  Lage  so  grosse  innere  Kräfte  wach- 
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ruft,  dass  nie  eine  merkliche  Aenderung  der  relativen  Lage 
Platz  greifen  kann,  wenn  die  äusseren  Kräfte  unter  einer  ge- 
wissen Orenze  liegen  (yergL  Anfang  des  §  32,  der  Körper  ist 
fest  für  unter  dieser  Grenze  liegende  äussere  Kräfte).  Um 
auszudrücken,  dass  es  absolut  starre  Körper  nicht  giebt,  wollen 
wir  den  Körpet-  immer  einen  festen  nennen,  obwohl  wir  ihn 
geometrisch  so  betrachten,  als  ob  er  absolut  starr  wäre. 

Die  Lage  eines  gegebenen  festen  Körpers  im  Baume 
ist  durch  die  dreier  Punkte  desselben  Ä,  B^  Cj  welche  nicht 
in  einer  Geraden  liegen^  eindeutig  bestimmt  Da  der  feste 
Körper  gegeben  ist,  ist  die  Entfernung  jedes  anderen  Massen- 
punktes desselben  von  jedem  dieser  drei  Puilkte  gegeben 
und  es  ist  auch  gegeben,  auf  welcher  Seite  der  Ebene  der 
drei  Punkte  der  andere  Massenpunkt  liegt^  wenn  er  nicht 
in  dieser  Ebene  liegt  Dadurch  ist  aber  die  Lage  jedes 
anderen  Massenpunktes  gegeben.  Es  ist  dabei  nicht  einmal 
nothwendig,  dass  die  Punkte  wirklich  dem  Körper  angehören, 
einer,  zwei  oder  alle  drei  können  auch  ausserhalb  desselben 
liegen,  wenn  nur  ihre  relative  Lage  gegen  den  Körper  un- 
veränderlich gegeben  ist,  dessen  sämmtiüche  Punkte  eben^ 
falls  gegebene  unveränderliche  Lage  gegeneinander  haben. 
Wenn  die  Lage  dieser  drei  Punkte  im  Räume  gegeben  ist, 
so  ist  dadurch  die  Lage  sämmtlicher  materieller  Punkte  des 
Körpers  bestimmt 

Wir  können  uns,  um  dies  und  ähnliche  Sätze  nicht 
fortwährend  wiederholen  zu  müssen,  unendlich  viele,  den 
ganzen  Baum  erfüllende  Punkte  starr  mit  dem  Körper  ver- 
bunden und  sich  mit  demselben  im  Baume  bewegt  denken. 
Den  Inbegriff  dieser  Punkte  nennen  wir  den  erweiterten 
festen  Körper,  nur  in  wenigen  dieser  Baumpunkte  wird  sich 
wirklich  Materie  befinden. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  des  ersten  Punktes  Ä^ 
welcher  die  Position  des  festen  Körpers  bestimmt,  sind  drei 
Variable  (Goordinaten)  erforderlich.  Zur  Bestimmung  der 
Lage  des  zweiten  Punktes  B  nur  noch  zwei,  da  die  Ent- 
fernung AB  gegeben  ist  Zur  Bestimmung  der  Lage  des 
dritten  Massenpunktes  G  ist  nur  noch  eine  Variable  er-* 
forderlich,  da  dessen  Entfernung  von  A  und  B  dadurch  ge- 
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geben  ist,  dass  der  feste  Körper,  d.  h.  die  relative  Lage 
aller  seiner  Massenpunkte  gegeben  ist  Der  dritte  Punkt 
mnss  daher  in  einem  Kreise  liegen,  dessen  Ebene  senkrecht 
ZTurGte^Aden  AB  und  dessen  Badius  der  gegebene  Abstand 
des  Punktes  Ton  dieser  Geraden  ist. 

Im  Ganzen  genügen  also  sechs  Variable  zur  Bestimmung 
der  Ltfige  eines  beliebigen  festen  Körpers.  Ausgenommen 
davon  sind  die  Grenzfälle,  wo  alle  materiellen  Punkte  des 
festen  Kapers  in  einer  Geraden  liegen  oder  wo  dieser  aus 
einem  einzigen  materiellen  Punkte  besteht  Dann  genügen 
fönf  resp.  drei  Variable.  Doch  wollen  wir  diese  Grenzfälle 
im  Allgemeinen  von  unseren  Betrachtungen   ausschliessen. 

Da  zwischen  den  materiellen  Punkten  des  Körpers, keine 
anderen  Kräfte  als  die  Verbindungskräfte  wirken,  so  sind 
die  ezpliciten  Kräfte  mit  den  von  aussen  auf  den  festen 
Körper  wirkenden  Kräften  (den  äusseren  Kräften)  identisch. 
Es  sind  also  die  Kräfte,  deren  Componenten  in  den  Formeln 
63)  bis  70)  mit  X^,  9^,  3%  bezeichnet  wurden,  mit  denen, 
deren  Componenten  in  den  Formeln  81)  bis  95)  mit  X^  Y^,  Z^ 
bezeichnet  wurden,  identisch.  Es  werden  jedenfalls  die  sechs 
Gleichungen  66)  und  70)  der  §§  27  und  29  gelten,  welche 
also  zur  Berechnung  der  sechs  die  Lage  des  festen  Körpers 
bestimmenden  .Variabein  ausreichen,  so  dass  wir  die  Grund- 
gleichungen schon  besitzen. 

§  45.    ParallelTenohiebung  und  Drehung  eines  festen 

Körpers. 

um  uns  aber  die  zweckmässigste  Wahl  der  sechs  Va- 
riabein zu  erleichtern^  ist  es  nothwendig,  in  die  Geometrie 
der  Bewegung  eines  festen  Körpers  Qäher  einzugehen.  Dabei 
bietet  sich  uns  zugleich  eine  neue  Ableitung  der  Gleichungen  66) 
und  70), aus  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 
Wenn  jeder  Punkt  eines  festen  Körpers  um  eine  gleich  lange^ 
gleich  gerichtete  Strecke  verschoben  wird,  so  ändert  sich 
dabei  die  relative  Lage  sämmtUcher  Punkte  offenbar  nicht. 
Eme  solche  Bewegung  ist  also  jedenfalls  eine  mögliche  Be- 
wegung des  festen  Körpers.  Sie  heisse  eine  Parallelver- 
schiebung  desselben. 
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Wenn  bei  einer  Verschiebung  eines  festen  Körpers  zwei 
ihm  angehörende  oder  fest  mit  ihm  verbunden  gedachte 
Pankte  A  und  B  ihre  Lage  im  Baume  nicht  ändern,  so 
können  auch  alle  in  der  Geraden  AB  liegenden,  mit  dem 
Körper  fest  yerbunden  gedachten  Punkte  ihre  Lage  nicht 
ändern,  da  sie  sonst  ihre  EIntfemung  mindestens  von 
einem  der  Punkte  A  oder  B  ändern  müssten.  Elin  nicht 
auf  der  Geraden  AB  liegender  Punkt  des  Körpers  kann, 
da  seine  Entfernung  von  A  und  B  uuYeränderlich  ist, 
nur  einen  Bogen  eines  Kreises  beschreiben,  dessen  Ebene 
senkrecht  auf  AB  steht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  AB 
liegt  Da  endlich  auch  die  Entfernungen  aller  übrigen 
Punkte  voneinander  gleich  bleiben  müssen,  so  muss  der 
Centriwinkel,  welchem  dieser  Bogen  gegenüber  liegt,  f&r  alle 
Punkte  des  Körpers  derselbe  sein  und  alle  Punkte  müssen 
den  Bogen  auch  in  gleichem  Sinne  beschreiben.  Die  so 
definirte  Bewegung  eines  festen  Körpers,  welche  die  einzig 
mögliche  ist,  wenn  zwei  Punkte  desselben  ihre  Lage  nicht 
ändern,  heisst  eine  Drehung  desselben.  Die  gerade  Ver- 
bindungslinie der  beiden  in  Ruhe  bleibenden  Punkte  heisst 
die  Drehungsaxe,  der  betreffende  Centriwinkel  der  Drehungs- 
winkel, wobei  wir  aber  vorläufig  nur  die  Anfangs-  und  End- 
lage, nicht  den  ganzen  Process  des  üeberganges  ins  Auge 
fassen. 

Die  Darstellung  einer  Parallelverschiebung  durch  einen 
Vector,  d.  h.  durch  eine  Gerade  von  bestimmter  Länge  und 
Richtung  bedarf  keiner  Erläuterung.  Jede  Gerade,  welche 
die  gleiche  Länge  und  gleiche  Richtung  wie  die  Verschiebung 
irgend  eines  Punktes  des  Körpers  hat,  kann  als  solcher  Vector 
dienen.  Aber  auch  die  Drehung  eines  Körpers  kann  durch 
einen  Vector  dargestellt  werden,  dessen  Anfangspunkt  jedoch 
nicht  beliebig  ist,  sondern  mit  einem  Punkte  der  Drehungs- 
axe zusammenfallen  muss.  Die  Richtung  des  Vectors  muss 
die  Richtung  der  Drehungsaxe  angeben.  Die  Grösse  des 
Vectors  muss  proportional  dem  positiv  vorausgesetzten 
Drehungswinkel  w,  also  etwa  gleich  Fw  sein,  wobei  F  eine 
beliebige,  aber  für  alle  Drehungen  gleich  anzunehmende 
Länge  ist 
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um  durch  den  Sinn,  in  welchem  der  Vector  von  seinem 
Anfangspunkte  aus  gezogen  ist^  auch  den  Sinn  der  Drehung 
auszudrücken^  soll  die  Richtung  des  Vectors  immer  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Drehung  um  ihn  als  Axe  im  posi- 
tiTen  Sinne  geschieht,  dass  sich  also  seine  Richtung  zur 
Drehungsrichtung  so  verhält,  wie  die  der  positiven  ^Axe 
zur  Drehung  von  der  positiven  a>  auf  kürzestem  Wege  zur 
podtiven  ^Axe.  Wenn  wir  daher  vom  firanzösisdien  Coordi- 
naten^stem  Gebrauch  machen,  so  soll  für  ein  Auge,  welches 
von  dort  herblickt,  wohin  der  Vector  zeigt,  die  Drehimg  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  geschehen. 

Ist  N  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  des  Körpers 
von  der  Drehungsaxe,  w  der  Drehungswinkel  und  V  der 
Vector,  der  die  Drehimg  darstellt,  so  ist  der  Bogen,  welchen 
der  betreffende  materielle  Punkt  beschreiben  würde,  wenn 
sich  der  Körper  continuirlich  aus  der  Anfangslage  in  die 
Endlage  drehen  würde: 
132)  Ntv  =  NVir, 

wobei  es  natürlich  ebenfalls  gleichgültig  ist,  ob  der  betreffende 
Punkt  wirklich  dem  Körper  angehört  oder  blos  starr  damit 
verbunden  gedacht  wird.  Die  Punkte  der  Axe  erfahren, 
wie  schon  bemerkt,  keine  Lagenänderung.  Dieselbe  kann 
auch  ganz  ausserhalb  des  Körpers  liegen,  muss  aber  dann 
starr  mit  demselben  verbxmden  gedacht  werden. 

§  46.    Allgemeinste  Verschiebung  eines  festen  Körpers. 

Jeder  feste  Körper  kann  aus  jeder  Lage  in  jede  an- 
dere durch  eine  Parallelverschiebung  und  zwei  Drehungen 
um  zwei  Axen  gebracht  werden,  welche  durch  einen  be- 
liebig gegebenen  Punkt  des  Raumes  oder  des  Körpers 
gehen.  In  speciellen  Fällen  kann  natürlich  die  Parallel- 
verschiebung oder  die  Drehung  verschwinden,  d.  h.  weg- 
zuüallen  haben.  Wenn  beide  Drehungen  wegfallen,  wenn 
also  der  Körper  von  der  ersten  Lage  in  die  zweite  durch 
eine  blosse  Parallelverschiebung  übergeführt  werden  kann, 
nennt  man  die  zweite  Lage  eine  Translation  der  ersten. 
Eüne  Bewegung  eines  festen  Körpers,  wobei  jede  Lage  eine 
Translation   der  ersten  ist,   nennt   man  eine  Translations- 
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bewegung.  Dabei  kann  ein  Punkt  des  Körpers  noch  eine 
beliebige  Bahn  beschreiben. 

Sei  Ä  der  Punkt  des  Baumes,  durch  welchen  die  beiden 
Drehungsaxen  gehen  sollen.  Derjenige  Punkt  a  des  festen 
Körpers  y  der  sich  in  der  Endlage  in  Ä  befindet ,  soll  sich 
in  der  Anfangslage  des  Körpers  in  A  befunden  haben.  Wir 
denken  uns  dabei  den  festen  Körper  immer  in  dem  Sinne, 
wie  wir  dies  früher  definirt  haben,  erweitert,  also  d^n  Punkt, 
welcher  sich  in  der  Anfangslage  in  ^1,  in  der  Endlage  in  Ä 
befindet,  falls  er  nicht  wirkUch  dem  Körper  angehqrt,  mit 
diesem  fest  verbunden. 

Wir  betrachten  nun  den  Körper  zunächst  in  seiner 
Anfangslage  xmd  ertheilen  ihm  zuvörderst  die  Parallelver- 
schiebung AÄ^  welche  natürlich  wegfiele,  wenn  die.  Punkte 
A  und  Ä  zusammenfallen.  Dabei  schreiten  alle  Punkte  des 
Körpers  in  derselben  Richtung  um  das  Stück  A  Ä  fort,  der 
Punkt  a  des  Körpers  kommt  also  von  A  nach  Ä.  Irgend 
ein  anderer,  dem  festen  Körper  angehöriger  oder  in  Oe- 
danken  damit  starr  verbundener  Punkt  6,  welcher  in  der 
Anfangslage  des  Körpers  in  B  war,  komme  durch  jene 
Parallelverschiebung  allein  nach  B*,  In  der  Endlage  des 
festen  Körpers  wird  er  sich  im  Allgemeinen  nicht  in  B\ 
sondern  in  B  befinden,  wobei  aber  Ä  B  ^  Ä  B'  sein  muss, 
da  die  Punkte  a  und  h  fest  verbunden  sind.  Man  drehe 
nun  den  Körper  um  eine  durch  Ä  gehende,  auf  der  Ebene 
B AB'  senkrechte  Axe  um  einen  solchen  Winkel,  dass  der 
Punkt  h  des  Körpers  von  B'  nach  B  gelangt  Da  die  Axe 
durch  den  Punkt  Ä  geht^  so  verändert  letzterer  dabei  seine 
Lage  nicht  weiter;  es  wurden  also  schon  die  beiden  Punkte 
a  und  h  des  Körpers  in  diejenige  Lage  gebracht^  die  sie  in 
dessen  Endlage  haben  müssen.  Wenn  der  Punkt  h  schon 
nach  der  Parallelverschiebung  dort  war,  wo  er  sich  in  der 
Endlage  des  .Körpers  befinden  soll,  so  entfällt  natürlich 
wieder  diese  Drehung. 

Ein  dritter  Punkt  c,  der  dem  starren  Körper  angehört 
oder  fest  damit  verbunden  zu  denken  ist  und  der  nicht  mit 
den  Punkten  a  und  h  in  derselben  Geraden  liegen  soll,  sei 
in  der  Anfajigslage  des  Körpers  in  G  gewesen,  durch  die 
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Parallelverschiebimg  Ä  Ä  nach  C",  durch  die  erste  Drehung 
nach  C  gelangt,  während  er  in  der  definitiven  Endlage  des 
Körpers  in  C  sein  soll.  Man  denke  sich  nun  den  Körper, 
nachdem  er  schon  die  Parallelyerschiebung  AÄ  und  die 
erste  Drehung  erfahren  hat,  um  eine  Axe,  welche  durch 
die  beiden  Punkte  Ä  und  B  geht^  um  einen  solchen  Winkel 
gedreht,  dass  auch  der  Punkt  c  von  C"  nach  C"  übergeführt 
wird.  Nun  sind  drei  Punkte  des  starren  Körpers,  die  nicht 
in  einer  Geraden  liegen,  an  diejenigen  Stellen  gelangt,  welche 
sie  in  der  Endlage  des  Körpers  einnehmen  müssen^  folglich 
ist  der  ganze  Körper  in  seine  Endlage  übergeführt  worden, 
da  dessen  Lage  durch  die  dieser  drei  Punkte  bestimmt  ist. 
Wenn  also  Anfangslage  und  Endlage  gegeben  sind,  so 
können  wir  immer  eine  gewisse  Parallelverschiebung  und 
zwei  Drehungen  um  zwei  durch  einen  beliebig  gegebenen 
Punkt  gehende  Axen  finden,  welche  den  festen  Körper  aus 
der  gegebenen  Anfangslage  in  die  gegebene  Endlage  über- 
fähren. Falls  der  Punkt  (f'  ohnedies  schon  mit  G  zu- 
sammenfiele, würde  die  dritte  Drehung  in  Wegfall  kommen. 

§  47.    Zuiammensetznng  zweier  Drehungen. 

Wenn  ein  fester  Körper  nacheinander  zwei  Drehungen 
nm  zwei  Axen  erfährt,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
80  kann  die  gesammte  Lagenänderung,  welche  er  dadurch 
erhälty  immer  durch  eine  einzige  Drehung  um  eine  andere, 
ebenMls  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe  ersetzt  werden. 
Sei  A  der  Punkt,  wo  sich  die  beiden  Axen  schneiden.  Wir 
constmiren  um  A  als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche  vom 
Radius  1.  Dieselbe  werde  von  den  beiden  gegebenen 
Drehungsaxen  in  den  Punkten  B^  und  B^  durchstochen. 
w^  und  w^  seien  die  beiden  Winkel,  um  welche  der  Körper 
nacheinander  um  diese  Axen  gedreht  werden  solL  Wir 
constmiren  auf  der  Kugel  mit  dem  Badius  1  die  beiden 
grössten  Kreise  K^  und  £^,  welche  durch  B^  gehen  und 
mit  dem  grössten  Ejreise  B^  B^  nach  der  einen  und  der 
anderen  Seite  hin  den  Winkel  \w^  bilden.  Von  dem  Bogen 
B^B^  komme  man  nach  K^  auf  kürzestem  Wege  im  Sinne 
der  Drehung,  die  der  feste  Körper  um  die  Axe  A  B^  macht, 
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nach  K^  im  entgegengesetzten  Sinne  (Fig.  1 4).  Ebenso  con- 
stroiren  wir  die  beiden  grössten  Kreise  K^  und  K^,  welche 
beide  durch  J?^  gehen  und  den  Winkel  ^w^  mit  ^^^i  ^^~ 

schliesseuy  so  dass  man  wieder  ron 
B^B^  nach  K^  auf  kürzestem  Wege 
so  gelangt,  wie  sich  der  Körper  um 
die  Axe  A  B^  dreht  Eis  seien  C^  und 
Cj  diejenigen  Durchschnittspunkte  der 
grössten  Kreise  K^  und  E^  resp.  K^ 
und  K^,  welche  den  Punkten  B^  und 
B^  am  nächsten  liegen.  Derjenige 
Punkt  des  festen  Körpers,  welcher 
sich  anfangs  in  C^  befand,  wird  durch 
die  Drehung,  welche  der  Körper  um  die  Axe  A  B^  er&hrt, 
nach  C^,  durch  die  darauffolgende  Drehung  um  AB^  aber 
wieder  nach  G^  zurückgeführt  und  da  auch  der  Punkt  A 
durch  beide  Drehungen  keine  Lagenänderung  erfährt,  so 
kann  die  gesammte  durch  beide  Drehungen  erzeugte  Lagen- 
änderung jedenfalls  auch  durch  eine  einzige  Drehung  um 
die  Axe  A  C^  erzeugt  werden,  welche  wir  die  resultirende 
der  beiden  ursprünglich  gegebenep  Drehungen  nennen  wollen. 
Die  Grösse  des  entsprechenden  Drehungswinkels  kann  leicht 
gefunden  werden.  Der  Punkt  des  festen  Körpers,  welcher 
anfangs  in  B^  lag,  erfährt  durch  die  erste  Drehung  keine 
Lagenänderung.  Durch  die  zweite  um  die  Axe  A  B^  soll  er 
den  Bogen  B^  B^^  dessen  Halbirungspimkt  jffsei,  beschreiben. 
Durch  die  resultirende  Drehung  muss  dieser  Punkt  des 
festen  Körpers  ebenfalls  nach  B^  übergeführt  werden.  Eis 
muss  also  der  Winkel 

w^^B^G^B^^2B^C^H 

der  Drehungswinkel  der  resultirenden  Drehung  sein.  Man 
sieht,  dass  durch  diese  resultirende  Drehung  die  drei  Punkte 
des  festen  Körpers,  welche  sich  anfangs  in  (^  und  B^  und 
im  Kugelmittelpunkte  A  befanden  und  welche  wir,  fedls  sie 
nicht  dem  Körper  selbst  angehören,  mit  diesem  starr  yer- 
bunden  denken  können,  in  dieselben  Lagen  ^hergeführt 
werden,   als  ob  der  Körper  zuerst  die  gegebene  Drehung 
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Tim  die  Axe  A  B^ ,  dann  die  um  die  Axe  Ä  B^  machte,  womit 
bewiesen  ist,  dass  der  Körper  durch  die  resultirende  Drehung 
allein  genau  in  dieselbe  schliessliche  Lage  übergeführt  wird, 
wie  durch  die  beiden  gegebenen  Drehungen,  welche  wir  die 
zusammensetzenden  Drehungen  oder  die  Gomponenten  nennen 
wollen. 

Aus  dem  sphärischen  Dreiecke  B^  B^  C^  finden  wir: 

sin  (B^  Ä  q) :  sin  {B^AC^)  =  sin-^:  sin^ 
und 

cos-?^  «  cos^cos^  ^ -2^ sin^cos(^  ^ 

Mit  Rucksicht  hierauf  lassen  sich  die  beiden  Drehungen  des 
Lehrsatzes  des  §  46  immer  durch  eine  einzige  ersetzen. 
Dieser  Lehrsatz  kann  daher  auch  so  ausgesprochen  werden: 
Jeder  feste  Körper  kann  aus  jeder  gegebenen  Lage  in  jede 
andere  durch  eine  passend  gewählte  Parallelyerschiebung 
und  eine  einzige  Drehung  übergeführt  werden.  Dabei  kann 
noch  ein  Punkt  Torgeschrieben  werden,  durch  welchen  die 
Drehungsaxe  gehen  muss.  Ihre  Lage  im  Räume  und  der 
Drehungswinkel  sind  aber  dann  bestimmt. 

§  48.    ÜHe  Ihrehungen  sind  imendlich  klein. 

Die  Formeln  f&r  die  Lage  der  Axe  und  Grösse  des 
Winkels  der  resultirenden  Drehung  yereinfachen  sich,  wenn 
die  beiden  Drehungswinkel  w^  und  w^  der  ursprünglich  ge- 
gebenen Drehungen  sehr  klein  sind.  Dann  ftllt  die  Axe  A  C^ 
in  die  Ebene  der  beiden  anderen  Drehungsaxen^f*^  miAAB^. 
Femer  wird  dann 

sin  (B^  ^  Cj) :  sin  (J5j  A  C\)  ^w^xWy^ 
und 

Stellt  man  sich  jetzt  die  drei  Drehungen  durch  Vectoren 
dar,  indem  man  Tom  Punkte  A  aus  auf  der  Axe  AB^  eine 
Strecke  Ton  der  Länge  Fto^^  auf  der  Axe  AB^  eine 
Strecke  von  der  Länge  Fw^,  auf  der  Axe  A  C^  eine  Strecke 
Yon  der  Länge  Fw^  aufträgt,  so  sieht  man,  dass  der  Vector, 
welcher  die  resultirende  Drehung  darstellt,  aus  den  Vectoren, 
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welche  die  Componenten  darstellen,  durcli  dieselbe  Con- 
struction  gefonden  wird  wie  die  Besnltirende  aus  zwei 
gegebenen  Kräften.^)  Es  ist  dann  auch  gleichgültig,  welche 
der  beiden  zusammensetzenden  Drehungen  früher  und  welche 
nachher  erfolgt,  während  dies  bei  endlichen  Drehungen  für 
die  Lage  der  resultirenden  Drehungsaxe  nicht  gleichgültig 
ist.  Bei  endlichen  Drehungen  ist  femer  nur  bei  gegebener 
Anfangsposition  die  Endposition,  welche  der  Körper  in  Folge 

^)  Man  führt  für  sehr  kleine  Drehungen  diesen  Beweis  einfacher 
so.  In  Fig.  15  soll  ÄBi  C  B^  ein  Parallelogramm  sein.  Femer  seien 
CD,  CB,  B^G  und  Ä» 2^ senkrecht  auf  ilP»,  AJ?,,  ilC  und  AB^  resp. 
Es  sollen  nun  die  dreiVectoren  AB^^  AB^,  ji(7  der  Fig.  15  drei  unend- 
lich kleine  Drehungen  eines  beliebigen  festen  Körpers  um  die  betreffen-' 
den  Axen  im  Sinne  der  den  Scheibchen  beigesetzten  Pfeile  darstellen. 
Wi  =>  T,ABi,  tPt  '^  T'-AB^y  %p^  =  r,A  G  seien  die  entsprechenden 

Drehungswinkel.  Der  Punkt  A  des 
festen  Körpers  erföhrt  in  Folge  aller 
drei  Drehungen  keine  Verschiebung. 
Der  Punkt  C  erfShit  in  Folge  der 
ersten  Drehung  die  unendlich  kleine 
Verschiebung  w^.CD=^  F.  AB^ .  CD 
hinter  die  Ebene  der  Zeichnung,  in 
Folge  der  zweiten  Drehung  die  Ver- 
schiebung w^.  CE^  r,AB^.  CE 
vor  die  Ebene  der  Zeichnung,  beide 
senkrecht  zu  dieser  Ebene.  Da,  wie 
man  leicht  beweist,  diese  beiden 
Grössen  gleich  sind,  so  erfahrt  er  in 
Folge  der  beiden  Drehungen  zusammen  keine  Verschiebung,  also  die- 
selbe, die  er  durch  die  Drehung  A  C  allein  erfahren  würde.  Der  Punkt  Bi 
endlich  erflUirt  durch  die  erste  Drehung  keine  Verschiebung,  durch 
die  zweite  die  Verschiebung  w^ .  B^  F  —  T,  A  B^ .  B^  F^  in  Folge  der 
dritten  die  Verschiebung  Wf^i  O  ™  r,AC»B^  Q,  beide  senkrecht 
zur  Zeichnungsebene  vor  dieselbe.  Aus  der  Gleichheit  der  beiden 
Dreiecke  A  B^  B^  und  ACBi,  welche  beide  halb  so  gross  als  das 
Parallelogramm  A  B^  C B^  sind,  folgt  die  Gleichheit  dieser  beiden 
Verschiebungen,  da  der  Flächeninhalt  des  ersten  Dreiecks  gleich 
AB^.B^Fj  der  des  zweiten  gleich  ACB^Q  int  Es  erfahren  daher 
alle  drei  Punkte  J.,  C  und  Bi  und  daher  auch  der  ganze  Körper  in 
Folge  der  Drehung  A  C  dieselbe  Lagenftnderung  wie  in  Folge  der  beiden 
Drehungen  AB^  und  AB^  zusammen.  Der  letztere  Schluss  würde 
hinfiülig,  wenn  die  drei  Punkte  J.,  ^,  B^  in  dieselbe  Gerade  fielen. 
Doch  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  Lehrsatz  auch  dann  richtig 
ist,  da  sich  dann  die  Drehungen  einfach  addiren  oder  subtrahiren. 


Fig.  15. 
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der  resultirenden  Drehung  annimmt,  gleicli  der,  welche  er 
annimmt,  wenn  er  zuerst  die  erste,  dann  die  zweite  der  zu- 
sammensetzenden Drehungen  erfährt  Bei  unendlich  kleinen 
Drehungen  dagegen  ist  die  resultirende  Drehung  fortwährend 
den  Componenten   äquivalent;   genauer  gesprochen:   Wenn 

sich  der  Körper  zuerst  um  —  des  Winkels  w^  um  die  Axe 

äB^,   dann  um  —  des  Winkels  w^  um  die  Axe  ^^,  dreht, 

80  erfährt   er   his   auf  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung 

wiederum  dieselbe  Lagenänderung,  als  wenn  er  sich  um  — 

des  Winkels  w^  um  die  Axe  A  C^  dreht  und  dasselbe  gilt, 

wenn  er  sich  abermals  um  —  dieser  Winkel  dreht,  bis  die 

ganzen  Winkel  beschrieben  sind. 

Alle  Sätze  über  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von 
Kräften  folgen  aus  dem  Satze  vom  Kräftenparallelogramme 
und  sind  daher  unverändert  auf  unendlich  kleine  Drehungen 
anwendbar,  wenn  letztere  in  der  geschilderten  Weise  durch 
Vectoren  dargestellt  werden.  Man  kann  beliebig  viele  un- 
endlich kleine  Drehungen  um  Axen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  zu  einer  einzigen  Resultirenden  zusammensetzen 
oder  eine  Drehung  in  beliebig  viele  Componenten  um  der- 
artige Axen  zerlegen.  Unter  anderen  kann  man  eine  be- 
liebige unendlich  kleine  Drehung  um  eine  Axe,  die  durch 
den  Coordinatenursprung  geht,  in  drei  zusammensetzende 
Drehungen  um  die  drei  Coordinatenaxen  zerlegen,  wobei  die 
Pfeile,  welche  die  Drehungen  darstellen,  so  gefunden  werden, 
als  ob  sie  Kräfte  darstellten. 

§  49.    Allgemeine  Bewegongsgleichungen  far  einen  feiten 

Körper. 

Nach  dem  Gesagten  ist  es  ein  Leichtes,  die  analytische 
Form  f&r  die  virtuelle  Verschiebung  eines  festen  Körpers 
zu  finden,  dessen  Theile  sonst  keiner  Bedingung  unterworfen 
sind,  als  dass  sie  sämmtlich  starr  verbunden  sind.  Wir 
können  jede  beliebige  unendlich  kleine  Verschiebung  des 
Körpers  erzeugen  durch  eine  Parallelverschiebung  und  eine 
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Drehung  um  eine  Axe,  die  durch  den  Coordinatenurspnmg 
geht  Die  ParaUelverschiebung  können  wir  in  drei  Ver- 
schiebungen nach  den  drei  Coordinatenrichtungen  um  die 
Stücke  ^1  resp.  Sv,  S^  zerlegen,  die  Drehung  in  drei  zu- 
sammensetzende Drehungen  um  die  drei  Coordinatenazen 
um  die  Winkel  Sa  resp.  Sß  und  Sy.  Diese  sechs  Grössen 

133)  *|,  Sv,  SC,  Sa,  Sß,  Sy 

können  offenbar  ganz  unabhängig  yoneinander  ganz  behebige 
Werthe  haben. 

Den  Coefficienten  von  ^|  im  Ausdrucke  98)  finden  wir, 
indem  wir  alle  übrigen  der  Grössen  138)  gleich  Null  setzen. 
Es  werden  dann  die  Variationen  der  x-Coordinaten  für  alle 
Punkte  untereinander  gleich  und  gleich  ^|,  alle  anderen 
Coordinatenvariationen  aber  gleich  Null.  Die  linke  Seite 
des  Ausdruckes  98)  yerwandelt  sich  daher  in: 

Der  Coefficient  von  ^|  muss  verschwinden,  da  die  sechs 
Variabein  133)  vollkommen  voneinander  xmabhängig  sind. 
Daher  folgt: 

ft  3  n  A  s  n 

was  mit  der  ersten  der  Gleichungen  64)  identisch  ist 

Ebenso  folgen  die  entsprechenden,  auf  die  anderen 
Coordinatenaxen  Bezug  habenden  Gleichungen. 

Häufig,  besonders  wenn  nach  mehreren  Indices  zu  sum- 
miren  ist,  entstehen  leicht  Verwirrungen,  wenn  man  nicht 
jede  Grösse,  die  in  den  verschiedenen  Gliedern  der  Summe 
einen  verschiedenen  Werth  hat,  durch  einen  angehängten 
Index  bezeichnet  Hier  ist  jedoch  die  Sache  so  einfach, 
dass  wir  künftig  den  Index  h  und  die  Grenzwerthe  über 
und  unter  dem  Summenzeichen  weglassen  wollen,  ohne  einen 
Irrthum  zu  befürchten,  wie  die  Summe  zu  bilden  ist 

Dazu  kommt  noch  folgender  Umstand:  E2s  kann  sein, 
dass  auf  diejenigen  materiellen  Punkte  des  Körpers  keine 
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äusseren  Kraft  wirkt,  welche  gerade  dessen  Hauptmasse  ans- 
machen.  Andererseits  können  die  Punkte,  auf  welche  die 
äusseren  Kräfte  wirken,  durch  Stangen  von  Yerhältuissmässig 
kleiner  Masse  mit  dem  Körper  verbunden  sein,  was  zur 
Fiction  führte  dass  sie  durch  massenlose  Vorrichtungen  starr 
damit  yerbunden  sind,  dass  also  die  Massenpunkte  des 
Körpers  andere  als  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  sind. 
Dann  ist  es  oft  bequemer,  die  Summation  nach  den  Massen 
nur  über  die  ersteren,  die  über  die  Kräfte  nur  über  die 
letzteren  Punkte  zu  erstrecken,  obwohl  man  auch  dann  beide 
Summen  über  aUe  Punkte  erstrecken  und  f&r  die  ersteren 
einfach  die  Kräfte,  für  die  letzteren  die  Massen  gleich  Null 
setzen  kann.  Wir  schreiben  also  statt  der  letzten  Formel 
einfach 

134)  2'-If=2'^' 

um  den  Coefficienten  Ton  ^o;  im  Ausdrucke  98)  zu 
finden,  haben  wir  wieder  alle  anderen  der  Grössen  138) 
bis  auf  Sa  gleich  Null  zu  setzen  und  die  in  diesem  Falle 
auftretenden  Zuwächse  der  Coordinaten  der  verschiedenen 
Punkte  des  Körpers  zu  bestimmen.  Diese  Coordinaten- 
zuwächse  sind  diejenigen,  welche  eintreten,  wenn  der  Körper 
keine  andere  Lagenänderung  als  eine  Drehung  um  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  Sa  um  die  Abscissenaxe  in  dem 
Sinne  erfährt,  in  dem  man  auf  kürzestem  Wege  von  der 
positiven  y-  zur  positiven  ^Axe  gelangt  Dabei  beschreibt 
ein  Punkt,  der  die  Coordinaten  x,  y,  x  hat  und  sich  in  der 
Entfernung  r  von  der  Abscissenaxe  befindet,  einen  unendlich 
kleinen  Kreisbogen  von  der  Länge  rSa^  der  senkrecht  auf 
der  Greraden  r  steht  Die  Projectionen  dieses  Bogens  auf 
die  drei  Coordinatenrichtungen  sind  daher:  Null,  —  x  Sa,  y  Sa. 
Die  Vei^nderungen  der  Coordinaten  des  in  Bede  stehenden 
Punktes  sind  daher 

135)  Sx^O,    Syss—xSa,    Sx^ySa, 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  linke  Seite  der 
Belation  93)  über  in: 
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Hier  muss  wieder  der  Coe£Gicient  Ton  Sa  Terschwinden, 
wodurch  sich  die  mit  der  Gleichung  70)  identische  Gleichung: 

.36)   ^2'"(»l?-4?)-2'(»^-=^ 

ei^ebt  Die  sechs  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  zu  den  Gleichungen  184)  und  136)  die  analogen  für 
die  y-  und  z-Ajlb  hinzufügt,  sind  also  nothwendig  und  hin- 
reichend, um  die  sechs  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  festen 
Körpers  erforderlichen  Variabein  als  Functionen  der  Zeit 
zu  finden,  wenn  die  Anfangswerthe  der  Variabein  selbst 
und  ihrer  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  sowie  die 
äusseren  Kräfte  gegeben  sind.  Die  letzteren  kommen  nur 
in  den  sechs  Ausdrücken 

A^^X,    B^^Y,     G=^Z, 

137)     -    D^^iyZ^xY),     E^^{xX^xZ), 

F^^{xY^yX) 

vor,  welche  wir  schon  in  §  29  die  Componentensummen 
und  die  Momente  der  Kräfte  bezüglich  der  Coordinatenaxen 
genannt  haben.  Wenn  daher  ein  beliebiges  anderes  System 
von  Kräften  auf  denselben  festen  Körper  wirkt,  dessen 
Theilchen  dieselben  Positionen,  Geschwindigkeiten  imd  G«- 
schwindigkeitsrichtimgen  haben,  so  wird  derselbe,  wenn  zur 
betreffenden  Zeit  für  das  zweite  Kraftsystem  diese  sechs 
Grössen  dieselben  Werthe  wie  f&r  das  erste  haben,  durch 
dasselbe  die  gleichen  Beschleunigungen  wie  durch  das  erste 
erfahren.  Man  sagt  dann,  beide  Kräftesysteme  sind  einander 
äquivalent  Wenn  dies  durch  eine  längere  Zeit  gilt  und  die 
Positionen,  Geschwindigkeiten  und  G^schwindigkeitsrichtungen 
aller  materiellen  Punkte  zu  Anfang  dieser  Zeit  die  gleichen 
sind,  so  wird  der  Körper  unter  dem  Einflüsse  des  einen  oder 
des  anderen  Kraftsystems  während  der  ganzen  Zeit  dieselbe 
Bewegung  machen.^) 


^)  Wenn  ein  Kräftesystem  K  einem  anderen  A  äquivalent  ist, 
so  erzeugt,  wie  man  sofort  ans  unseren  Gleichungen  sieht,  auch  K  mit 
einem  dritten  Elräftesysteme  K  zusammen  dieselbe  Beweg^g,  wie  A 
mit  K  zusammen.  Speciell  wenn  sich  K  und  K  das  Gleichgewicht 
halten,  so  halten  sich  auch  A  und  K  das  Gleichgewicht. 
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So  ist  jede  Kraft  einer  gleichen  gleichgerichteten  äqui- 
valent, wenn  die  Verbindungslinie  beider  Angrifispunkte  in  die 
Bichtung  der  Kräfte  fällt  Man  sagt,  der  Angriffspunkt  jeder 
Kraft  kann  bei  ungeänderter  Grösse  und  Richtung  derselben 
nach  jedem  anderen  in  ihrer  Richtung  liegenden  Punkte 
versetzt  werden^  ohne  deren  Wirkung  auf  den  festen  Körper 
zu  ändern ;  denn  dadurch  werden  weder  die  Grössen  Ä,  B,  C, 
noch  die  Momente  der  betreffenden  Kraft  bezüglich  der 
Coordinatenrichtungen  verändert.  Letzteres  folgt  unmittel- 
bar aus  der  in  §  29  durch  die  Gleichung  71)  gegebenen 
geometrischen  Definition  des  Momentes. 

Lässt  man  irgend  ein  Kraftsystem  und  gleichzeitig  ein 
damit  äquivalentes,  in  dem  man  aber  die  Richtung  jeder 
Kraft  ohne  Aenderung  der  Grösse  umgekehrt  hat,  auf  den 
Körper  wirken,  so  haben  alle  sechs  Grössen  137)  den  Werth 
Null;  der  Körper  bewegt  sich  also  gerade  so,  als  ob  gar 
keine  Ej-äfte  auf  ihn  wirkten,  wobei  selbstverständlich,  wenn 
der  Körper  nicht  ruht,  im  Allgemeinen  nicht  die  Beschleu- 
nigungen aller  Punkte  desselben  Null  sein  werden.  Jedes 
Kräftesystem  hält  daher  einem  umgekehrten  äquivalenten 
das  Gleichgewicht  (vergl.  Schluss  des  §  35,  sowie  §§  70 
and  73).  Alle  Kräfte  eines  auf  einen  festen  Körper  wirkenden 
Kräftesystems  werden  sich  das  Gleichgewicht  halten,  wenn 
die  sechs  Grössen  137)  verschwinden.  Der  feste  Körper  wird 
dann,  wenn  anfangs  alle  seine  Punkte  in  Ruhe  waren,  in 
Ruhe  bleiben,  wenn  er  in  Bewegung  war,  sich  so  bewegen, 
als  ob  keine  Kräfte  auf  ihn  wirkten,  oder  wenn  das  Gleich- 
gewicht nur  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  herrschte,  so 
werden  alle  seine  Punkte  in  diesem  Zeitmomente  dieselbe 
Beschleunigung  erfahren,  als  ob  in  diesem  Zeitmomente 
keine  Kräfte  auf  ihn  wirkten. 

Es  sei  hier  noch  ein  Satz  erwähnt,  der  später  in  der 
Elasticitätslehre  Anwendimg  findet  Wenn  auf  einen  festen 
Körper  gewisse  Kräfte  wirken,  so  wird  er  im  Allgemeinen 
durch  dieselben  ein  wenig  deformirt  Wenn  er  nach  der 
Deformation  ruht  und  sich  die  Kräfte  das  Gleichgewicht 
halten,  so  kann  dieses  dadurch  nicht  gestört  werden,  dass 
man  die  Theile  des  Körpers  in  der  Lage,  die  sie  nach  der 
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Deformation  angenommen  haben,  beliebig  starr  verbindet. 
Denn  die  Theilchen  üben  ohnedies  schon  solche  innere 
Kräfte  aufeinander  aus,  welche  den  äusseren  das  Gleich- 
gewicht halten.  Durch  die  starre  Verbindung  würden  sie 
dazu  noch  befähigt,  bei  der  kleinsten  Aenderung  ihrer  Ent- 
fernung Yerbindungskräfte  von  beliebiger  Grösse  aufeinander 
auszuüben.  Sie  sind  also  um  so  mehr  noch  fähig,  die  Kräfte, 
welche  sie  ohnedies  schon  aufeinander  ausüben,  weiter  un- 
geändert  auszuüben. 


§  50.    Wann  haben  Kräfte,  die  auf  einen  feiten 

wirken,  eine  Eeiultirende! 

Wir  können  nach  dem  Gesagten  auch  die  Frage  beant- 
worten, wann  sich  ein  auf  einen  festen  Körper  wirkendes 
System  von  Kräften  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzen  lässt, 
welche  also,  wenn  dies  nur  für  einen  Zeitmoment  gilt,  während 
dieses  Zeitmomentes  dieselbe  Beschleunigung  jedes  Punktes 
des  Körpers  erzeugt.  Wenn  sich  aber  das  während  jedes  Zeit- 
momentes einer  endlichen  Zeit  auf  den  festen  Körper  wirkende 
System  von  Kräften  durch  eine  einzige  Kraft  ersetzen  lässt,  die 
natürlich  in  Grösse  xmd  Sichtung  mit  der  Zeit  veränderlich 
sein  kann,  so  erzeugt  dieselbe  während  jener  ganzen  Zeit 
bei  gleichen  Anfangsbedingungen  dieselbe  Bewegung,  wie  das 
System  von  Kräften.  Man  sagt  dann,  diese  einzige  Kraft  ist 
dem  Kraftsysteme  äquivalent  oder  sie  ist  eine  Besultirende 
desselben. 

Dazu  ist  erforderlich,  dass  die  sechs  Grössen  137)  für 
die  eine  Kraft  (die  Besultirende)  dieselben  Werthe  haben, 
wie  für  das  gegebene  Krafbsystem.  Es  müssen  also  AyB^G 
die  Componenten  der  Besultirenden  nach  den  drei  Coordi- 
natenrichtungen  sein.  Sind  ^,  i;,  ^  die  Goordinaten  ihres 
Angriffspunktes,  so  muss  femer: 

138)  fiC-^B^Dy  f^-^|C7=JB7,  ^B'-fiA^F 

sein.  Hierbei  sind  ^,  J9,  C,  D,  Ej  F  die  Werthe  der  sechs 
Grössen  187)  für  das  gegebene  Kraftsystem.  Addirt  man 
die  Gleichungen  138),  nachdem  man  die  erste  mit  Ä^  die 
zweite  mit  B,  die  dritte  mit  G  multiplicirt  hat,  so  folgt: 

139)  AD  +  BE+  CF^O. 
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Diese  Gleichung  muss  also  zwischen  den  sechs  durch 
das  gegebene  Eraftesystem  bedingten  Grössen  137)  noth- 
wendig  erfÜUt  sein,  wenn  dieses  überhaupt  durch  eine  einzige 
Kraft  ersetzbar  sein  soll,  d.  h.  wenn  überhaupt  eine  Besul- 
tirende  ezistiren  solL  Ist  sie  erfüllt  und  wenigstens  eine 
der  Grössen  A,  Bj  C  von  Null  verschieden,  so  existirt  immer 
eine  Besnltirende.  Ist  z.  B.  A  von  Null  verschieden,  so  folgt 
aus  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  138) 

140)  '?  =  ^-T'    ^=^  +  4 

und  die  Substitution  dieser  Werthe  zeigt,  dass  auch  die 
erste  der  Gleichungen  138)  erfüllt  ist  Da  zwischen  den 
drei  Coordinaten  des  Angr^spunktes  der  Besultirenden  nur 
die  zwei  Gleichungen  140)  bestehen,  so  ist  diese  zwar  in 
Grosse  und  Richtung  bestimmt,  als  Angriffspunkt  derselben 
kann  aber  jeder  beliebige  Punkt  der  durch  die  Gleichungen  1 40) 
bestimmten  Geraden,  welche  die  Richtung  der  Besultirenden 
hat,  gewählt  werden.  Dass,  wenn  eine  Resultirende  existirt, 
auch  jeder  andere  Punkt  ihrer  Richtung  als  Angriffspimkt 
gewählt  werden  kann,  folgt  natürlich  schon  aus  dem  Satze 
über  die  Versetzbarkeit  von  Kräften  an  festen  Körpern. 
Falls  der  gewählte  Angriffspunkt  der  Resultirenden  nicht 
ohnehin  schon  dem  festen  Körper  angehören  würde,  müsste 
er  natürlich  fest  damit  verbunden  gedacht  werden  (durch 
massenlose  Yersteifdngen  eta).  Denn  unsere  Formeln  gelten 
nur  für  Punkte,  welche  fest  mit  dem  Körper  verbunden  sind. 

Falls  ^  s  £  =  (7  =  0  ist,  können  die  Gleichungen  188) 
nur  erftdlt  sein,  wenn  auch  D  ^  E  =  F^Oj  wenn  also  die 
Krftfte  des  gegebenen  E^räfkesystems  sich  untereinander  das 
Gleichgewicht  halten.  Die  Resultirende  ist  dann  natür- 
Ueh  Null 

Ein  spedeUes  Beispiel  liefert  der  Fall,  dass  alle  Kräfte, 
welche  auf  einen  festen  Körper  wirken,  untereinander  parallel 
sind.  Wir  wollen  dann  mit  a,  6,  c  die  Richtungscosinus 
einer  mit  ihnen  parallelen  Geraden  G  bezeichnen,  welche 
wir,  wenn  alle  Kräfte  im  selben  Sinne  wirken,  eben&lls  in 
diesem  Sinne  ziehen.  Wenn  nicht,  so  wollen  wir  sie  in  dem 
Sinne  ziehen,  dass  die  Summe  der  Intensitäten  der  im  gleichen 
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Sinne  wirkenden  Kräfte  grösser  ist  als  die  Summe  der  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirkenden  Kräfte.    Dann  ist 

X==aP,    Y  =  bP,   Z=cR 

Dabei  ist  P  die  Kraft,  welche  anf  irgend  einen  Punkt  des 
Körpers,  dessen  Coordinaten  x,  y^  z  sind,  wirkt  Wir  geben 
ihr  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  ^ie 
die  Richtung  der  Geraden  O  oder  die  entgegengesetzte  hat. 
Xy  Y,  Z  sind  die  Componenten  der  Kraft  P  in  den  Coordi- 
natenrichtungen.  Der  Factor  a  ist  für  alle  Kräftie  gleich, 
ebenso  b  und  c.    Es  ist  also 

A^a-^P,  B^b-^P,   (7=c2^, 
D^b-^xP^c-^yP,   E^c^xP^a^xP, 

F^a^^yP-b^xP. 

Die  Bedingung  189)  ist  also  erftült  und  es  ezistirt  immer 
eine  Besultirende,  wenn  nicht  ^  =  ^  =  C  ==  0,  also  ^P=0 
ist,  von  welchem  Falle  später  die  Bede  sein  solL 

Die  Intensität  der  Besultirenden  ist  ^Pj  also  die 
algebraische  Summe  der  Intensitäten  aller  Einzelkräfte.  Die- 
selbe hat  die  Bichtung  der  Geraden  G,  ist  also  parallel  den 
gegebenen  Kräften  und  wirkt  in  dem  Sinne,  für  welchen  die 
Summe  der  Intensitäten  der  dahin  gerichteten  Kräfte  grösser 
ausfällt.    Die  Gleichungen  140)  reduciren  sich  auf 

Diese  Gleichungen  sind  sicher  erftüilt^  wenn 

ist.  Der  Punkt,  dessen  Coordinaten  durch  diese  Gleichungen 
bestimmt  sind,  heisst  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte. 
Er  kann  als  Angriffspunkt  der  Besultirenden  gewählt  werden. 
Als  solcher  kann  auch  jeder  andere  Punkt  der  durch  ihn 
der  Bichtung  der  Kräfl;e  parallel  gezogenen  Geraden  ge- 
wählt werden.  Der  erstere  Angriffspunkt  hat  jedoch  einen 
besonderen  Vorzug.  Die  durch  die  Gleichungen  141)  ge- 
gebenen Werthe  seiner  Coordinaten  sind  nämlich  unabhängig 
von  a,  5,  c,  also  von  der  Bichtung  der  parallelen  Kräfte. 
Er  hört  also  nicht  auf,  Angri&punkt  der  Besultirenden  zu 
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sein,  wenn  sich  blos  diese  Bichtong  ändert,  d.  h.  wenn  die 
Intensität  jeder  der  Kräfte  unverändert  bleibt  und  auch  jede 
unverändert  auf  denselben  Punkt  des  Körpers  wirkt ,  sich 
aber  die  Richtung  aller  Kräfte  in  gleicher  Weise  ändert,  so 
dass  alle  parallel  bleiben  und  auch  die  Gleichgerichteten 
wieder  gleichgerichtet  sind. 

Da  nur  die  relative  Lagenänderung  maassgebend  ist,  so 
bleibt  der  Mittelpunkt  auch  Angriffspunkt  der  Besultirenden, 
wenn  er  mit  dem  Körper  fest  verbunden  ist  und  letzterer 
sich  beliebig  dreht  oder  im  Baume  verschiebt,  sobald  dabei 
auch  die  Angriffspunkte  der  auf  ihn  wirkenden  parallelen 
Kräfte  fest  mit  dem  Körper  verbunden  sind  und  letztere 
weder  Grösse  noch  Sichtung  ändern. 

Wir  haben  bisher  den  Fall  ausgeschlossen,  dass  ^P=  0 
isi  In  diesem  Falle  wird  A=^B=  C7  =  0.  Eine  Besultirende 
existirt^  wie  wir  sahen,  dann  nur,  wenn  auch  D  =  E=  F=^  0 
ist,  d.  h.  die  gegebenen  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

§  51.    Specielle  Fälle  paralleler  Kräfte. 

Als  ganz  specielles  Beispiel  erwähnen  wir  den  Fall, 
dass  zwei  parallele  Kräfte  auf  einen  festen  Körper  wirken. 
Wir  wählen  den  Angriffspunkt  der  ersten  zum  Coordinaten- 
orsprung  und  ziehen  die  positive  Abscissenaxe  durch  den 
Angriffspunkt  der  zweiten  Kraft.  Der  Mittelpunkt  liegt  dann 
auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Angriffspunkte  und  seine  Ent- 
fernungen von  diesen  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  In- 
tensitäten der  Kräfte.  Wenn  die  beiden  Kräfte  gleich  ge- 
richtet sind,  so  liegt  der  Mittelpunkt  zwischen  ihren  Angriffs- 
ponkten,  sonst  jenseits  des  Angriffspunktes  der  grösseren  Straft. 

Die  Ableitung  dieser  Besultate  aus  den  Gleichungen  141) 
ist  so  leicht,  dass  wir  nicht  weiter  darauf  eingehen  wollen. 
Wenn  beide  Kräfte  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet 
sindy  80  halten  sie  sich  das  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Bich- 
tungen  in  dieselbe  Gerade  fallen.  Sonst  haben  sie  keine 
Kesultirende,  sondern  bilden  das,  was  man  ein  Kräftepaar 
nennte  wovon  später  die  Bede  sein  soll 

Wir  sahen  bereits,  dass  jedes  Massentheilchen  m  eines 
schweren,  geworfenen,  sich  nicht  drehenden  Körpers  so  be- 
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wegt,  als  ob  darauf  eine  unTeränderliche,  gegen  den  Erd* 
mittelpunkt  gerichtete  Kraft  mg  (dessen  Gewicht)  wirkte, 
wobei  g  an  derselben  Stelle  der  Erde  fbr  alle  Massentheil- 
chen  denselben  Werth  hat  und  die  Beschleunigung  der 
Schwere  heisst  Wir  suchen  nun  unter  der  Hypothese,  daas 
auch  in  allen  anderen  Fällen  die  Wirkung  der  Schwere  mit 
der  eben  beschriebenen  Kraft  mg  identisch  ist,  die  Besul- 
tirende  der  gesammten  Wirkung  der  Schwere  auf  irgend 
einen  festen  Körper.  Wegen  der  grossen  Entfernung  des 
Erdmittelpunktes  sind  alle  auf  die  verschiedenen  Massen- 
theilchen  wirkenden  Kräfte  parallel  und  gleich  geriditet 

Die  Besultirende  aller  Kräfte,  welche  die  Schwere  auf 
den  ganzen  Körper  ausübt,  ist  daher  ebenfalls  gegen  den 
Erdmittelpunkt  gerichtet;  ihre  Intensität 

ist  gleich  der  Summe  der  Gewichte  aller  Massentheilchen, 
welche  man  das  gesammte  Gewicht  des  Körpers  nennt  und 
welches  gleich  der  mit  der  Beschleunigung  der  Schwere 
multiplicirten  Gesammtmasse  desselben  ist  Der  Mittelpunkt 
der  parallelen  Kräfte  hat  vermöge  der  Gleichungen  141) 
die  Coordinaten 

Es  ist  also  der  Punkt,  welchen  wir  schon  firüher  den  Schwer- 
punkt genannt  haben.  Wenn  sich  der  Körper  dreht,  ändert 
sich  das  Gewicht  der  einzelnen  Massentheilchen  weder  in 
Grösse,  noch  in  Richtung,  noch  im  Angri&punkte.  Der 
mit  dem  Körper  fest  verbunden  gedachte  Schwerpunkt  hört 
also  nicht  auf  Angriffspunkt  der  Besultirenden  aller  auf 
alle  Massentheilchen  des  Körpers  wirkenden  Schwerkräfte 
zu  sein,  wenn  sich  der  Körper  beliebig  bewegt  Wenn  man 
daher  eine  einzige  Elraft  von  der  Intensität  des  gesammten 
Gewichtes  des  Körpers  an  dessen  Schwerpunkte  anbringt, 
so  erzeugt  dieselbe  in  jedem  Augenblicke  die  gleiche  Be- 
wegung, wie  die  verschiedenen  auf  die  einzelnen  TheUdben 
des  Körpers  wirkenden  Schwerkräfte.  Man  kann,  wie  man 
sich  ausdrückt,  das  ganze  Gewicht  des  Körpers  in  dessen 
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Schwerpunkte  concentrirt  denken.  Man  darf  aber  dabei  nicht 
Tergessen,  dass  dies  nur  so  lange  gilt,  als  der  Körper  als 
starr  betrachtet  werden  darf.  Die  elastische  Deformation 
des  Körpers,  z.  B.  die  Compression  oder  Biegung  durch  sein 
eigenes  Gewicht,  wäre  natürlich  eine  ganz  andere,  wenn 
die  Schwere  statt  auf  alle  Theilchen  des  Körpers  nur  auf 
dessen  Schwerpunkt  wirken  würde.  Alle  diese  G^etze  be- 
stätigen sich  in  der  Erfahrung,  so  dass  wir  also  unsere 
Hypothese  über  die  Wirkung  der  Schwere  auf  die  Massen- 
theilchen  eines  Körpers  als  in  der  Erfahrung  wohlbegründet 
betrachten  dürfen. 

§  52.    Theorie  der  Kräftepaare. 

unter  einem  Kräftepaare  yerstanden  wir  zwei  gleiche 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte,  die  auf  einen  festen  Körper 
wirken  und  nicht  die  gleiche  Bichtung  wie  die  Verbindungs- 
linie  ihrer  Angrifibpunkte  haben.  Die  Ebene,  welche  beide 
Angriffspunkte  und  die  Richtungen  beider  Kräfte  enthält, 
heisst  die  Ebene  des  Kräftepaares.  Die  darauf  errichtete 
Normale  heisst  die  Axe  des  Kräftepaares.  Sie  ist  immer  in 
dem  Sinne  zu  ziehen,  dass  das  Paar  um  sie  im  positiyen 
Sinne  zu  drehen  sucht,  d.  h.  dass  sie  gegen  die  Drehungs- 
richtung des  Kräftepaares  dieselbe  Lage  hat,  wie  die  positiye 
z-Axe  gegen  die  Drehung  yon  der  positiyen  2;-Aze  auf  kür- 
zestem Wege  zur  positiyen  ^-Axe,  dass  also  bei  Zugrunde- 
legung eines  französischen  Coordinatonsystems  das  Paar  für 
ein  Auge  im  Sinne  des  Uhrzeigers  zu  drehen  sucht,  das  yon 
dorther  blickt,  wohin  die  Axe  zeigt 

Wir  wollen  beide  Kräfte  durch  Pfeile  ausdrücken  und 
den  Proportionalitätsfacter  zwischen  Kraft  und  Pfeil  gleich  1 
setKen.  Das  Parallelogramm,  welches  wir  erhalten,  wenn  wir 
den  Angrifiispunkt  jeder  Kraft  mit  dem  Endpunkte  der  anderen 
Kraft  yerbinden,  nennen  wir  das  Parallelogramm  des  Kräfte- 
paares, seinen  Flächeninhalt  dessen  Totalmoment  Für  jedes 
Kräftepaar  ist  A^  B^  (7=0.  Das  Moment  D  der  beiden 
Kräfte  des  Kräftepaares  bezüglich  der  Abscissenaxe  finden 
wir  nach  Formel  71),  indem  wir  die  Pfeile,  welche  die 
beiden  Kräfte  darstellen^  auf  die  ^^-Ebene  projiciren,  jede 
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Projection  mit  ihrem  senkrechten  Abstände  vom  Coordinaten- 
ursprange  multipliciren  und  die  Differenz  dieser  beiden 
Producte  bilden.  Diese  Differenz  ist^  wie  man  unmittelbar 
sieht,  gleich  dem  Flächeninhalte  der  Projection  des  Parallelo- 
gramms des  Kräftepaares,  also  seines  Totalmomentes  auf  die 
^  «-Ebene  und  zwar  mit  positiven  oder  negativen  Zeichen, 
je  nachdem  die  Projection  des  Paares  auf  die  ^  «-Ebene 
den  Körper  im  positiven  oder  negativen  Sinne  um  die  posi- 
tive Abscissenaxe  zu  drehen  sucht  Analog  werden  E  und  F 
gefunden. 

Die  Werthe  von  D,  E  und  F  sind  alle  nur  abhängig 
von  der  Richtung  der  Ebene  des  Paares,  von  dem  Total- 
momente desselben  und  von  dem  Sinne,  in  dem  es  zu  drehen 
sucht  Da  aber  Ä^  B  und  G  fär  jedes  Paar  verschwinden, 
so  sind  alle  Paare  äquivalent,  d.  h.  sie  erzeugen  unter  allen 
Umständen  dieselbe  Bewegung  des  festen  Körpers,  wenn  nur 
ihre  Ebenen  parallel,  ihre  Totalmomente  gleich  und  ihr 
Drehungssinn  derselbe  ist  Man  kann  daher  jedes  Kräfte- 
paar in  seiner  Ebene  beliebig  versetzen,  sein  Parallelogramm 
in  derselben  beliebig  drehen  und  durch  ein  anderes  von 
gleicher  Fläche  und  gleichem  Drehungssinn  ersetzen  und 
auch  die  Ebene  des  Paares  parallel  zu  sich  selbst  beliebig 
verschieben,  ohne  dass  das  Kräffcepaar  aufhört,  genau  die 
gleiche  Wirkung  auf  den  festen  Körper  auszuüben. 

Wie  Drehungen,  kann  man  auch  jedes  Kräftepaar  durch 
einen  Vector  V  darstellen.  Derselbe  kann  von  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Baumes  aus  gezogen  werden,  seine  Sich- 
tung muss  die  der  Axe  des  Kräfbepaares,  seine  mit  einem 
passenden,  ein  fiir  allemal  co^istantem  Beductionsfactor  F 
multiplicirte  Länge  gleich  dem  Totalmomente  des  Kräfte- 
paares sein.  Wenn  man  von  den  Dimensionen  absieht,  kann 
man  natürlich  auch  F^X  setzen. 

Die  drei  Grössen  D,  JS>  F  sind  die  mit  F  multiplicirten 
Projectionen  dieses  Vectors  auf  die  drei  Coordinatenrich- 
tungen,  denen  wir  das  positive  oder  negative  Zeichen  er- 
theilen,  je  nachdem  sie  in  die  positive  oder  negative  Coordi- 
natenrichtung  fallen.  D,  E  und  F  sind  also  durch  den 
Vector  eindeutig  bestimmt    Alle  Paare,   welche  in  dieser 
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Weise  durch  den  gleichen  Vector  dargestellt  werden,  sind 
äqmyalent  und  man  sieht  sofort^  dass  bei  dieser  Darstellnngs- 
weise  Eraftepaare  genau  so  zu  Besultirenden  zusammen- 
gesetsst  oder  in  Componenten  zerlegt  werden  können,  wie 
einfache  Kräfte.  Seien  F^,  V^,  V^  die  Projectionen  des 
Vectors  F,  welcher  unser  Eitftepaar  darstellt,  auf  die  drei 
Coordinatenaxen,  so  stellen  diese  drei  neuen  Vectoren  Erafte- 
paare dar,  für  welche  die  Momente  bezüglich  der  Coordi- 
natenaxe  die  Werihe 

D,  0,  0;   0,  Ey  0  resp.  0,  0,  F 

haben.  Für  diese  drei  Eiüftepaare  zusammen  ist  also  die 
Summe  der  Momente  bezüglich  der  Coordinatenaxen  genau 
so  gross,  wie  fibr  das  ursprünglich  gegebene  Eräftepaar,  und 
da  für  alle  Paare  A  =  B=s  0=^0  ist,  so  sind  die  drei  durch 
die  Vectoren  ^ ,  F, ,  F,  dargestellten  Eraftepaare  zusammen 
dem  einzigen  durch  den  Vector  F  dargestellten  äquivalent, 
genau  so  wie  die  drei  durch  die  Pfeile  V^,  F,,  F,  dar- 
gestellten Eräfte  die  Componenten  der  durch  F  dargestellten 
Eraft  sind.  Dieser  Satz  ist  zwar  nur  ein  specieller  Fall  der 
Anwendbarkeit  der  Construction  des  Eräftenparallelogramms 
auf  Eillftepaare;  man  kann  aber  sofort  daraus  den  all- 
gemeinen Fall  beweisen,  indem  man  jedes  Paar  in  drei 
Componenten  nach  den  drei  Coordinatenaxen  zerlegt  und 
dann  nachweist,  dass  diese  fUr  die  Besultirende  gleich  aus- 
fallen würden,  wie  für  die  Vereinigung  aller  Componenten. 

§  58.    Ersetsung  beliebiger  Kräfte  durch  eine  Kraft 

und  ein  Paar. 

Eb  sei  ein  beliebiges  auf  einen  festen  Eörper  wirkendes 
System  yon  Kräften  gegeben.  Wir  sahen,  dass  es  nicht 
immer  möglich  ist,  eine  einzige  Eraft  zu  finden,  welche  dem 
gegebenen  Eräftesysteme  äquivalent  ist  Es  ist  aber  immer 
möglich,  eine  Eraft  und  ein  Eräftepaar  zu  finden,  welche 
zusammen  dem  gegebenen  Eräftesysteme  äquivalent  sind, 
wobei  noch  der  Angriffspunkt  der  Eraft  beliebig  gewählt 
werden  kann.  Seien  Äj  Bj  C  die  Summen  der  Componenten 
der  gegebenen  Eräfte,  i),  E,  F  die  Summen  ihrer  Momente 

BoHsmann,  Mechanik  I.  12 
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bezüglich  der  Coordinatenaxen,  so  kann  man  vom  Coordi- 
natenursprunge  aus,  den  man  beliebig  wählen  kann,  zwei 
Vectoren  von  OK  und  OP  ziehen,  welche  eine  Kraft  nnd 
ein  Eräftepaar  mit  den  Componenten  Ä,  B,  C  resp.  Df  E,  F 
in  den  Coordinatenrichtungen  darstellen.  Man  nennt  sie  die 
resultirende  Kraft  und  das  resultirende  Paar.  Beide  zu- 
sammen sind  dem  gegebenen  Ejräft^systeme  äquivalent,  da 
für  die  Kraft  D,  E  und  F^  für  das  Paar  A,  B  und  C  ver- 
schwinden, daher  für  die  Kraft  und  das  Paar  zusammen  die 
sechs  Grössen  Ä^  B,  (7,  D,  Ej  F  dieselben  Werthe  haben, 
wie  fibr  das  ursprünglich  gegebene  Kräftesystem. 

Das  Paar  können  wir  dabei  durch  einen  beliebigen 
gleichen  und  gleich  gerichteten,  von  einem  anderen  Punkte 
des  Baumes  ausgehenden  Vector  darstellen.  Wenn  wir  aber 
für  die  Kraft  einen  anderen,  nicht  in  ihrer  Bichtung  liegen- 
den Angriffspunkt  wählen,  so  müssen  wir  das  Paar  in  einer 
Weise  verändern,  die  man  durch  die  nachfolgenden  Be- 
trachtungen finden  kann. 

Es  wirke  auf  einen  festen  Körper  eine  einzige  Kraft. 
O  sei  ihr  Angriffspunkt,  OK  der  Pfeil,  der  sie  in  Grösse 
und  Bichtung  darstellt  Wir  können  ihre  Wirkung  auf  den 
festen  Körper  immer  ersetzen  durch  eine  gleiche,  gleich  ge- 
richtete Kraft,  die  in  irgend  einem  anderen  Punkte  &  an- 
greift, der  nicht  in  der  Bichtung  der  ersteren  Kraft  liegt, 
und  ein  Kräftepaar.  Um  dies  zu  zeigen,  fiigen  wir  noch 
zwei  Kräfte  ffK  und  ffK"  hinzu,  welche  beide  im  Punkte  ff 
angreifen,  von  denen  die  erste  gleich  und  gleich  gerichtet, 
die  zweite  ebenfalls  gleich,  aber  entgegengesetzt  gerichtet 
wie  die  Kraft  OK  ist  Da  sich  diese  beiden  Kräfte  auf- 
heben, so  ist  die  gegebene  Kraft  OK  äquivalent  mit  dem 
Systeme,  das  aus  den  drei  Kräften  OK,  OK  und  ff  K" 
besteht  Die  beiden  Kräfte  O  K  und  O  K'  bilden  aber  ein 
Kräftepaar,  welches  wir  durch  einen  Vector  (7P'  darstellen 
können,  der  senkrecht  auf  der  Ebene  OKff  \si  demjenigen 
Sinne  steht,  dass  um  ihn  die  Drehungsrichtung  des  Paares, 
also  auch  die  von  OK  gegen  Off  auf  kürzestem  Wege  im 
positiven  Sinne  geschieht  Das  Moment  des  durch  ff  P'  dar- 
gestellten Kräftepaares  ist  gleich  der  Fläche  des  ParaUelo- 
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gramms  0KOK\  also  der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks 
0K0\  Diese  doppelte  Fläche  ist  also  gleich  der  mit  F 
multiplicirten  Länge  des  Vectors  O  T'. 

Die  Kraft  OE!  und  das  so  gefundene  Paar  OF  sind 
immer  der  einen  Kraft  OJT  äquivalent,  was  wir  den  Satz  142) 
nennen  wollen. 

Sei  nun  ein  heliebiger  fester  Körper  und  ein  beliebiges 
darauf  wirkendes  System  von  Kräften  gegeben.  Dasselbe 
sei  der  Kraft  OK  und  dem  Paare  OF  äquivalent  O  sei 
ein  beliebiger  anderer  Punkt  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt^ 
das  ursprünglich  gegebene  Kräftesystem  durch  eine  im 
Punkte  O  angreifende  Kraft  und  ein  Kräftepaar  zu  er- 
setzen. 

Wir  können  das  Paar  auch  durch  einen  von  O  ge- 
zogenen, mit  OP  gleichen  und  gleich  gerichteten  Pfeil  OF"^ 
die  Ejraft  aber  durch  eine  auf  O  wirkende,  mit  OZ*  gleiche 
und  gleich  gerichtete  Kraft  OK  und  noch  durch  ein  Paar 
OP*  ersetzen,  das  durch  die  Bedingungen  142)  bestimmt  ist 
Die  beiden  Paare  OV  und  OF"  können  wir  zu  einem  ein- 
zigen Paare  OF"'  zusammensetzen,  welches  also  mit  der 
Kraft  OK  vereint  dem  ursprünglich  gegebenen  Kräftesysteme 
äquivalent  ist,  womit  die  gestellte  Aufgabe  gelöst  ist 

Die  neue  Besultirende  OK  ist  gleich  und  gleich  ge- 
richtet der  alten  OK  Das  neue  resultirende  Paar  OF"' 
aber  hat  nur  dann  das  gleiche  Moment  xmd  eine  gleich  ge- 
richtete Axe  wie  das  frühere  resultirende  Paar  OF^  wenn 
der  Punkt  O  in  der  Richtung  der  Kraft  OK  liegt 

Es  verdient  noch  erwähnt  zu  werden,  dass  der  An- 
griffspunkt O  der  resultirenden  Kraft  immer  so  gewählt 
werden  kann,  dass  dieselbe  auf  der  Ebene  desjenigen  Paares, 
welches  mit  ihr  vereint  dem  gegebenen  Kräftesysteme  äqui- 
valent ist,  senkrecht  steht,  dass  also  die  Axe  des  resultiren- 
den Paares  die  Bichtung  der  resultirenden  Kraft  hat  Man 
nennt  den  Inbegriff  einer  auf  einen  festen  Körper  wirkenden 
Ejraft  und  eines  ebenfalls  darauf  wirkenden  Paares,  dessen 
Axe  die  Richtung  der  Kraft  hat,  öfters  eine  Dyname, 

Dass  der  Angriffspunkt  der  resultirenden  Kraft  wirklich 
immer  so   gewählt  werden  kann,  beweisen  wir  wie  folgt» 

12* 
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E2s  giebt  stets,  wie  wir  wissen,  eine  in  einem  beliebigen 
Punkte  O  angreifende  Kraft  OK,  welche,  vereint  mit  einem 
Paare  OF^  dem  gegebenen  S^räftesysteme  äquivalent  isL 
Man  kann  das  Paar  immer  in  zwei  Componenten  zerlegen, 
welche  durch  die  Vectoren  OF^  ON  dargestellt  sind,  yon 
denen  der  erstere  in  dieselbe  Gerade  wie  die  Kraft  OK 
fällt,  der  letztere  darauf  senkrecht  steht  Man  ziehe  nun 
die  Gerade  OO  senkrecht  auf  die  Ebene  NOK  nach  der* 
jenigen  Seite  hin,  dass  die  Drehung,  welche  O  K  auf  kürzestem 
Wege  nach  0  O  überfahrt^  um  O  JV'  im  negativen  Sinne  ge- 
schieht   Dem  Stücke  0  O  giebt  man  die  Länge  F.ONjOK* 

Nach  deim  Satze  142]  ist  nxm  die  Ejraft  OK  äquivalent 
einer  gleichen,  gleich  gerichteten,  in  (7  angreifenden  Kraft 
OK  und  einem  Paare,  welches  dieselbe  Aze  xmd  dasselbe  Ge* 
sammtmoment,  aber  gerade  den  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn wie  das  Paar  ON  hat  und  sich  daher  mit  diesem  auf- 
hebt Das  Paar  OF  aber  kann  auch  durch  einen  gleichen, 
gleich  gerichteten,  von  O  aus  gezogenen  Pfeil  OF  dar- 
gestellt werden.  Die  Kraft  OK  und  das  Paar  OF^  dessen 
Axe  in  die  Richtung  der  Kraft  OK  fällt,  dessen  Ebene  also 
senkrecht  darauf  steht,  sind  also  dem  ursprünglich  gegebenen 
Kräftesysteme  äquivalent  Da  OF  und  ON  ^b  Katheten 
eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  sind,  dessen  Hypothenuse  O  P 
ist,  so  ist  nothwendig  0F<  OP. 

Wenn  also  die  resultirende  Kraft  in  O  oder  einem 
beliebigen  anderen  Punkte  der  unendlichen  Geraden  OK' 
angreift,  so  dass  sie  die  Bichtung  der  Axe  des  dazu  ge- 
hörigen resultirenden  Paares  hat,  so  ist  das  Moment  des 
letzteren  kleiner,  als  bei  jeder  anderen  Lage  des  Angriffs- 
punktes der  resultirenden  KrafL 

§  54«    Ersatz  einer  Drehung  durch  eine  andere  und  eine 
Parallelversohiebnng.    Sohraubenbewegung. 

Ganz  analoge  Sätze  lassen  sich  für  Drehungen  ent- 
wickeln. Gerade  so  wie  jedes  Ejräftesystem  durch  eine  einzige 
Kraft  und  ein  einziges  Paar  ersetzt  werden  kann,  so  kann 
jede  beliebige  Lagenänderung  eines  festen  Körpers  durch 
den  Verein  einer  einzigen  Drehung  und  einer  einzigen  Parallel- 
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verschiebTmg  erzeugt  werden.  Grerade  so  wie  der  Vector,  der 
ein  Eraftepaar  darstellt,  von  jedem  Punkte  des  Raumes  aus 
gezogen  werden  kann,  so  kann  auch  der  Vector,  der  die 
Pandlelyerschiebung  darstellt,  yon  jedem  Punkte  des  Raumes 
aus  gezogen  werden.  Derselbe  soll  daher  wieder  mit  OP 
bezeichnet  werden.  Der  Vector,  welcher  die  Drehung  aus- 
drQckt,  kann  yon  jedem  Punkte  der  Drehungsaxe  aus  ge- 
zogen werden,  wie  der  Vector,  der  eine  Kraft  darstellt,  yon 
jedem  Punkte  ihrer  Richtung  aus  gezogen  werden  kann. 
Ein  Vector,  welcher  eine  Drehung  darstellt,  soll  daher  wieder 
mit  OK  bezeichnet  werden.  Ein  yon  einem  beliebigen  an- 
deren Punkte  O  aus  gezogener  Vector  (7Z',  der  gleich -und 
gleich  gerichtet  wie  OK  is^  stellt  uns  eine  gleiche,  gleich 
gerichtete  Drehung  um  eine  parallele  Axe  dar. 

Genau  so  wie  früher  die  Kraft  OK  äquivalent  der  Kraft 
OK'  und  einem  Paare  ffP'  war,  so  ist  auch  die  Lagen- 
änderung, welche  durch  die  Drehung  OK  erzeugt  wird, 
identisch  mit  der,  welche  durch  die  Drehung  OK  vereint 
mit  einer  Parallel  Verschiebung  OP'  erzeugt  wird. 

Wir  beschränken  uns  auf  unendlich  kleine  Drehungen 
und  Parallelverschiebungen,  fiir  welche  auch  die  Parallel- 
Terschiebung  OP  vi  Grösse  und  Richtung  durch  Regeln 
bestimmt  ist,  die  dem  Satze  142)  vollkommen  analog  sind, 
welcher  damals  das  Paar  OP'  bestimmte. 

Durch  die  Drehung  OK  erfährt,  wenn  sie  unendlich 
klein  ist,  der  Punkt  O  eine  Verschiebung  O P  senkrecht 
zur  Ebene  OKO  in  dem  Sinne,  dass  um  die  von  O  nach 
F  gerichtete  Gerade  die  Drehung  der  Geraden  OK  auf 
kürzestem  Wege  in  die  Lage  0(7  im  positiven  Sinne  er- 
folgt Die  Grösse  dieser  Verschiebung  ist  w.OA,  wobei  w 
der  Drehungswinkel  der  durch  OK  dargestellten  Drehung, 
OA  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  O  von  der 
Drehungsaxe  0  K  ist  Sei  F  der  Reductionsfactor,  so  dass 
die  Länge  des  Pfeiles  OK  gleich  Fw  ist,  so  ist  also: 

,4Q\                    rfiy       OK.O'A         2  OKO 
143)  (7P  =: y = p , 

wobei  OKO  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  ist 
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Ertheilen  wir  nun  dem  ganzen  festen  Körper  die 
Parallelyerschiebimg  OF^  und  die  durch  OK  dargestellten 
Drehung  um  eine  zu  OK  parallele^  durch  O  gehende 
Aze,  wobei  auch  der  Drehungssinn  und  Drehungswinkel 
derselbe  wie  bei  der  Drehung  OZ  ist  Dadurch  wird,  wie 
man  leicht  beweist,  der  Punkt  A  des  festen  Körpers  und 
daher  auch  jeder  Punkt  desselben,  der  ursprünglich  in  der 
Geraden  OK  lag,  schliesslich  wieder  in  seine  alte  Lage 
zurückgef&hrt  Femer  kommen  alle  Punkte  des  Körpers, 
die  in  der  durch  O  in  der  Richtung  Ok.  gezogenen  Ge- 
raden liegen,  daher  auch  schliesslich  der  ganze  feste  Körper 
in  dieselbe  Lage,  wie  durch  die  Drehung  OK.  Es  erfährt 
daher  der  ganze  Körper  durch  die  Drehung  OK  allein  dieselbe 
Lagenänderung,  wie  durch  die  Drehung  OK!  und  die  durch 
die  Formel  1 43)  gegebene  Parallelverschiebung  OV^  zusammen. 

Daraus  ersieht  man  sofort  Folgendes:  1.  Sei  OF  die 
ParaUelverschiebung  und  OZ  die  Drehung,  durch  welche 
irgend  eine  unendlich  kleine  Lagenänderung  irgend  eines 
festen  Körpers  erzeugt  werden  kann  und  O  ein  beliebig 
gegebener  Punkt.  Es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  dieselbe 
Lagenänderung  durch  eine  Parallelverschiebung  und  eine 
Drehung  um  eine  durch  O  gehende  Axe  zu  erzeugen.  Die 
ParaUelverschiebung  können  wir  auch  durch  einen  Pfeil  OP"^ 
der  gleich  und  gleich  gerichtet  wie  O  P  vom  Punkte  O  ans 
gezogen  ist,  darstellen.  Die  Drehung  OK  aber  können  wir 
durch  eine  Drehung,  die  durch  einen  von  O  aus  gezogenen, 
mit  OK  gleichen  und  gleich  gerichteten  Pfeil  OK'  dar- 
gestellt ist,  im  Vereine  mit  einer  Parallelverschiebung  OJP^ 
ersetzen.  Die  Grösse  der  letzteren  ist  durch  Formel  143) 
und  ihre  Richtung  durch  die  bei  Entwickelung  jener  Formel 
gegebene  Regel  bestimmt  OP*  muss  so  senkrecht  auf  der 
Ebene  OKO  sein,  dass  die  Drehung  von  OZ"  auf  kürzestem 
Wege  nach  0  O  eine  positive  Drehung  um  O'P'  ist  Die  Auf- 
gabe ist  dann  gelöst,  wenn  man  noch  die  beiden  Parallel- 
verschiebungen OP'  und  OP'  zu  einer  einzigen  (/P"' 
zusammengesetzt  hat 

2.  Es  kann  auch  hier  wieder  der  Punkt  O  so  gewählt 
werden,   dass  die  Parallelverschiebung  in  dieselbe  Gerade 
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f&llty  wie  die  Drehungsaxe.  Um  den  hierzu  geeigneten 
Punkt  O  zu  finden,  zerlegen  wir  die  Parallelyerschiebung 
OP  in  zwei  Componenten  OF  und  ON^  von  denen  die 
erstere  in  die  Richtung  OK  fiOlt,  die  letztere  darauf  senk- 
recht steht  Wir  ziehen  nun  die  Gerade  0  CX  so  senkrecht 
auf  die  Ebene  KON,  dass  die  Drehung  der  Geraden  OK 
auf  kürzestem  Wege  in  die  Lage  0  (7  im  negativen  Sinne 
um  ON  geschieht  und  machen  die  Länge 

Oa^r.ONjOK. 
Dann  wird  die  Drehung  OK  dieselbe  Lagen&nderung  er- 
zeugen, wie  die  durch  einen  von  O  aus  gezogenen,  mit  OK 
gleichen  und  gleich  gerichteten  Pfeil  OK'  dargestellte 
Drehung  vereint  mit  einer  Parallelverschiebung,  welche  die 
Parallelverschiebung  OiV' gerade  aufhebt  Die  Drehung  OK' 
und  die  Parallelverschiebung  OF  längs  der  Axe  derselben 
erzeugen  daher  jedesmal  die  gegebene  Lagenänderung  des 
festen  Körpers. 

Eiue  Drehung  vereint  mit  einer  Parallelverschiebung  in 
der  Richtung  der  Drehungsaxe  nennt  man  eine  Schrauben- 
bewegung, da  eine  Schraube^  die  sich  in  ihrer  Mutter  dreht^ 
stets  eine  solche  Bewegung  macht  Jede  unendlich  kleine 
Lagenänderung  eines  festen  Körpers  kann  daher  durch  eine 
einzige  Schraubenbewegung  erzeugt  werden,  wenn  der 
Drehungswinkel,  die  Axe  und  die  Ganghöhe  der  Schraube 
passend  gewählt  werden. 

§  55.    Allgemeine  Gleichungen  for  die  Drehung  eines  festen 

Körpers  um  eine  feste  Axe. 

Wir  gehen  nun  zur  Bewegung  eines  festen  Körpers  über, 
in  welchem  zwei  Punkte,  daher  auch  alle  Punkte,  die  in 
ihrer  Verbindungslinie  liegen,  festgehalten  werden.  Wir 
können  z.  B.  durch  den  festen  Körper  eine  fest  damit  ver- 
bundene Axe  gesteckt  denken,  deren  beide  Enden  zugespitzt 
sind  und  in  festen  Lagern  ruhen. 

Die  Position  des  festen  Körpers  ist  in  diesem  Falle 
durch  die  eines  einzigen  Punktes  Ä  desselben  bestimmt,  der 
nicht  auf  der  Axe  liegt  um  aber  diese  zu  bestimmen,  fallen 
wir  von  Ä  eine  Senkrechte  auf  die  Axe  und  bezeichnen  den 
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Winkel  zwischen  der  Lage,  welche  diese  Senkrechte  zu  An* 
fang  der  Zeit  hatte  und  der,  welche  sie  zu  irgend  einer  Zeit  t 
hat,  mit  w.  Dieser  Winkel  misst  ja  in  der  That  die  Drehung, 
welche  der  Körper  seit  dem  Zeitanfange  erfahren  hat.  Wir 
können  aen  Winkel  w  in  beliebigem  Sinne  herum  zählen, 
bezeichnen  aber  diejenige  Richtung  der  Drehungsaxe,  um 
welche  diese  Zählung  im  positiven  Sinne  erfolgt,  als  die 
positive. 

Wir  können  die  Gleichungen,  welche  f&r  einen  yoU- 
kommen  freien  Körper  gelten,  auch  in  diesem  Falle  an- 
wenden, wenn  wir  zu  den  äusseren  Kräften  auch  die  Kräfte 
rechnen,  welche  die  Drehungsaxe  resp.  die  beiden  Lager  in 
unveränderlicher  Lage  erhalten. 

Irgend  ein  Massentheilchen  m  des  Körpers  habe  zur 
Zeit  t  die  Coordinaten  x,  y,  %  und  die  Entfernung  r  von  der 
Drehungsaxe,  welche  wir  zur  Abscissenaxe  wählen  (und  zwar 
ihre  positive  Richtung  als  positive  Abscissenaxe).  Die  Ge- 
rade r,  von  der  Axe  gegen  den  Punkt  m  gezogen,  schUesse 
mit  der  positiven  2;^ -Ebene  den  ebenfalls  im  positiven  Sinne 
zu  zählenden  Winkel  cc  ein,  so  dass 

144)  y  ^r  cos  a ,   X  =sr  Bin  a 

ist  Während  der  Zeit  dt  soll  der  Winkel  w  um  dw 
wachsen,  so  dass  sich  also  der  Körper  um  den  Winkel  dta 
um  die  Abscissenaxe  dreht  und  zwar  im  positiven  oder 
negativen  Sinne,  je  nachdem  dw  positiv  oder  negativ  ist 
Den  Differentialquotienten  dioldt  bezeichnen  wir  mit  ct>  und 
nennen  ihn  die  Winkelgeschwindigkeit  Daher  ist  auch  der 
Zuwachs  da  des  Winkels  a  gleich  dwj  während  r  und  x  con- 
stant  bleiben.   Man  findet  daher  aus  den  Gleichungen  144): 


145) 


dt  -"' 

dy 
dt 

dx 

dt 

dt*  -"' 

d^y 
dt* 

d'x 

dy  dw 

-^  s  —  r  Sin  Ä  .  -^^  « 

dt 

=3  r cos  a.üD  »  ^ ct7 , 


9  daa 

%  i       d(a 


—  ÄG), 


dt* 
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Wir  wollen  femer  mit  —  -4„  —  -B,,  —  Cj  die  Summe 
der  Componenten  der  yon  den  Lagern  auf  die  Axe  und  durch 
diese  auf  den  Körper  wirkenden  EjüLfbe  in  den  drei  Coordi- 
natenrichtungen,  mit  —  i>p  —  -^p  —  ^i  die  Summe  der 
Momente  derselben  bezüglich  der  Coordinatenaxen,  femer 
mit  A^,  B^,  C^,  D^,  E^j  F^  dieselben  Ghrössen  bezüglich  der 
flbrigen  äusseren  E^riifte  bezeichnen,  die  auf  den  Körper 
wirken.  Die  auf  die  Axe  wirkenden  Kräfte  können  wir  uns 
an  den  beiden  Spitzen  derselben  angreifend  denken.  Ihre 
Angriffspunkte  liegen  daher  jedenfalls  in  der  Abscissenaxe 
und  ihr  Moment  bezüglich  der  Abscissenaxe  ist  gleich  Null. 
Es  ist  also  jD{  »  0. 

Die  Substitution  der  Werthe  144)  und  145)  f&r  die 
Coordinaten,  sowie  der  Werthe  f&r  die  Kraftcomponenten 
und  Momente  in   die   Gleichungen  184)   und  136),  wobei 

letztere   in    der    Form  ^^'^(^d^ ""  *d^)  ^  "^  ®*^'    ^^ 
schreiben  sind,  liefert  die  folgenden  Gleichungen: 

f  -  ^,  +  ^.  =  0, 


146) 


Dabei  wurde  cö*  und  -^  vor  die  Summenzeichen  gesetzt, 

da  VD  sowie  dessen  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  für 
alle  Punkte  des  Körpers  dieselben  Werthe  haben. 

Die  ersten  fünf  dieser  Gleichungen  bestimmen  die  Kraft- 
componenten —  Jp  —  JB,,  —  Cj  und  die  Drehmomente  —  JS; 
^d  —  ^j,  welche  ron  den  Lagern  auf  die  Axe  ausgeübt 
werden,  dienen  daher  auch  umgekehrt  zur  Bestimmung  der 
Summen  ^^^  ^p  0^  der  Componenten  der  Kräfte  nach  den 
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Coordinatenaxen  und  der  Drehmomente  J?^  und  ^^  bezüglich 
der  y*  und  x-Aze,  welche  der  Körper  auf  die  Yorrichtungy 
welche  die  Lager  festh&lt,  ansübt.  Die  letzte  Gleichung 
dient  znr  Bestimmimg  der  Bewegung  des  Körpers. 

Die  anf  ihrer  linken  Seite  mit  dm /dt  mnltiplicirte 
Summe  wird  gebildet^  wenn  man  jedes  Hassentheilchen  des 
Körpers  mit  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  yon  der  Aze 
multiplicirt  und  alle  so  gebildete  Producte  addirt  Sie  heisst 
das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezüglich  dieser  Aze  und 
soll  mit  K  bezeichnet  werden.  Da  sich  während  der  Be- 
wegung weder  die  Masse  eines  MassentheilchenSy  noch  dessen 
Entfernung  von  der  Drehungsaze  verändert,  so  bleibt  das 
Trägheitsmoment  während  der  ganzen  Bewegung  constant 
Unter  EünfÜhrung  desselben  erhält  man  aus  der  letzten  der 
Gleichungen  146): 

147)  K^  =  D„a,  =  ^. 

Man  sieht,  dass  f&r  die  Winkelbeschleunigung 

dci)ldt  =  d*toldt^ 

nur  die  Grösse  D^  ausschlaggebend  ist  Zwei  Kräfte,  welche 
zu  dieser  Grösse  denselben  Betrag  liefern,  üben  genan  die- 
selbe drehende  Wirkung  um  die  betreffende  Aze  auf  den 
Körper  aus,  woher  der  Name  Drehmoment  bezüglich  einer 
Aze  stammt 

§  56.  Gleichförmige  und  gleichförmig  besohleimigte  Drehung. 

PhyBiflches  PendeL  Waage. 

Die  Gleichungen  147)  haben  genau  dieselbe  Form  wie 
die  Gleichungen  13)  und  14)  fibr  die  Bewegung  eines  Körpers 
in  einer  geraden  oder  krummen  Linie.  Man  kann  daher 
jeden  Satz,  den  wir  für  die  letztere  Bewegung  gefunden  haben, 
in  einen  entsprechenden  Satz  für  die  drehende  Bewegung 
eines  festen  Körpers  um  eine  feste  Aze  verwandeln,  indem 
man  folgende  Vertauschungen  yomimmt:  Man  setzt  den 
Drehungswinkel  w  statt  des  Weges  s,  die  Winkelgeschwindig- 
keit (o  statt  der  Geschwindigkeit  o  im  gewöhnlichen  Sinne, 
das  Trägheitsmoment  K  des  Körpers  bezüglich  der  Drehungs- 
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axe  statt  der  Masse  und  die  Summe  D^  der  Momente  aller 
auf  den  Körper  wirkenden  Ei^te  bezüglich  der  Drehungs- 
axe  statt  der  Summe  S  der  Componenten  der  Kräfte  in  der 
Bichtnng  der  Bewegung  des  Körpers. 

So  geschieht,  wenn  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte 
bez&glich  der  Drehungsaxe  Null  ist,  die  Drehung  gleich- 
formig;  wenn  diese  Summe  constant  ist,  so  erhält  man 

D.  t  Da  t* 

fün  weiteres  Beispiel  ist  folgendes:  Auf  einen  Magnet 
vom  Trägheitsmomente  K,  der  in  einem  Kupfergehäuse  an 
einem  Faden  aufgehängt  ist,  übt  dessen  Torsion  und  der 
Erdmagnetismus  ein  gegen  die  Buhelage  treibendes  Dreh- 
moment -- atp  aus,  welches  nahe  dem  Ausschlagwinkel  w 
proportional  ist;  ein  anderes  theils  von  den  im  Gehäuse 
inducirten  Strömen,  theils  vom  Luftwiderstande  herrührendes 
Drehmoment  —  6  o?  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  proportio- 
nal und  wirkt  der  Bewegung  entgegen.  Wir  können  daher 
in  diesem  Falle  alle  Formeln  des  §  18  unverändert  anwenden, 
wenn  wir  K^  to,  cd  statt  m,  x,  u  schreiben,  wodurch  deren 
Anwendbarkeit  auf  praktische  Fälle  illustrirt  wird. 

Einen  Körper,  welcher  gezwungen  ist,  sich  unter  dem 
Einflüsse  der  Schwere  um  eine  nicht  verticale  Axe  zu  drehen, 
nennt  man  ein  physisches  Pendel.  Sind  die  Schwingungen 
klein,  so  sind,  wenn  wir  den  Luftwiderstand  als  eine  der 
Winkelgeschwindigkeit  proportionale  Dämpfung  mit  in  Bech- 
nung  ziehen,  wieder  genau  dieselben  Formeln  wie  beim 
Magnete  anwendbar.  Ohne  hierauf  näher  einzugehen,  will 
ich  noch  einiges  über  endliche  Schwingungen  bei  Ausschluss 
jeder  anderen  Kraft  ausser  der  Schwere  und  der  Festigkeit 
des  Körpers  und  der  Axe  bemerken. 

Sei  die  Drehungsaxe,  welche  wir  wieder  zur  Abscissen- 
axe  wählen,  horizontal  Die  y-Axe  wollen  wir  vertical  nach 
abwärts  ziehen,  er  sei  die  Länge  der  vom  Schwerpunkte 
auf  die  Drehungsaxe  gefällten  Senkrechten,  welche  mit  der 
x^-Ebene  den  Winkel  w  bilde,  M  sei  die  gesammte  Masse 
des  Körpers,  K  dessen  Trägheitsmoment  bezüglich  der  Ab- 
scissenaxe.  Das  ganze  Gewicht  Mg  kann  man  sich  im  Schwer- 
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pankte  angreifend  denken.  Sein  Drehungsmoment  bezüglich 
der  Abscissenaxe  ist  also  —  Mga  sin  tr,  wobei  das  negative 
Zeichen  gesetzt  werden  moss,  da  es  den  Winkel  w  zu  ver- 
kleinern strebt    Man  erhält  daher  die  Gleichong: 

«.  d"  fr  ,  *  . 

K-nr  =  ""  ^9  ö"  sin  «^  • 

Vergleicht  man  dieselbe  mit  der  Gleichung  120)^  so  sieht 
man,  dass  sich  der  Winkel  w  genau  nach  demselben  Ge- 
setze wie  beim  einfachen  Pendel  verändert,  nur  dass 
KjMa  statt  der  Pendellänge  l  zu  schreiben  ist  So  ist  die 
Schwingungsdauer 

wobei  wieder  a  der  Sinus  des  grössten  Elongationswinkels 
ist  Wäre  die  Drehungsaxe  nicht  horizontal,  so  würde  an  die 
Stelle  von  g  die  Componente  der  Beschleunigung  der  Schwere 
in  der  Richtung  senkrecht  zur  Drehungsaxe,  also  g  multi* 
pUcirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  der  Drehungs- 
axe  und  der  Verticalen  treten. 

unter  denselben  mechanischen  Bedingungen  befindet 
sich  die  Waage.  Wir  haben  uns  da  einen  schweren,  um 
eine  horizontale  Axe  drehbaren  Körper  zu  denken.  Derselbe 
ist  im  stabilen  Gleichgewichte,  d.  h.  die  Schwere  führt  ihn 
bei  jeder  kleinen  Störung  wieder  in  die  Gleichgewichtslage 
zurück  (vergL  §  70),  wenn  der  Schwerpunkt  vertical  unter 
der  Drehaxe  liegt  In  dieser  Lage  sind  zu  entgegengesetzten 
Seiten  der  Drehaxe  zwei  gleich  schwere  Waagschalen  so  be- 
festigt, dass  die  Punkte,  auf  welche  sie  drücken,  vollkommen 
symmetrisch  bezüglich  der  durch  die  Drehaxe  gelegten 
Verticalebene  liegen.  Legt  man  daher  einen  Körper  auf  die 
eine,  einen  zweiten  auf  die  andere  Waagschale,  so  kann  man 
daran,  dass  das  Gleichgewicht  ohne  Drehung  des  Körpers 
bestehen  bleibt,  erkennen,  dass  beide  Körper  das  gleiche  Ge- 
wicht und  daher  auch  die  gleiche  Masse  haben,  da  das  Ge- 
wicht gleich  dem  Producte  aus  Masse  und  Beschleunigung 
der  Schwere,  letztere  aber  erfahrungsmässig  fibr  alle  Körper 
gleich  ist    Hält  ein   auf  der  einen  Waagschale  liegender 
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Körper  zwei  anderen,  unter  sich  ganz  gleich  beschaflPenen, 
anf  der  anderen  Waagschale  liegenden  das  Gleichgewicht, 
so  erkennen  wir,  dass  er  die  doppelte  Masse  ak  jeder  der 
leteteren  hat  etc. 

Die  Regeln  ftlr  die  einüachste  praktische  Bestimmung 
der  Masse  folgen  auch  bei  uns  erst  aus  sehr  verwickelten 
Consequenzen  unseres  Bildes.  Allein  dies  ist  keine  logische 
Sdiwäche,  wie  wenn  erst  die  Grundbegriffe  und  Fundamental- 
definitionen aus  Consequenzen  unserer  Constructionen  folgen 
würden,  zu  deren  Aufbau  sie  die  Grundpfeiler  hätten  sein  sollen. 


§  57.    Trägheitaradius.    Trigheitimomente 

paralleler  Axen. 

Die  Grösse  K  heisst  das  TiUgheitsmoment,  weil  sie  an 
die  Stelle  der  Masse  tritt,  welche  ja  das  Maass  des  Träg- 
heitswiderstandes ist,  den  der  Körper  der  Beschleunigung 
entgegensetzt 

Setzt  man  X  =  y  "m^  ^^  ^^  ^  die  Entfernung,  in  welcher 

sich  die  gesammte  Masse  M  des  Körpers,  wenn  sie  in  einem 
einzigen  Punkte  vereint  wäre,  von  der  Drehungsaxe  befinden 
müsste,  um  dasselbe  Trägheitsmoment  wie  der  ganze  Körper 
zu  haben.  Denkt  man  sich  daher  den  ganzen  übrigen  Körper 
massenlos  und  seine  Masse  in  einem  einzigen,  fest  damit 
verbundenen  Punkte  concentrirt,  der  sich  in  der  Distanz  X 
von  der  Drehungsaxe  befindet,  so  würde  er  unter  dem  Ein- 
flüsse derselben  Kräfte  bei  denselben  Anfangsbedingungen 
dieselbe  Drehung  um  die  fix  gedachte  Drehungsaxe  machen. 
Da  jede  im  Körper  gezogene  Gerade  Drehungsaxe  sein 
kann,  so  ist  es  von  Wichtigkeit^  das  Trägheitsmoment  eines 
Körpers  bezüglich  jeder  beliebigen  darin  gezogenen  Geraden 
leicht  bestimmen  zu  können.  Zu  diesem  Zwecke  sind  die 
nun  zu  behandelnden  Sätze  nützlich,  mittelst  welcher  das 
Trägheitsmoment  eines  Körpers  bezüglich  einer  beliebigen 
Axe  leicht  berechnet  werden  kann,  wenn  man  das  Trägheits- 
moment desselben  Körpers  bezüglich  dreier  bestimmter,  durch 
seinen  Schwerpunkt  gehender  Axen  berechnet  hat 
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Satz  über  das  Trägheitsmoment  bezüglich 

paralleler  Axen. 

Heisst  K  das  Trägheitsmoment  irgend  eines  Körpers 
bezüglich  einer  beliebigen  Axe,  L  das  bezüglich  einer 
parallelen,  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axe,  welcher 
von  der  ersten  Axe  den  Abstand  a  haben  soU^  und  ist  r  die 
Entfernung  irgend  eines  Massentheilchens  m  von  der  ersten, 
Q  die  von  der  zweiten  Axe,  so  ist  gemäss  der  Definition  des 
Trägheitsmomentes 

Die  Werthe  dieser  Grössen  beziehen  sich  auf  kein  Goordi- 

natensysteuL     Sie   sind   daher  unabhängig  Ton    der  Lage 

eines  Coordinatensystems,  welches  wir  jetzt  erst  einftkhren 

wollen.     Wir  wählen    den  Schwerpunkt    als   Coordinaten- 

ursprung,  die  von  ihm  auf  die  erste  Axe  gefällte  Senkrechte 

als  Abscissenaxe   und  die  der  ersten  Axe  parallele,  durch 

den  Schwerpunkt  gehende  Axe  als  ^i^Axe;  femer  bezeichnen 

wir   die   Coordinaten    des   Massenpunktes  m   mit  Xy  y,  x. 

Dann  ist:  •        •        • 

p"  =  a:*  +  j/", 

r*  =  (rc  —  er)*  +  y*  »  p*  +  er*  —  2  er  z, 
daher: 

148a)  ^fnr*  =  ^mQ*  +  <r*if- 2<r2ma;. 

M  ist  die  gesammte  Masse  des  Körpers.  Da  nun  die 
Abscissenaxe  durch  den  Schwerpunkt  geht,  so  ist  dessen 
Abscisse  also  auch  ^mx  =  0.  Femer  ist  in  Gleichung  148a) 
der  Ausdruck  links  das  Trägheitsmoment  bezüglich  der  ersten, 
das  erste  Glied  rechts  das  bezüglich  der  zweiten^  parallel 
durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axe.    Es  ist  also 

149)  K=L  +  Mff*. 

Dieser  Ausdmck  erlaubt  das  Trägheitsmoment  bezüglich 
einer  beliebigen  Axe  zu  berechnen,  wenn  das  bezüglich  einer 
parallelen,  durch  den  Schwerpunkt  gehenden,  die  gesammte 
Masse  des  Körpers  und  die  Entfernung  des  Schwerpunktes 
von  der  ersten  Axe  gegeben  sind. 

Sei  noch  eine  andere,  der  ersten  Axe  parallele  Axe 
gegeben,  sei  K'  das  Trägheitsmoment  desselben  Körpers  be- 
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zü^ch    der    letzteren  Axe    und   &  ihre   Entfernung  vom 
Schwerpunkte  des  Körpers,  so  ist: 

daher: 

^=:jr+ Jf(<r'»-cr«). 

Aus  der  letzten  Formel  kann  das  Trägheitsmoment  be- 
züglich einer  beliebigen  Axe  berechnet  werden,  wenn  das 
bezüglich  einer  beliebigen  anderen,  ihr  parallelen,  die 
Distanz  beider  Axen  vom  Schwerpunkte  des  Körpers  und 
die  Gesammtmasse  des  Körpers  gegeben  sind. 

§  58.    Bai  TragheittaUiptoid. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  0  einen  beliebigen  Punkt  im 
Innern  oder  ausserhalb  des  festen  Körpers,  ziehen  durch 
denselben  Axen  nach  allen  möglichen  Sichtungen  im  Baume 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Relation  zu  finden,  welche 
zwischen  den  Trägheitsmomenten  desselben  Körpers  bezüg- 
lich dieser  verschiedenen  Axen  besteht 

Wir  machen  den  Punkt  0  zum  Anfangspunkte  eines 
Torläufig  noch  ganz  willkürlichen  Coordinatensystems  und 
ziehen  durch  0  eine  willkürliche  Gerade  ®,  deren  Bichtungs- 
cosinus  bezüglich  dieses  Coordinatensystems  wir  mit  a^  ßj  y 
bezeichnen.  IT  sei  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezüglich 
der  Geraden  ®.  Femer  sei  m  ein  beliebiges  Massentheilchen 
des  Körpers,  r  dessen  Entfernung  von  der  Geraden  ®,  R  die 
Länge  der  vom  Coordinatenursprunge  nach  der  Masse  m 
gezogenen  Geraden,  iL,  ju,  v  die  Bichtungscosinus  der  letzteren 
Geraden  und  6  der  Winkel,  den  sie  mit  der  Geraden  ® 
einschliessi  Endlich  seien  x  —  Rl,  y  ^  Rfi  und  z  =  Rv 
die  Coordinaten  des  Massentheilchens  m.    Dann  ist 

r*=  i?sin»«  =  i?[l  -  (aX  + /?jti  +  yy)»]  = 

—  2a/?Ä/i  —  2ayÄff  —  2/?y/iff]  = 

—  a*(y»  +  «^  +  /9»(x»  +  %")  +  r^{x*  +  y*)  — 

'-2aßxy^2ccyxz'-2ßyy%. 
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Setzt  man  daher 

1  d^^myx,   e^^mxzy   f—^mxzy 

80  erhält  man  ako  für  das  Trägheitsmoment  bezüglich  der 
Axe  ®  den  Werth: 

151)  K='^mr^^aa*+bß^+eY*-2dßr-2BaY  —  2faß. 

Die  Eenntniss  der  sechs  Constanten  150],  Ton  denen  a,'i,  o 
offenbar  die  Trägheitsmomente  desselben  Körpers  bezüglich 
der  drei  Coordinatenaxen  sind,  genügt  also,  um  das  Tr&g« 
heitsmoment  bezüglich  jeder  beliebigen  durch  0  gezogenen 
Axe  zu  berechnen. 

Man  kann  sich  von  der  dufch  Formel  151)  ausgedrückten 
Abhängigkeit  der  Grösse  des  Trägheitsmomentes  von  der 
Lage  der  betreffenden,  durch  O  gehenden  Axe  ein  anschau- 
liches Bild  machen,  wenn  man  sich  durch  0  alle  möglichen 
Axen  gezogen  denkt  und  auf  jeder  von  0  aus  eine  Länge 
aufträgt,  welche  genau  gleich  dem  Trägheitsmomente  des 
Körpers  bezüglich  dieser  Axe  ist.  (Den  Beductionsfactor 
wollen  wir,  die  Dimensionen  nicht  beachtend,  gleich  Eins 
setzen.)  Die  0  gegenüberliegenden  Endpunkte  aller  dieser 
Geraden  würden  dann  eine  Fläche  bilden,  die  uns  ein  an- 
schauliches Bild  von  der  Abhängigkeit  der  Grösse  des 
Trägheitsmomentes  Ton  der  Sichtung  der  Axe  gäbe.  Die 
Anschaulichkeit  wird  nicht  wesentlich  geringer  werden,  wenn 
wir  auf  jede  Axe  das  Quadrat  oder  den  Logarithmus  oder 
sonst  eine  einfache  Function  des  betreffenden  Trägheits- 
momentes auftrügen.  Wir  wollen,  da  dann  die  betreffende 
Fläche  besonders  einfach  aus&llt,  die  reciproke  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Trägheitsmomente  auftragen.  Wir  tragen 
also  auf  die  Gerade  @  von  0  aus  ein  Stück  OP^^x  auf, 
dessen  Länge  1  l'}/K  sei.  Bezeichnen  wir  mit  ;  =  xccy  t)  ^  xß, 
i^xy  die  Coordinaten  des  Punktes  P^ ,  so  folgt,  wenn  wir 
für  K  seinen  Werth  1/r'  substituiren,  aus  151): 

152)  l=:aj»+*9»  +  ci»-2d9j-2eja-2/^jtj. 

Wenn  wir  durch  O  nach  allen  möglichen  Sichtungen 
Gerade  ziehen  und  auf  jeder  von  O  aus  eine  Strecke  auf- 
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tragen^  deren  Länge  die  reciproke  Quadratwurzel  aus  dem 
Trägheitsmomente  des  Körpers  bezüglich  der  betreffenden 
Geraden  ist^  so  genügen  die  Coordinaten  der  anderen  End- 
punkte aUw  dieser  Geraden  der  Gleichung  152).  Dieselbe 
ist  also  die  Gleichung  der  Fläche,  welche  Ton  allen  diesen 
Endpunkten  gebildet  wird.  Man  nennt  sie  das  Trägheits- 
ellipsoid  oder  auch  das  Centralellipsoid,  welches  zu  dem 
Punkte  0  des  betreffenden  Körpers  gehört  Schliessen  wir 
nämlich  den  Fall  aus,  dass  alle  Massenpunkte  des  Körpers 
in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  K  niemals  Null,  daher  r 
niemalB  unendlich  werden.  Die  durch  die  Gleichung  152) 
dargestellte  Fläche  kann  sich  daher  nirgends  ins  unendliche 
erstrecken.  Sie  muss,  da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade 
ist,  ein  EUipsoid  (einschliesslich  der  Kugelfläche)  sein. 

Haben  wir  die  sechs  Grössen  a,b,c,dj6jf  berechnet^  so 
können  wir  dieses  Ellipsoid  construiren  und  erhalten  so  ein 
anschanhches  Bild  der  verschiedenen  Trägheitsmomente.  Die 
Wahl  der  Coordinatenaxen  war  bisher  vollkommen  willkürlich. 
Wir  können  immer  die  drei  Axen  des  Trägheitsellipsoides 
(iaUs  dieses  ein  Rotationsellipsoid  oder  eine  Kugelfläche  ist, 
drei  beliebige  aufeinander  senkrechte  Axen  desselben)  als 
Coordinatenaxen  wählen.  Wir  bezeichnen  diese  neuen 
Coordinatenaxen  mit  OX^,  OY^,  OZ^.  Die  Gleichung  des 
Trägheitsellipsoides  reducirt  sich  dann,  wenn  jr^,  ^,  i^  die 
Coordinaten  eines  Punktes  desselben  bezüglich  der  neuen 
Coordinatenaxen  sind,  auf 
153)  l  =  ayf,  +  b^t)\+c,i\. 

Da  alles,  was  früher  allgemein  bewiesen  wurde,  auch  von 
den  neuen  Coordinatenaxen  gelten  muss,  so  ist,  wenn  a?^ ,  ^^ '  ^i 
die  Coordinaten  irgend  eines  Massentheilchens  m  des  Körpers 
bezüglich  der  neuen  Coordinatenaxen  sind 

Die  letzten  drei  Summen  müssen  ja  nach  152)  flir  jedes 
Coordinatensystem  gleich  den  Coefficienten  von  ^i,  ;}  und  ^t) 
in  der  Gleichung  des  Tiilgheitsellipsoides  sein,  welche  für 
unser  gegenwärtiges  Coordinatensystem  verschwinden. 

Boltimann,  Mechanik  I.  13 
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§  59.    Hanpttragheitamomente. 

Jede  Axe  des  Trägheitsellipsoids  nennt  man  eine  zum 
Punkte  0  gehörige  Hauptträgheitsaxe  des  Körpers  und  das 
dazu  gehörige  Trägheitsmoment  ein  Hauptträgheitsmoment. 
Da  1/y^,  1/1^  und  1/]/^  die  Halbaxen  des  Trägheits- 
ellipsoides  sind,  welches,  wenn  man  seine  Axen  als  Coordi- 
natenaxen  wählt,  ja  die  Gleichung  153)  hat,  so  sind  die 
Hauptträgheitsmomente  die  reciproken  Quadrate  der  Halb- 
axen des  Trägheitsellipsoides.  Ist  das  Trägheitsellipsoid  ein 
dreiaxiges  EUipsoid,  so  giebt  es  nur  drei  zum  Punkte  O 
gehörige  Hauptträgheitsaxen.  Ist  es  ein  Rotationsellipsoid, 
so  existirt  für  den  Punkt  eine  singulare  Hauptträgheitsaxe 
und  jede  darauf  Senkrechte  ist  ebenfalls  Hauptträgheitsaxe. 
Dann  sind  auch  alle  Trägheitsmomente  nach  den  letzteren  Axen 
gleich.  Dies  ist  selbstverständUch,  wenn  der  Körper  um  die 
singulare  Hauptträgheitsaxe  symmetrisch,  z.  B.  ein  homogen 
mit  Masse  erfüllter  Rotationskörper  und  der  Punkt  0  ein 
Punkt  der  Rotationsaxe  ist  Es  kann  aber  auch  ohne  Sym- 
metrie des  Körpers  eintreten.  Bei  einem  beliebigen  Körper 
z.  B.,  dessen  Trägheitsellipsoid  ein  dreiaxiges  ist,  kann  man 
durch  Hinzufbgung  einer  einzigen  oder  beliebig  vieler  Massen 
auf  der  Axe  des  mittleren  Trägheitsmomentes  diesem  das 
kleinste  gleich  machen.  Dann  muss  der  Körper  ohne  jede 
Symmetrie  für  alle  in  deren  Ebene  liegenden  Axen  gleiches 
Trägheitsmoment  haben. 

Ist  das  Trägheitsellipsoid  eine  Kugel,  so  sind  alle  ihre 
Radien  Hauptträgheitsaxen,  alle  Trägheitsmomente  bezüglich 
derselben  gleich.  Dies  triU  bei  regulären,  gleichförmig  mit 
Masse  erfüllten  Körpern  (Kugel,  Würfel)  immer  ein,  wenn 
der  Punkt  O  ihr  Mittelpunkt  ist,  kann  aber  auch  bei  ganz 
unregelmässigen  Körpern  gewissermaassen  zufällig  eintreten. 

Wenn  wir  drei  Hauptträgheitsaxen  als  Coordinatenaxen 
einführen,  so  verschwinden  in  Gleichung  152)  alle  drei 
Coef&cienten  d,  e  und  /*.  Wenn  wir  dann  blos  die  y-  und 
^Axe  in  der  ^  «-Ebene  drehen,  so  erhält  blos  d  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth.  Wir  können  daher  eine  zu  O 
gehörige  Hauptträgheitsaxe   als  eine   solche  definiren,  für 
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welche,  wenn  wir  sie  als  x-Axe  and  0  als  Coordinaten- 
Ursprung  wählen^  bei  beliebiger  Lage  der  y^  und  ^Aze 
(natürlich  für  rechtwinkelige  Coordinaten) 

154)  '^mxy  s^'^mxz  =iO    wird. 

Wenn  jedem  Massenpunkte  des  Körpers,  der  auf  der 
einen  Seite  irgend  einer  Ebene  liegt,  ein  anderer  Ton  genau 
gleicher  Masse  entspricht,  der  dessen  Spiegelbild  bezüglich 
der  Ebene  ist,  so  nennt  man  diese  Ebene  eine  Symmetrie- 
ebene des  Körpers.  Wenn  ein  Körper  eine  Symmetrieebene 
hat  und  wir  diese  zur  ^^Ebene  wählen,  so  entspricht  jedem 
Punkte  ein  anderer  mit  gleichem  m,  y  und  %^  und  gleichem, 
aber  entgegengesetzt  bezeichneten  Xj  so  dass 

ist;  dann  ist  also  jede  auf  der  Symmetrieebene  senkrechte 
Gerade  eine  zu  ihrem  Durchschnittspunkte  mit  der  Sym- 
metrieebene gehörige  Hauptträgheitsaxe.  Ebenso  sieht  man, 
dass,  wenn  ein  Körper  zwei  aufeinander  senkrechte  Sym- 
metrieebenen hat,  ihre  Durchschnittslinie  bezüglich  jedes 
ihrer  Punkte  Hauptträgheitsaxe  ist  Bezüglich  jedes  dieser 
Punkte  können  daher  dann  die  Hauptträgheitsaxen  ohne 
Bechnung  gefunden  werden,  da  auch  jede  durch  ihn  in  einer 
Symmetrieebene  senkrecht  zur  DurchschnittsUnie  beider  ge- 
zogene  Axe  Hauptträgheitsaxe  ist  Man  wird  daher  dann 
zunächst  die  drei  zum  Schwerpunkte  gehörigen  Hauptträg- 
heitsmomente berechnen,  der  ja  auch  auf  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  Symmetrieebenen  liegen  muss.  Daraus 
kann  man  dann  leicht  das  Trägheitsmoment  bezüglich  jeder 
anderen  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  und  dann  auch 
bezüglich  jeder  parallelen  Axe  berechnen. 

Hat  aber  der  Körper  keine  Symmetrien,  so  bleibt  nichts 
übrig,  als  bezüglich  irgend  welcher,  am  besten  durch  den 
Schwerpunkt  gehender  Coordinatenaxen  die  sechs  CofQcienten 
a,  b,  o,d,eff  ZM  berechnen,  und  nach  den  Methoden  der  ana- 
lytischen Geometrie  die  Axen  des  EUlipsoides  152)  zu  suchen. 

Um  die  Trägheitsmomente  K^,  E^  und  K^  eines  Körpers 
bezüglich  der  drei  Coordinatenaxen  zu  erhalten,  empfiehlt 
es  sich  oft  zuerst  die  Grössen 

13* 
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156)  L^  =  2^^^  ^2  =  2^y"^  ^8  =  2^«" 
zu  berechnen  (Binet^sche,  Minding'sche Trägheitsmomente)^ 
welche  natürlich  ähnliche  Eigenschaften  haben  wie  die  ge- 
wöhnlichen Trägheitsmomente  und  durch  ähnliche  EUipsoide 
(Binet's,  Darboux's,  Culmann's,  Beye's  Ellipsoid)  dar- 
gestellt  werden  können.^)    Es  ist  dann 

•K^  —  I^a  +  ^8>  ^^  ^1  +  -^8'  ^8  ~  -^  +  ^r 
Daraus  folgt  Kj^  +  K^>  K^>  K^- E^.  Zwei  der  Trägheits- 
momente  bezüglich  der  Goordinatenaxen  können  daher  be- 
liebige positive  Werthe  haben;  das  dritte  aber  muss  zwischen 
deren  Summe  und  Differenz,  welche  natürlich  durch  Sub- 
traction  des  kleineren  vom  grösseren  zu  bilden  ist,  liegen. 
Da  dies  auch  von  den  Hauptträgheitsmomenten  gut,  welche 
gleich  den  reciproken  Quadraten  der  Halbaxen  a^j  a^j  cc^ 
des  Tr&gheitsellipsoides  sind,  so  muss  auch 

al    ^  al    ^  al    ^  aj  or| 

sein.  Ein  Ellipsoid,  dessen  Halbaxen  dieser  Relation  nicht 
genügen,  kann  also  nicht  Trägheitsellipsoid  sein.  Gilt  sie 
für  eine  Halbaxe  a^  und  ist  a^^  die  kleinere  der  beiden 
anderen,  so  muss  sie  auch,  wie  man  leicht  sieht,  für  jede 
andere  Halbaxe  gelten. 

Der  von  uns  bisher  ausgeschlossene  FaU,  dass  alle 
Massen  in  einer  Geraden  liegen,  bildet  nur  dann  einen 
singulären  Fall,  wenn  auch  der  Punkt  0  in  dieser  Geraden 
liegt  Dann  ist  das  Trägheitsmoment  bezüglich  dieser  Ge- 
raden, welche  natürlich  Hauptträgheitsaxe  ist.  Null,  bezüg- 
lich jeder  darauf  Senkrechten,  die  ebenfalls  Hauptträgheitsaxe 
ist,  gleich.  Das  Trägheitsellipsoid  degenerirt  also  in  einen 
unendlichen  Kreiscylinder. 

Bei  Berechnung  der  Trägheitsmomente  oder  der  Aus- 
drücke 155)  wird  natürlich  gerade,  wie  wir  dies  in  §  28  bei 
Berechnung  der  Schwerpunktscoordinaten  thaten,  der  feste 
Körper  meist  als  ein  continuirlich  mit  Masse  von  constanter 
oder  veränderlicher  Dichte  erfülltes  Volumen  oder  als  eine 


1)  Wied.  BeibL  7,  571,  1888;  8,  269,  1884. 
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mit  Masse  contmoirlich  bedeckte  Fläche  oder  Linie  zu  be* 
trachten  sein.  Es  werden  also  die  Summenzeichen  mit 
Integralzeichen  zu  yertauschen  und  f&r  9»  zu  setzen  sein 
^doj  {pdf  resp.  (rda,  wobei  die  Buchstaben  dieselbe  Be- 
deutung wie  in  den  Formeln  67),  68)  und  69)  haben. 

§  60.    Kr&fte  auf  die  Lager. 

Wir  wollen  nun  sogleich  einige  Anwendungen  der  S&tze 
über  die  Trägheitsmomente  machen. 

Die  durch  die  Formeln  146)  bestimmten  Grössen  ul^ 
B^,  Cp  Ep  F^  sind  die  Summen  der  Componenten  bezüglich 
der  Coordinatenaxen  und  die  Momente  bezüglich  der  y-  und 
^•Axe  Ton  denjenigen  Kräften,  welche  bei  einem  nur  um  eine 
feste  Axe  drehbaren  Körper  letztere  auf  ihre  Lager  ausübt 
Diese  Formeln  zeigen  zunächst  den  selbstverständlichen  Satz, 
dass  diese,  wenn  der  Körper  ruht,  gleich  denen  der  äusseren 
Kriifte  sind,  welche  auf  den  Körper  wirken.  Wenn  sich  aber 
der  Körper  dreht,  wirken  auf  die  Lager  ausser  den  tou 
aussen  auf  den  Körper  wirkenden  Krilfton  noch  andere  Kräfte, 
welche  durch  die  negativ  genommenen  Glieder  der  rechten 
Seiten  der  fünf  ersten  der  Gleichungen  146)  gegeben  sind. 

Wir  woUen  nur  noch  den  speciellen  Fall  discutiren,  dass 
dass  keine  äusseren  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  also 
Ä^^  B  =  C' =  D  =  ^  =  F  «  0  ist  Dann  dreht  er  sich 
gleichförmig;   es  ist  also  auch  dcDJdi^O  und  man  erhält 

156)      {    ^'^^'   B^^io^-^my,    C^=  (o^-^mx, 

Sind  I,  fjj  ^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Körpers 
und  ist  if  dessen  Gesammtmasse,  so  ist  B^^co'ifi?,  C{=s(»'Jf^. 
Dies  sind  also  die  Componenten  der  Centrifugalkraft,  welche 
die  ganze  Masse  des  Körpers  hätte,  wenn  sie  sich,  stets  im 
Schwerpunkte  des  Körpers  concentrirt,  mitdrehen  würde. 
Diese  Centrifugalkraft  überträgt  sich  daher  durch  die  Axe  auf 
die  Lager.  Ausserdem  wirken  aber  noch  die  Drehmomente 
E^  und  jP,  auf  die  die  Lager  tragende  Vorrichtung.  Man 
sieht  leicht,  dass  es  die  Momente  der  Centrifugalkräfte  der 
einzelnen  Massentheüchen  des  Körpers  bezüglich  der  y^  und 
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^Axe  sind.  Durch  diese  Kräfte  und  Momente^  welche  ihre 
Sichtung  fortwährend  ändern,  wird  die  Vorrichtung,  welche 
die  Axe  trägt,  hin-  und  hergeschüttelt,  während  der  Körper 
gleichmässig  rotirt,  was  man  als  das  Schlagen  der  Axe  be- 
zeichnet Würde  die  Axe  nicht  durch  die  Lager  fixirt,  so  würde 
sie  sofort  aus  ihrer  Lage  weichen.  Wenn^  die  Länge  der  Axe, 
also  die  Entfernung  der  beiden  Lager  ist,  so  wirkt  auf  das  der 
positiven  Abscissenaxe  zugekehrte  Lager  in  der  ^-Richtung 

die  Kraft  y^i  +  -r^»  ^  der  ^Sichtung  die  Kraft  -ö"  Gj  —  -r^» 
auf  das  andere  Lager  aber  sind  die  entsprechenden  Kraft- 
componenten  y  ^i  —  "t-  ^"^d  y  ^i  +  -j^  5  dö^^i  diese  Kräfte 

geben  die  Componentensummen  B^,  C^  und  die  Momente  E^ 
und  F^. 

Nur  wenn  die  Ausdrücke  156)  verschwinden,  wirkt  bei 
Abwesenheit  äusserer  Kräfte  in  Folge  der  Kotation  auf 
keines  der  Lager  eine  Kraft,  so  dass  die  Axe  nicht  schlägt 
und  auch  dann  in  unveränderter  Lage  fortfährt,  die  Botations- 
axe  des  Körpers  zu  sein,  wenn  die  Lager  hinweggenommen 
würden.  Die  Axe  heisst  dann  eine  freie  Drehungsaxe.  B^ 
und  C,  verschwinden,  wenn  die  Axe  durch  den  Schwerpunkt 
geht  Es  muss  aber  auch  noch  Ej^  und  ^^  also  ^mxy  und 
'^mxx  verschwinden,  d.  h.  die  Axe  muss  eine  zum  Schwer- 
punkte gehörige  Hauptträgheitsaxe  sein.  Dann  ist  sie  freie 
Drehungsaxe. 

Die  Formeln  146)  zeigen,  dass  dann  auch,  wenn  äussere 
Kräftie  auf  den  Körper  wirken,  die  Componentensummen  be- 
züglich der  Coordinatenaxen  und  die  Momente  bezüglich  der 
y-  und  ;i;-Axe  ftbr  die  auf  die  Lager  wirkenden  Kräfte  und  für 
die  äusseren  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  gleich  sind, 
so  dass  vermöge  der  Botation,  mag  diese  gleichförmig  oder 
beschleunigt  sein,  keine  neuen  Kräfte  auf  die  Lager  hinzu- 
treten. 

§  61.    Bas  SeYenionspendeL 

Sei  die  Länge  /  und  die  Schwingungsdauer  r  eines  ein- 
gehen Pendels  genau  bekannt;  dann  lässt  sich  daraus  die 
überaus  wichtige  und  schwer  direct  bestimmbare  Grösse  g 
der  Beschleunigung  der  Schwere  mittelst  der  Formel 
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167)  »^  =  «1/7 


berechnen.  Leider  lässt  sich  ein  einfaches  Pendel  nur  sehr 
nnexact  herstellen.  Ein  zusammengesetztes  Pendel  (physisches) 
lässt  sich  zwar  ohne  Schwierigkeit  herstellen,  allein  mittelst  der 
zur  Bestimmung  seiner  Schwingungsdauer  dienenden  Formel 
kann  die  Beschleunigung  der  Schwere  nur  dann  berechnet 
werden  y  wenn  das  Trägheitsmoment,  der  Schwerpunkt  etc. 
bekannt  sind,  die  wieder  nicht  leicht  mit  der  genügenden 
Genauigkeit  berechnet  werden  können.  Es  ist  daher  will- 
kommen, dass  man,  indem  man  ein  zusammengesetztes  Pendel 
um  zwei  parallele  Axen  schwingen  lässt,  leicht  die  Länge 
des  einfachen  Pendels  bestimmen  kann^  welches  genau  die« 
selbe  Schwingungsdauer  wie  das  zusammengesetzte  Pendel 
hätte.  Aus  dieser  Länge  kann  dann,  wenn  auch  noch  die 
Schwingungsdauer  genau  gemessen  ist^  die  Beschleunigung 
der  Schwere  bestimmt  werden. 

Behufs  Ableitung  der  hierzu  erforderlichen  Sätze  denken 
wir  uns  einen  beliebigen  festen  Körper  von  der  Masse  M^ 
der  bezüglich  irgend  einer  durch  seinen  Schwerpunkt  gehen- 
den Axe  das  Trägheitsmoment  L  hat 

sei  der  Trägheitsradius  bezüglich  dieser  Axe.  Wir  ziehen 
eine  zu  dieser  Axe  Parallele  durch  den  Körper,  welche  die 
EIntfemung  a  vom  Schwerpunkte  hat,  stellen  diesen  so,  dass 
beide  Axen  horizontal  liegen  und  lassen  ihn  unter  dem  Ein- 
flüsse der  Schwere  allein  um  die  letztere  Axe  schwingen. 
Sein  Trägheitsmoment  bezüglich  der  letzteren  Axe  ist 

L  +  ifcr»  =  if(X«+cr»), 
daher  seine  Schwingungsdauer 

Dieselbe  ist  also  fOr  alle  parallelen,  in  gleicher  Distanz  vom 
Schwerpunkt  befindlichen  Axen  gleich. 

Betrachten  wir  in  diesem  Ausdrucke  nur  a  als  variabel, 
so  wird  er   ein  Minimum  n  y2Xjg  für  a  ss  X  haben.    Die 
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Schwingongsdauer  ist  also  sehr  gross,  wenn  sich  die  Axe 
in  sehr  grosser  Elntfemung  Tom  Schwerpunkte  befindet  Sie 
wird  kleiner,  bis  die  Entfernung  der  Drehnngsaxe  Tom 
Schwerpunkte  gleich  dem  Trägheitsradins  ist,  welcher  der 
parallelen,  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axe  entspricht. 
Bückt  die  Axe  noch  näher  an  den  Schwerpunkt,  so  wächst 
die  Schwingungsdauer  wieder  und  wird  abermals  unendlich, 
wenn  die  Axe  dem  Schwerpunkte  unendlich  nahe  kommL 
Wir  fragen  nun,  wie  gross  a  gewählt  werden  muss,  damit 
die  Schwingungsdauer  gleich  der  eines  einfachen  Pendels 
von  gegebener  Länge  /  ist  Ist  /  kleiner  als  2  iL,  so  ist 
offenbar  die  Schwingungsdauer  des  einfachen  Pendels  kleiner 
als  die  kleinste  Schwingungsdauer  des  zusammengesetzten, 
die  Aufgabe  daher  nicht  lösbar.  Ist  /  a  2  A,  so  tritt  die 
Gleichheit  der  Schwingungsdauer  gerade  für  die  kleinste 
Schwingungsdauer  des  zusammengesetzten  Pendels,  also  fftr 
a  ^X  ein.  Ist  endlich  /  >  2  X,  so  muss  es  immer  zwei 
Werthe  tou  a  geben,  <t^  und  a^ ,  f&r  welche  die  Schwingungs- 
dauem  gleich  werden.  In  der  That  liefert  die  Gleichsetzung 
der  beiden  Schwingungsdauem  also  der  beiden  Ausdrücke 
157)  und  158)  die  quadratische  Gleichung  o^—la  +  X^^O, 
welche  in  diesem  Falle  stets  zwei  verschiedene  Wurzeln  hat 
Aus  den  bekannten  Eigenschaften  der  Wurzeln  einer  Gleichung 
folgt,  dass  die  Summe  o*^  +  o-,  der  beiden  Distanzen  der  Axe 
vom  Schwerpunkte,  für  welche  die  Schwingungsdauer  der  des 
einfachen  Pendels  gleich  ist,  gleich  der  Länge  l  dieses  ein- 
fachen Pendels  ist  Der  Trägheitsradius  A,  welcher  der 
parallelen,  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Axe  entspricht, 
ist  aber  das  geometrische  Mittel  der  beiden  Werthe  des  (r. 
Das  experimentelle  Verfahren  kann  nun  folgendermaassen 
skizzirt  werden.  Man  verfertigt  ein  bezüglich  einer  Ebene 
möglichst  symmetrisches  Pendel  und  bringt  daran  zu  ent- 
gegengesetzten Seiten  des  Schwerpunktes  zwei  Schneiden  so 
an,  dass  beide  ihre  scharfe  Kante  dem  Schwerpunkte  zu- 
kehren und  sich  so  verschieben  lassen,  dass  ihre  scharfen 
Kanten  dabei  immer  möglichst  parallel  und  in  der  Sym- 
metrieebene bleiben.  Man  stellt  sie  dann  durch  Kunst- 
griffe, deren  Beschreibung  nicht  hierher  gehört,  so  ein,  dass 
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das  Pendel  auf  jede  der  beiden  Kanten  dieser  Schneiden 
aufgelegt  genau  dieselbe  Schwingungsdauer  hat,  ohne  dass 
jedoch  beide  dieselbe  Entfernung  vom  Schwerpunkte  haben. 
Dann  ist  die  Summe  der  Entfernungen  der  beiden  Kanten 
vom  Schwerpunkte,  aLso,  da  dieser  in  ihrer  Ebene  liegt,  die 
Entfemang  der  beiden  Kanten  gleich  der  Länge  des  einfachen 
Pendels,  welche  dieselbe  Schwingungsdauer  hätte.  Die  Ent- 
fernung der  beiden  Kanten  und  die  Schwingungsdauer  des  auf 
der  einen  oder  anderen  Kante  ruhenden  zusammengesetzten 
(physischen)  Pendels  kann  aber  sehr  genau  gemessen  und 
so  indirect  die  Länge  /  eines  einfachen  Pendels  von  gleicher 
Schwingungsdauer  r  und  diese  Schwingungsdauer  selbst  be- 
stimmt werden,  woraus  dann  g  mittelst  der  Formel  157)  folgt 
Die  Correctionen,  welche  man  wegen  des  Luftwiderstandes,  der 
mangelnden  unendlichen  Kleinheit  der  Amplituden,  der  un- 
Tollständigen  Kealisirung  dieser  oder  jener  Bedingung  anzu- 
bringen hat,  wären  nicht  allzu  schwer  ableitbar,  aber  viel 
zu  weitläufig,  um  hier  erwähnt  werden  zu  können. 

§  62.    Bar  Schwingungtmittelpunkt 

Wir  wollen  hieran  noch  einige  Bemerkungen  knüpfen, 
welche  Maxwell  in  seiner  Mechanik  bringt  Wenn  ein  um 
eine  Axe  drehbarer  Körper  nicht  aufhört  starr  zu  sein  und 
dieselben  Kräfte  auf  ihn  wirken,  so  würde  er  sich,  wie  wir 
sahen,  unter  denselben  Anfangsbedingimgen  in  derselben 
Weise  bewegen,  wenn  die  Masse  aller  übrigen  Massentheilchen 
desselben  gleich  Null  gemacht  und  nur  die  eines  einzigen 
MassentheUchens  gleich  der  gesammten  Masse  M  des  Körpers 
gemacht  würde,  welches  sich  in  einer  Entfernung  von  der 
Axe  befindet,  die  gleich  dem  Trägheitsradius  X  ist  Man  kann 
sagen,  dass  sich  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  bezüg- 
lich jener  Axe  durch  das  dieser  einzigen  Masse  ersetzen 
lässt  Wir  können  dieselbe  auch  durch  zwei  Massen  /ti^ 
und  f4  ersetzen,  von  denen  die  eine  in  der  Axe,  die  andere 
in  einem  zu  suchenden  Abstände  davon  sich  befindet  und 
welche  zusammen  gleich  der  Gesammtmasse  des  Körpers  sind. 
Da  wir  nun  eine  verfügbare  Grösse  mehr  haben,  so  können 
wir  diese  beiden  Massentheilchen  so  wählen,  dass  auch  ihr 
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gemeinsamer  Schwerpunkt  mit  dem  des  Körpers  zusammen- 
fällt   Wir  erreichen  dadurch  einen  zweifachen  VortheiL 

Erstens  ist  auch  die  Besultirende  der  Schwerkräfte, 
welche  auf  diese  beiden  Massentheilchen  wirken,  identisch 
wie  für  die  Schwerkräfte,  welche  auf  den  ursprünglich  ge- 
gebenen Körper  wirken. 

Zweitens  ist  nach  dem  in  §  57  entwickelten  Satze  über 
das  Trägheitsmoment  bezüglich  paralleler  Axen  auch  das 
Trägheitsmoment  der  beiden  Massen  gleich  dem  des  Körpers 
bezüglich  jeder  der  ursprünglich  gegebenen  parallelen  Axe. 

Um  Grösse  und  Lage  dieser  beiden  Massen  zu  finden, 
fäUen  wir  Tom  Schwerpunkte  S  des  Körpers  auf  die  ur- 
sprünglich gegebene  Drehungsaxe  eine  Senkrechte  S  0,  deren 
Länge  wir  wieder  mit  er  bezeichnen.  Li  O  denken  wir  uns 
eine  Masse  fi^,  auf  der  von  0  nach  S  gezogenen  Geraden 
im  Punkte  P  jenseits  S  eiue  zweite  Masse  /m^  in  der  Ent- 
fernung X  Ton  S\   wir  erhalten 

/i*i  +  jU,  =  if , 

weil  die  Gesammtmasse, 

jLij  (7*  +  jUj  a;*  =  Jj  =  X^M, 

weil  das  Trägheitsmoment  bezüglich  der  durch  den  Schwer- 
punkt gehenden  Axe  und 

weil  der  Schwerpunkt  f&r  den  Körper  und  für  das  aus  beiden 
Massen  gebildete  System  gleich  sein  soll. 

Substituirt  man  den  aus  der  ersten  Gleichung  folgenden 
Werth  Yon  ju,  in  die  zweite  und  dritte  und  dann  den  aus 
der  dritten  folgenden  Werth  von  ^  in  die  zweite,  so  folgt 

X  =  P/ff, 
daher 

^""  X«+(r«  '     '^a  -  X«  +  CT«  ' 

Da  nun  das  System  der  beiden  starr  yerbunden  ge- 
dachten Massen  /a^  und  fi^  dasselbe  Trägheitsmoment  bezüg- 
lich der  ursprünglich  gegebenen  Axe  hat,  wie  der  gegebene 
Körper  und  auch  die  Schwere  dieselbe  Wirkung  darauf  aus- 
übt, so  muss  es  als  zusammengesetztes  Pendel  unter  dem 


GL  158.]  y.   §  62.  Der  Schwingongsmittelpunkt.  203 

Einfliisse  der  Schwere  um  diese  Aze,  welche  wir  uns  horizontal 
denken,  schwingend  auch  dieselbe  Schwingungsdauer  haben. 
Da  femer  /i^  in  der  Axe  selbst  liegt,  so  ist  dies  die  Schwingungs- 
dauer eines  einfeu^hen  Pendels,  dessen  Masse  sich  in  P  befindet 
Der  Körper  schwingt  also  um  die  betreffende  Axe  genau  so 
wie  ein  einfaches  Pendel,  dessen  Masse  sich  in  P  befindet, 
weshalb  Pder  Schwingungsmittelpunkt  des  zusammengesetzten 
Pendels  heisst    Da  dieses  einfache  Pendel  die  Länge 

0-  +  a;  =s  er  +  X^jtT 
hat,  so  ist  dies  die  früher  mit  l  bezeichnete  Länge  des- 
jenigen einfachen  Pendels,  das  dieselbe  Schwingungsdauer 
hat  Nun  hat  aber  das  starr  verbundene  System  der  beiden 
Massen  (jl^  und  /ti,  auch  bezüglich  jeder  parallelen  Axe  das- 
selbe Trägheitsmoment  wie  der  Körper.  Wenn  wir  daher 
jetzt  beide  Systeme  um  eine  parallele  durch  den  Punkt  P, 
der  früher  Schwingungsmittelpunkt  war,  also  durch  die 
Masse  fi^  gehende  Axe  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere 
schwingen  lassen,  so  haben  beide  untereinander  wieder  die- 
selbe Schwingungsdauer.  Das  System  der  beiden  Massen 
^  und  ju,  ist  aber  dann  wieder  ein  einfaches  Pendel  von 
der  Länge  l^  a  +  l}ja.  Daher  ist  jetzt  0  der  Schwingungs- 
mittelpunkt des  Körpers,  welcher  wieder  dieselbe  Schwingungs- 
dauer hat  wie  früher,  wo  O  der  Drehungspunkt  und  P  der 
Schwingungsmittelpunkt  war  und  man  sieht  ohne  Rechnung, 
dass  der  Körper  um  beide  Axen  dieselbe  Schwingungsdauer 
hat,  sowie  auch  ein  einfaches  Pendel,  dessen  Länge  der  Ab- 
stand der  Axen  ist. 

Wir  wollen  durch  ein  ebenes  Bret  eine  Stricknadel 
senkrecht  auf  dessen  Ebene  stecken.  /  sei  die  Entfernung 
des  Schwingungsmittelpunktes  von  der  Stricknadel,  wenn 
diese  horizontal  liegt  und  das  Bret  als  Pendel  um  sie  als 
Axe  schwingt  An  die  Stricknadel  befestigen  wir  einen 
Faden  Ton  der  Länge  /,  dessen  Ende  eine  kleine  Kugel 
trägt,  welche  das  Bret  gerade  berühren  solL  Wir  fassen 
die  beiden  Enden  der  Stricknadel  mit  den  Fingern  und 
bewegen  sie  beliebig  auf  und  ab  und  hin  und  her,  jedoch 
so,  dass  sie  immer  horizontal  und  das  Bret  immer  in  der- 
selben Ebene  bleibt    Nun  ist  die  Bewegung  der  Kugel  vom 
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Absolatwerth  ihrer  Masse  unabhängig;  bei  passender  Wahl 
desselben  aber  sowohl  das  Trägheitsmoment,  ak  auch  die 
Wirknng  der  Schwere  Ar  das  Bret  nnd  die  kleine  Engel 
gleich;  daher  beweg^i  sie  sich  genau  in  derselben  Weise. 
Die  Engel  berOhrt  also  das  Bret  immer  in  demselboi  Punkte. 
Die  durch  ihren  Mittelpunkt  gezogene  horizontale  Gterade  geht 
fortwährend  dnrch  den  Schwingungsmittelpnnkt  des  Brettes. 

§  63.    Der  Mittelpunkt  des  Stossei. 

Wir  wollen  wieder  zu  dem  ursprünglich  gegebenen 
Eörper  nnd  den  beiden  starr  verbundenen  Massen  ^  und  ^ 
zurückkehren.  Der  Eörper  nnd  die  beiden  Massen  sollen 
mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  um  die  ursprüngliche  Äxe 
rotiren.  Die  Wirkung  der  Schwere  können  wir  uns  dabei, 
wenn  wir  wollen,  hinwegdenken.  Durch  die  Masse  /l^  sei 
eine  zweite,  der  ersten  Axe  parallele,  massenlose  Axe  ge- 
legt und  mit  beiden  Massen  starr  verbunden.  Wir  denken 
uns  diese  zweite  Axe  plötzlich  festgehalten  und  gleichzeitig 
die  Lager  der  ursprünglichen  Axe  entfernt  Dadurch  wird 
die  Masse  /i^  in  ihrer  Bewegung  plötzlich  aufgehalten  und 
da  f4  ohnedies  ruhte,  kommt  das  System  beider  Massen 
zur  Buhe,  ohne  dass  auf  die  erste  Masse  irgend  ein  Stoss 
ausgeübt  wird.  Würden  wir  dagegen  irgend  eine  andere, 
mit  beiden  Massen  fest  verbundene  Axe,  welche  nicht  durch 
die  augenblickliche  Bewegungsrichtung  der  Masse  fi^  hin- 
durchgeht, plötzlich  festhalten,  so  würde  das  System  nur 
zur  Ruhe  kommen,  wenn  wir  gleichzeitig  die  ursprüngliche 
Axe  festhalten  würden,  welche  also  einen  Stoss  erführe.  Das 
Gleiche  gilt  natürlich  auch  von  dem  Eörper,  da  dessen 
Trägheitsmoment  bezüglich  aller  dieser  Axen  dasselbe  ist 
Wenn  wir  ihn  durch  irgend  eine  Eraft  plötzlich  aufhalten, 
deren  Sichtung  durch  eine  durch  den  Schwingungsmittel- 
punkt parallel  der  Drehungsaxe  gezogene  Gerade  geht  und 
senkrecht  auf  der  durch  diesen  und  die  Drehungsaxe  ge- 
legten Ebene  steht,  so  erfährt  die  ursprüngliche  Drehungsaxe 
dabei  keinen  Stoss. 

Wenn  die  Drehungsaxe  ausserdem  noch  Hauptträgheits- 
axe   bezüglich   ihres  Durchschnittspunktes  mit  der  zu  ihr 
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senkrechtOB,  die  Kichtnng  der  Kraft  enthaltenden  Ebene  ist, 
80  erfährt  sie  auch  kein  Drehmoment^  es  erfährt  also  dann 
jedes  der  Lager  keinen  Stoss.  Der  Fusspunkt  der  in  diesem 
Falle  Yon  der  Axe  anf  die  Bichtnng  der  Kraft  gefällten 
Senkrechten  heisst  der  Mittelpunkt  des  Stosses.  Nicht  nur 
wenn  die  durch  ihn  der  ursprünglichen  Drehaxe  parallel 
gezogene  Axe,  sondern  auch  wenn  dieser  eine  Punkt  während 
der  Drehung  plötzlich  festgehalten  wird,  erfährt  keines  der 
Lager  der  ursprüngUchen  Drehaxe  einen  Stoss. 

§  64.    Beduotion  der  allgemeinen  Bewegung  einet  festen 

Xörpen  auf  die,  wo  ein  Punkt  festgehalten  ist.    Lebendige 

Kraft  der  Bewegung  relativ  gegen  den  Schwerpunkt 

Wenn  in  einem  festen  Körper  ein  einziger  Punkt  fest- 
gehalten wird,  so  kann  er  sich  noch  beliebig  nach  allen 
Richtungen  um  denselben  drehen.  Um  die  Gesetze  dieser 
Drehung  zu  finden,  müssen  wir  uns  zu  den  Kräften,  welche 
sonst  auf  den  festen  Körper  wirken,  noch  eine  in  diesem 
Punkte  angreifende  Kraft  hinzugefügt  denken,  deren  Grösse 
und  Richtung  aus  den  drei  Gleichungen  134)  stets  so  zu 
bestimmen  ist,  dass  dieser  Punkt  in  Ruhe  bleibt.  Diese 
Kraft  ist  eben  diejenige,  welche  die  den  Punkt  festhaltende 
Vorrichtung  auf  den  Körper  ausübt.  Wir  wollen  den  festen 
Punkt  als  Coordinatenanfangspunkt  eines  im  Räume  fixen 
wählen,  dann  sind  also  die  Momente  dieser  Kraft  bezüglich 
der  Coordinatenaxen  Null.  Dieselbe  geht  also  in  die  drei 
Gleichungen  136)  nicht  ein,  welche  somit  die  Bewegung  des 
Körpers  bestimmen.  Bezeichnen  wir  mit  x,  y\  x'  die  Coordi- 
naten  irgend  eines  Punktes  des  Körpers  bezüglich  dieses 
Coordinatensystems  und  mit  X,  Y,  Z  die  Componenten  der 
darauf  wirkenden  gesammten  äusseren  Kraft  in  den  Coordi- 
natenrichtungen,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  immer  blos  die 
auf  eine  der  Coordinatenrichtungen  bezughabende  Gleichung 
hinschreiben,  analog  mit  Gleichung  136)  folgende  Gleichung 

als   Repräsentanten    der    drei    Bewegungsgleichungen    des 
Körpers  bei  der  Drehung  um  einen  festen  Punkt. 


206       V.   §64.  Freie  Bewegung  des  festen  Körpers.    [GL  160. 161. 

Wir  sahen,  dass  bei  einem  beliebigen  Systeme  die  Be- 
wegung des  Schwerpunktes  durch  die  Gleichungen  66)  be- 
stimmt ist,  also  immer  so  geschieht,  als  ob  daselbst  die 
ganze  Masse  des  Körpers  vereint  wäre  und  aUe  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  auf  sie  wirkten.  Die  Bewegung 
des  Schwerpunktes  ist  hiermit  auf  das  einfachere,  schon  be- 
handelte Problem  der  Bewegung  eines  einzigen  materiellen 
Punktes  unter  dem  Einflüsse  gewisser  Ej-äfte  zurückgeführt 
Dies  gilt  also  auch  f&r  einen  beliebigen  festen  Körper.  Da 
wir  jetzt  die  äusseren  Kräfte  nicht  mit  den  deutschen,  son- 
dern den  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen,  so  verwandeln 
sich  die  Gleichungen  66)  für  einen  solchen  in 

160)    M^  =  :EX,   M^^^T,  M^^^Z, 

wenn  wie  in   den  Formeln  66)  M  die  Gesammtmasse  des 
Körpers  ist 

Wir  wollen  nun  femer  beweisen,  dass  die  Drehung  eines 
vollkommen  freien  festen  Körpers  um  den  Schwerpunkt  immer 
genau  so  geschieht,  als  ob  der  Schwerpunkt  festgehalten  wäre 
und  im  Uebrigen  dieselben  Kräfte  auf  den  festen  Körper 
wirkten,  was  wir  den  Satz  über  die  Reduction  der  freien 
Drehung  eines  festen  Körpers  auf  die  um  einen  festen  Punkt 
nennen  wollen.  Wir  können  daher  das  Problem  der  Bewegung 
eines  vollkommen  freien  festen  Körpers  unter  dem  Einfliusse 
beliebiger  Kräfte  eia  gelöst  betrachten,  wenn  wir  das  der 
Drehung  desselben  um  einen  festen  Punkt  unter  dem  Einflüsse 
beliebiger  Kräfte  gelöst  haben.  Wir  werden  das  letztere  Pro- 
blem im  zweiten  Theile  ausführlich  behandeln,  wollen  aber 
jetzt  schon  den  Beweis  des  Theorems  der  Reduction  der  freien 
Drehung  eines  festen  Körpers  auf  die  um  einen  festen  Punkt 
liefern.  Die  Momentengleichung  70)  lautet  in  unserer  jetzigen 
Bezeichnung  für  den  vollkommen  freien  Körper: 

161)        2»»(y|^-*||-)  =  2(»^-«n 

welche  wir  wieder  auch  als  Repräsentanten  der  beiden  ana- 
logen, für  die  beiden  anderen  Coordinatenazen  betrachten. 
Seien  wieder  |,  17,  ^  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  S 
des  Körpers.     Wir  benutzen  nun   ein   zweites  bewegliches 
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Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  der  Schwerpunkt  S 
des  Körpers  sei  und  dessen  Axen  denen  des  ersten  Coordi- 
natensjstems  stets  parallel  seien,  x,  y\  %  seien  die  Coordi- 
naten  desjenigen  Punktes  des  Körpers  bezüglich  des  zweiten 
Coordinatensystems,  der  bezüglich  des  ersten  Coordinaten- 
Systems  die  C!oordinaten  x^  y,  %  hat.    Dann  ist 

162)  a;  =  a?'+|,   y  =  f/  +  f],   z^z'  +  C- 

Femer  ist,  da  der  Schwerpunkt  zu  jeder  Zeit  der  Coordi- 
natenorsprung  des  neuen  Coordinatensystems  ist^  zu  jeder  Zeit 

163)  ^mx^^my'^^mx^O, 
woraus  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  folgt 

164)  ^rn^  =  0,^m^  =  0,e\c 
Mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  162)  folgt 

-^fnt/^  +  ^^^^  +  ^^-^y'  +  V^''' 

Das  zweite  und  dritte  Glied  der  letzten  Zeile  verschwindet 
mit  Bflcksicht  auf  163)  und  164),  das  letzte  ist  mit  Rück- 
sicht auf  160)  gleich  fi^Z.    Daher  folgt 

und  ebenso 

Da  femer 

isty  so  folgt  endlich  aus  161) 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  159). 
Letztere  würde  die  Bewegung  desselben  Körpers  relativ 
gegen  drei  stets  durch  den  Schwerpunkt  gehende,  nicht 
rotirende  Coordinatenazen  bestimmen,  wenn  nebst  den 
übrigen  unverändert  auf  den  Körper  wirkenden  Kräften  auf 
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dessen  Schwerpunkt  noch  stets  eine  Kraft  wirken  würde, 
die  ihn  fortwährend  in  Buhe  erhält.  Es  geschieht  also  in 
der  That  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt  genau  so,  als 
ob  derselbe  ohne  eine  andere  Veränderung  der  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  fortwährend  festgehalten  wtüde. 
Bevor  wir  jedoch  zur  Drehung  eines  festen  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  übergehen,  wollen  wir  noch  eine  Beihe 
wichtiger  allgemeiner  Principe  kennen  lernen. 

Wir  wollen  vorher  noch  kurz  ein  allgemeines  Theorem, 
dass  sich  nicht  blos  auf  feste  Körper  bezieht,  beweisen. 
Seien  n  ganz  beliebige  materielle  Punkte  gegeben,  die  starr 
verbunden  sein  können  oder  nicht  |,  17,  ^  seien  die  Coordi- 
naten  des  Schwerpunktes  des  von  diesen  Punkten  gebildeten 
Systems  zur  Zeit  t  bezüglich  eines  beliebigen  fixen  Coordi- 
natensystems.  x,  y,  ^  .die  Coordinaten  eines  beliebigen  der 
materiellen  Punkte  zur  selben  Zeit  bezüglich  desselben  Coordi- 
natensystems,  af,  y,  z'  die  Coordinaten  desselben  materiellen 
Punktes  bezüglich  eines  Coordinatensystems,  dessen  Axen 
immer  denen  des  ursprünglichen  parallel  sind,  aber  sich  so 
parallel  zu  sich  selbst  im  Baume  bewegen,  dass  sie  inmier 
durch  den  Schwerpunkt  gehen.    Es  ist  dann: 

'-^xl(4fr+(4f)'+(4f)l 

die  gesammte  lebendige  Kraft  des  Systems.    Den  Ausdruck 

'-^?l(^)'+(4f)"+(^)'l 

können  wir  als  die  lebendige  Kraft  der  relativen  Bewegung 
der  materiellen  Punkte  gegen  den  Schwerpunkt  bezeichnen. 
Substituiren  wir  im  Ausdrucke  für  T  die  Werthe  162) 
und  bedenken,  dass 

2j'^-dtTt^-dt2i'^-dt 
ist,  also  nach  164)  verschwindet,  so  folgt 

--'•+f[(4fr+(4fr+(4f)*]- 

.  Hier  ist  das  letzte  Glied  die  lebendige  Kraft,  welche 
der  gesammten  Masse  aller  Punkte  zukäme,  wenn  dieselbe 
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fortwährend  im  Schwerpunkte  rereint  w&re  und  die  Be- 
wegung desselben  hätte.  Man  nennt  diese  letztere  lebendige 
Kraft  die  lebendige  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  des 
Schwerpunktes.  Es  ist  ako  die  gesammte  lebendige  Kraft 
aller  Punkte  des  Systems  immer  gleich  der  Summe  der 
lebendigen  Kraft  ihrer  Bewegung  relativ  gegen  den  Schwer- 
punkt und  der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Be- 
wegung des  Schwerpunktes. 


VL  Vergleich  der  Principe,  die  durch  Variation 
des  Znstandes  zu  einer  bestimmten  Zeit  gewonnen 

werden. 


§  65.   Analytischer  Beweis  eines  speoieUen  Falles  des 

Gavss'schen  Prinoipes. 

Wir  wollen  nun  zur  Ableitung  eines  neuen  mecha- 
nischen Principes  übergehen.  Es  sei  zunächst  ein  beliebiges 
holoDomes  System  gegeben,  dessen  Bedingungen  ausschliess- 
lich durch  Gleichungen  definirt  seien,  die  wir  also  in  der  Form 

165)  ViftaiJÄ  ...«J  =  0 

schreiben  können,  welche  gleichlautend  mit  127)  ist  Auch 
in  aUem  üebrigen  wollen  wir  die  in  §  34  gebrauchten  Be- 
zeichnungen verwenden.  Wir  bezeichnen  wieder  die  Be- 
wegong,  welche  das  System  bei  einem  bestimmten  Anfangs- 
zustande  unter  dem  Einflüsse  der  darauf  wirkenden  Kräfte 
nnd  unter  den  herrschenden  Bedingungen  macht,  als  die 
wirUiche  Bewegung  desselben.  Dabei  sind  die  Coordinaten 
^,  Sfj^,  ^  des  ^ten  materienen  Punktes  gewisse  Functionen 
^(Oi  ^(Qy  ^(0  ^^  Z^^^  ^ür  fanden  schon  in  §  48,  dass 
die  wirUiche  Bewegung  durch  die  Gleichungen  129)^be- 
itimmt  ist. 

Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  a^,  yj^,  «^  jedes  mate-* 
neuen  Punktes  gleidi  etwas  anderen  Functionen  Xi  (0»  '^i  (0> 
«>i  (0  der  Zeit  setzen.    Die  dadurch  bestimmte  Bewegung  des 

Boltimftnn,  HMhanlk  L  1^ 

•K  /j^ca Ö ,  '^^i    ^'^^  ■^- "  .•  •    '••.'■••'•■•    ■    •      " 
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Systems  nennen  wir  die  nach  Gauss'  Manier  Yariirte  Be- 
wegung. Diese  anderen  Functionen  der  Zeit  sollen  so  gewählt 
werden,  dass  zu  einer  bestimmten  Zeit,  die  übrigens  beliebig 
gewählt  werden  kann,  weder  die  Werthe  der  Coordinaten, 
noch  deren  erste  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  die  wir 
durch  einen  angehängten  Strich  markiren^  eine  Veränderung 
erfahren.  Wohl  aber  sollen  die  zu  dieser  Zeit  geltenden 
Werthe  der  Beschleunigungen  aii,  yij  ^  fiir  jeden  mate- 
riellen Punkt  unendlich  kleine  Zuwächse  Soii^  Sy'ji,  Sz^  er- 
fiahren,  welche  sonst  beliebig  sind;  sie  soUen  nur  der  Be- 
schränkung unterworfen  sein,  dass  die  varürte  Bewegung 
ebenfalls  den  Bedingungen  des  Systems  genügen  soll,  d.  h.  die 

Substitution  von  Xi  (0>  V'i  (0?  ^i  (0  ^  ^*  y*»  *ä  ^^^  eben- 
falls die  Bedingungen  des  Systems,  welche  die  Form  165) 
haben,  befriedigen.  Die  Zuwächse,  welche  die  der  Zeit  t 
entsprechenden  Werthe  der  verschiedenen  Grössen  beim 
Uebergang  von  der  wirklichen  zu  der  nach  Gauss'  Manier 
varürten  Bewegung  erfahren,  bezeichnen  wir  wieder  durch 
ein  vorgesetztes  S.  Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  für  den 
Uebergang  von  der  wirklichen  Bewegung  zu  der  nach 
Gauss'  Methode  varürten  stets 

166)     j  g[K<-^)<y^'+Kyi'-  ^h)Sf/; 

\    "'  +(m*4'-2;^)*<|  =  0    ist 

Natürlich  gilt  dies  nur  gerade  für  den  fraglichen  Zeit- 
moment, f&r  welchen  die  Goordinaten  und  G^schwindigkeits- 
componenten  keine  Aenderungen  erfahren,  also: 

Sxj,^  3yH=  9xh—  3xk  =  Syn^  5»i  =  0, 

Ä  =  1,  2  ...  n 

ist  Die  Functionen  Xi  (0?  ^i  (0>  ^i  (0  können  immer  so  ge- 
wählt werden,  dass  diese  Gleichung  fiir  einen  bestimmten, 
beliebig  gewählten  Zeitmoment,  nicht  aber  so,  dass  sie  f&r 
eine  endliche  Zeitdauer  erfdUt  sind.  In  letzterem  Falle 
müssten  auch  Sx^j  dt/k,  Szk  während  der  ganzen  Zeit  ver- 
schwinden. Wir  beweisen  die  Gleichung  166)  in  folgender 
Weise:  aus  den  Gleichungen  165)  folgt  fiir  die  wirkliche 
Bewegung  während  der  Zeit  di 


167)     I 
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Aal 

Daraus  folgt  dnrch  nochmalige  Differentiation  nach  t 

h  =  l 

wobei  0  blos  die  Zeit  i^  die  Coordinaten  und  deren  erste 
Ableitungen  nach  der  Zeit  enthält  Da  nun  aber  weder  die 
Coordinaten,  noch  deren  erste  Ableitungen  nach  der  Zeit 
beim  Uebergange  von  der  wirklichen  zu  der  nach  Gauss' 
Manier  yarürten  Bewegung  eine  Veränderung  erfahren,  so 

erfahrt  weder  0  noch  dfpjda^j  ^Vil^Vhf  ^Vil^H  ^®i 
diesem  uebergange  eine  Veränderung.  Es  folgt  also  aus 
Gleichung  168) 

A  SS  1 

Die  wirkliche  Bewegung  erfolgt  nun  den  Gleichungen  129) 
gemäss.  Multiplicirt  man  die  Gleichung  129)  mit  Sxjij  die 
beiden  analogen  f&r  die  ^  und  A^Axe  geltenden  aber,  mit 
Sffi  und  87^  und  addirt  alle  so  für  alle  Werthe  des  h  ge- 
bildeten  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  169)  sofort 
die  Gleichung  166).    Bilden  wir  nun  den  Ausdruck 

80  erfahren  in  diesem  Ausdrucke  beim  Uebergange  von  der 
wirkUchen  zu  der  nach  Gauss'  Manier  yarürten  Bewegung 
nur  die  Grössen  x^,  y^  und  ^'  Veränderungen.  Die  erste 
Variation  des  Ausdruckes  170)  ist  also  durch  die  linke  Seite 
der  Gleichung  166)  gegeben.  Diese  Gleichung  drückt  also 
aus,  dass  die  erste  Variation  des  Ausdruckes  170)  beim 
uebergange  von  der  wirklichen  zu  der  nach  Gauss'  Manier 
yarürten  Bewegung  für  die  Zeit  t  verschwindet  und  da,  wie 
man  sofort  sieht^  die  zweite  Variation  dieses  Ausdruckes 
jedenfalls  positiv  ist,  so  ist  dieser  Ausdruck  ein  Minimum. 
Er  nimmt  für  jede  Zeit  t  zu,  wenn  man  für  diese  Zeit  von 

14* 
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der  wirklichen  Bewegung  zu  einer  beliebigen  nach  Gauss' 
Manier  yarürten  übergeht 

Befinden  sich  unter  den  Bedingungen  nicht  holonome 
Gleichungen  von  der  Form  78),  so  muss  für  jede  Bedingung 
von  dieser  Form  beim  Uebergange  Yon  der  wirklichen  zur 
varürten  Bewegung,  damit  der  Ausdruck  1 70)  ein  Minimum 
sei,  wiederum  auch  die  varürte  Bewegung  in  ihrem  zeit- 
lichen Verlaufe  jener  Bedingung  entsprechen«  Es  muss  also 
auch  fär  die  varürte  Bewegung 

^  +g(l*4  +  fJkyk  +  &«i)  =  0 
sein.    Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

wobei  0  wie  in  168)  eine  Function  der  Grössen  ist^  deren 
Variation  nach  167)  verschwindet  Daher  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung  durch  Variation 

171)  ''^(£kSx^+  VkSyk+  ii*0  =  0. 


Das  im  gegenwärtigen  Paragraphen  Vorgetragene  bildet 
im  Wesentlichsten  den  Inhalt  des  Gauss'schen  Prinotps 
des  kleinsten  Zwanges.  Wir  wollen  es  durch  geometrische 
Constructionen  noch  weiter  veranschaulichen  und  dabei  auch 
den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  mit  einbeziehen,  dass  ge- 
wisse Bedingungen  die  Form  von  Ungleichungen  haben. 

§  66.    Begyiff  des  Zwaagei. 

Wir  wollen  uns  die  Lage  der  sämmtlichen  n  materiellen 
Punkte  zu  den  Zeiten  t,  t  +  dt  und  t  +  2dt  vorzeiehnen.  Der 

hte  derselben^  dessen  Masse  tHj^  ist, 

soll  sich  zu  diesen  Zeiten  in  deft 

Punkten  ^^,  B^,  (7^  befimden  (Fig.  16). 

Sei  femer  2)^  der  Punkt  des 

p-     jg  Baumes  y  wehin  dieser  materidfo 

Punkt  smr  Zeit  i  +  2di  gelangt 
wikre,  wenn  er  sich,  wie  dies  wirklich  der  Fall  ist,  zur  Zeit  I 
in  Aj^^  zur  Zeit  t  +  di  in  Bj^  beftmden  hätte,  wenn  aber  gur 
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keine  Kräfte  auf  ihn  gewirkt  bättexL  JBj^  aber  sei  der  Punkt  des 
BanmeB,  wohin  er  zur  Zeit  i  +  2di  gelangt  w&re,  wenn  er 
wieder  zur  Zeit  I  in  Aj^,  zur  Zeit  i  +  dt  in  £^  gewesen 
w&re  und  blos  die  explieiten  Kräfte  auf  ihn  gewirkt  hätten, 
deren  Besultirende  in  den  Coordinatenzichtungen  die  Compo« 
Beuten  Xj^j  Tj^j  Z^  hat 

Dann  ist  Bj^Dj^^  Ä^ Bj^  und  diese  Strecken  üedlen  auch 
in  dieselbe  Gerade.  Dj^i^  ist  die  mit  dfi  multiplicirte  Be* 
schleunigungy  welche  der  materielle  Punkt  durch  die  expli- 
eiten Kräfte  allein  während  der  Zeit  d  t  erfahren  wtbrde  und 
welche  wir  in  §  84  die  eiq)licite  Beschleunigung  genannt 
haben.  Die  Projectionen  dieser  Strecke  D^^Ej^  auf  die 
Coordinatenaxen  sind  daher  nach  84) 

—  X.dt^,  —Y.dt^,   —Z.dt\ 

Dj^C^  dagegen  ist  die  mit  dt^  multiplicirte  Beschleu- 
nigung, welche  er  wirklich  erfährt,  welche  also  durch  die 
Totalkräfte,  d.  h.  die  explieiten  und  die  Verbindungskräfte 
zusammen  erzeugt  wird. 

Bezeichnen  wir  wie  in  Gleichung  85)  die  Componenten 
der  resultirenden  Yerbindungskraft,  welche  auf  den  Aten 
materiellen  Punkt  wirkt,  in  den  Coordinatenrichtungen  mit 
t\j  ^hi  hh9  ^^  ^^  ^^  rM^i  81)  und  88) 

die  durch  dfi  dividirten  Projectionen  der  Geraden  B^^C^ 
auf  die  Coordinatenaxen*  Verbinden  wir  die  beiden  Punkte 
E^  und  (\  durch  die  vom  ersteren  gegen  den  letzteren  Punkt 
hin  gezogene  Gerade  E^  CJ^,  so  stellt  diese  Gerade  die  mit  d  t' 
multiplicirte  Beschleunigung  dar,  welche  der  materielle  Funkt 
durch  die  Verbindungskräfte  allein  während  der  Zeit  dt 
erhalten  hätte.  Die  durch  di^  dividirten  Projectionen  von 
J^  C^  auf  die  Cordinatenaxen  sind  also 

1  11 


172) 
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Die  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Gerade  Gj^E^^  ist 
durch  di^  dividirt,  das,  was  wir  in  §  84  die  verlorene  Be- 
schleimigong  des  betreffenden  Punktes  nannten,  d.  h.  die 
Grösse,  die  man  von  der  Beschleunigung,  welche  die  expli- 
citen  Ej-äfte  bei  Abwesenheit  aller  Bedingungen  erzeugen 
würden,  abziehen  muss,  um  die  wirkliche  Beschleunigung 
zu  erhalten.  Die  durch  dfi  dividirten  Projectionen  von  C^\ 
auf  die  Goordinatenaxen  sind  also  nach  85) 

Nach  172)  ist  der  Ausdruck  170),  von  dem  wir  be- 
wiesen haben,  dass  er  für  die  wirkliche  Bewegung  ein 
Minimum  ist,  gleich  ,^ 

also  gleich  der  Summe  der  mit  der  jedesmaligen  Masse 
multiplicirten  Quadrate  der  yerlorenen  Beschleunigungen 
aller  materiellen  Punkte  oder  der  Summe  der  durch  die 
Masse  dividirten  Quadrate  aller  yerlorenen  Kräfte,  da  für  i 

jeden  Punkt  die  verlorene  Kraft  gleich  dem  Producte  seiner 
Masse  in  seine  verlorene  Beschleunigung  ist  ! 

Wären  keine  Verbindungskräfte  vorhanden,  so  wäre  der 
materielle  Punkt  m^  zur  Zeit  i  +  2di  unter  dem  Einflüsse 
der  wirkenden  expliciten  Kräfte  nach  E^^  gelangt  In  Folge 
der  Verbindungskräftie,  welche  die  Bedingungsgleichungen 
herhalten,  ist  er  nicht  nach  jB^^,  sondern  nach  C^^  gelangt^ 
er  wurde  also  durch  die  Verbindungskräfte  gezwungen,  sich 
nach  Cj^,  statt  nach  E^^  zu  bewegen.  Die  Strecke  Ej^G^^  ist 
die  durch  die  Verbindungen  erzwungene  Abweichung  von 
der  expliciten  Bewegung. 

Bekanntlich  wird  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
das  Quadrat  der  Abweichung  des  beobachteten  vom  wahren 
Werthe  multiplicirt  mit  dem  sogenannten  Gewichte  der  Be- 
obachtung als  ausschlaggebend  angesehen.     Analog  woUen 
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im  auch  hier  das  mit  der  Masse  des  materiellen  Punktes 
multiplicirte  Quadrat  der  Abweichung  Ej^  C^,  das  wir  noch 
mit  der  als  constant  zu  betrachtenden  Grösse  df^  dividiren, 
um  Endliches  zu  erhalten,^)  also  die  Grösse 

als  das  Maass  der  durch  die  Verbindungen  bewirkten 
Störung  der  Bewegung  bezeichnen.  Wir  nennen  diese 
Grösse  auch  das  Maass  des  Zwanges^  den  der  betreffende 
Punkt  durch  die  Verbindungen  erlitten  hat  oder  kürzer 
den  Zwang  des  betreffenden  Punktes.  Die  Summe  der  so 
f&r  alle  materiellen  Punkte  des  Systems  gebfldeten  Grössen, 
also  der  Ausdruck  173)  heisst  der  Zwang  des  ganzen  Systems 
zur  betreffenden  Zeit 

Der  im  vorigen  Paragraphen  gefundene  Satz  kann  also 
unter  Einführung  dieser  Ausdrucksweise  dahin  ausgesprochen 
werden,  dass  der  Zwang  des  ganzen  Systems  fllr  die  wirk- 
liche Bewegung  zu  jeder  Zeit  ein  Minimum  ist,  d.  h.  dass 
er  zu  jeder  Zeit  wächst,  wenn  man  Yon  der  wirklichen  Be- 
wegung zu  einer  beliebigen,  nach  Gauss'  Manier  varürten 
Bewegung  übergeht 

unter  dem  Zwange  des  Systems  bei  der  varürten  Be- 
wegung verstehen  wir  dabei  den  Ausdruck,  den  wir  aus  178) 
erhalten,  wenn  wir  darin  f&r  CJ^  den  Punkt  Fj^  des  Baumes 
setzen,  wo  sich  der  betreffende  materielle  Punkt  bei  der 
varürten  Bewegung  zur  Zeit  i  +  2dt  befindet  Letzterer 
Zwang  ist  also 

Das  Minimum  des  Ausdruckes  178)  ist  also  so  zu  ver- 
stehen: die  Lage  sämmtlicher  Punkte  zu  den  ebenfalls  ge- 
gebenen Zeiten  i  und  t  +  di%ei  unverändert  gegeben.  Daraus 
kann  die  Lage  berechnet  werden,  welche  sie  zur  Zeit  t+2dt 
hätten,  wenn  nur  die  expUciten  Elräfte,  aber  keine  Bedingungen 


>)  Gerade  der  Quotient  mj, . {Cn.E^'^Idl^  ist  von  der  Ghrdsse  des  dt 
imabhtDgig,  öa  C^En  proportional  d^  ist 
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yoibandeii  wären.  Der  Punkt  n^  wäre  dann  zur  Zeit  t  +  2dt 
in  Ej^i  nun  werde  sämmtlichen  Punkten  zur  Zeit  i  +  2dt 
irgend  eine  andere,  aber  eine  mit  den  Bedingungen  verträg- 
liche Lage  gegeben,  wobei  sich  mj^iaFj^  befinde.  Von  allen 
diesen  Lagen  wird  zur  Zeit  t  +  2dt  unter  dem  vereinten 
Einflüsse  der  ezpliciten  Kräfte  und  der  Bedingungen   des 

kam 

Systems  diejenige  wirklich  eintreten,  für  welche  ^i^^i^F^f 

ein  Minimum  ist,  da  ja  d^  als  gegebene  Constante  zu  be- 
trachten ist 

Wenn  keine  expliciten  Kräfte  vorhanden  sind,  so  würde 
ohne  Verbindungen  keiner  der  Punkte  eine  Beschleunigung 
erfahren.  Dann  fallen  die  Punkte  Dj^  und  Ej^  zusammen. 
Ej^Cj^ist  identisch  mit  der  gesammten  Beschleunigung  und 
der  Ausdruck  173)  stellt  ein&ch  die  Summe  der  mit  den 
Hassen  multiplidrten  Quadrate  der  Beschleunigungen  aller 
materiellen  Punkte  dar.  Die  Bewegung,  fttr  welche  diese 
Summe  ein  Minimum  ist,  nennt  man  in  neuer  Zeit  auch  die 
geradeste,  mit  den  Bedingungen  verträgliche  Bewegung.  Sie 
tritt  dem  Principe  des  kleinsten  Zwanges  gemäss  bei  den 
herrschenden  Bedingungen  immer  ein,  wenn  keine  ezpliciten 
Kräfte  wirken. 

§  67.    fleometrisoher  Beweis  des  Piindpi  des  kleinsten 

Zwanges. 

Wir  wollen  nun  noch  diese  Sätze,  fbr  welche  wir  bisher 
nur  den  analytischen  Beweis  des  §  65  gegeben  haben,  geo- 
metrisch beweisen,  wobei  wir  uns  auch  von  der  beim  früheren 
Beweise  eingeführten  Beschränkung  frei  machen  werden, 
dass  die  Bedingungen  keine  Ungleichungen  enthalten. 

Wir  fassen  da  zunächst  den  Verlauf  der  wirkliohen  und 
derjenigen  Bewegung  unserer  materiellen  Punkte  von  der 
Zeit  t  bis  zur  Zeit  i  +  2dt  ins  Auge,  welche  wir  die  nach 
Oauss'scher  Manier  varürte  nannten,  jetzt  aber  kurz  die 
variirte  nennen  wollen.  Bei  der  letzteren  sollen  sämmtliehe 
materielle  Punkte  zur  Zeit  t  dieselbe  Lage  haben,  wie  bei 
der  wirklichen  Bewegung,  ebenso  zur  Zeit  t  +  dU  Dadurch 
sind  die  Bedingungen  167)  ausgedrückt,  daas  weder  die 


6L 175. 176.]  VL   §67.   QeometriBcher  Beweis.  217 

Cooidinateiiy  noch  deren  erste  Dififerentialquotienten  nach 
der  Zeit  eine  Aendening  er&hren  sollen. 

Zur  Zeit  t  +  2dt  aber  soll  der  Ate  Punkt  bei  der  wirk- 
lichen Bewegung  in  (7^  sein,  bei  der  varürten  aber  irgend 
eine  andere  Lage  Fj^  haben.  Alle  diese  neaen  Lagen  sollen 
blo8  an  die  Bedingung  gebunden  sein,  dass  sie  mit  den  zur 
Zeiii  +  2di  herrschenden,  durch  Gleichungen  oder  Un- 
gleichungen ausgedrückten  Bedingungen  des  Systems  ver- 
einbar sind. 

Bezeichnen  wir  daher  mit  Soj^^  Sbj^,  Scj^  die  Projectionen 
der  Verschiebung  Gj^  Fj^  des  materiellen  Punktes  mj^  auf  die 
Coordinatenaxen,  so  muss  jeder  holonomen  Bedingungs- 
gleichong  von  der  Form  165)  an  Stelle  der  Relation  86) 
die  Gleichung  oder  Ungleichung 

entsprechen.  Jeder  nicht  holonomen  Bedingungsgleichung 
oder  Ungleichung  yon  der  Form  78)  oder  80)  aber  ent- 
spricht, wie  wir  bei  Ableitung  der  Gleichung  171)  sahen, 
an  Stelle  der  Sektion  88)  die  Gleichung  oder  Ungleichung 

In  diesen  beiden  Belationen  ist  fiLr  <  eigentlich  t  +  2di  zu 
setzen,  wodurch  aber  die  betrefPende  Belation  nur  unend- 
lich wenig  abgeändert  wird. 

Nach  unseren  Festsetzungen  ist  also  die  Verschiebung 
des  Systems  ans  der  wirklichen  Lage,  welche  es  zur  Zeit 
i  +  2di  hat^  in  die  yarürte  Lage,  welche  es  zur  selben  Zeit 
hat,  jeden£Edl8  eine  der  Zeit  t  +  2di  entsprechende  Virtuelle. 
Die  Bektionen  175)  und  176)  unterscheiden  sich  ja  Ton 
B6)  nnd  88)  nur  dadurch,  dass  Soj^,  Sbj^,  Soj^  statt  äxj^j 
'%,  Sxj^  steht  Es  muss  also  die  Relation  92),  die  ja  f&r 
alle  Zeiten  gilt^  erfldlt  sein.  An  Stelle  der  in  dieser  Belation 
Totkommenden  Grössen  äxj^,  Sy^y  Sx^  sind  natürlich  wieder 
die  Projectionen  Stk^y  8\y  dc^  der  gegenwärtig  mit  Cj^Fj^ 
bezeichneten  Verachiebung  des  materiellen  Punktes  n^  auf 
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die  C!oordmatenrichtangen  zu  setzen.  Diese  Relation  lautet 
daher: 

177)  gfe**«.+  9**^*+  h^^^O. 

—  Jfc,  —  9fc,  —  hh  ™^  *^®^  ^"^  172)  die  mit  fi^ldfi 
mnltiplicirten  Projectionen  yon  Cj^Ej^  auf  die  Coordinaten- 
richtongen.    Es  ist  daher 

wo  1?-^^  der  Winkel  der  gerichteten  Geraden  CJ^jBJ^  und  Cj^Fj^ 
ist  (vergL  Fig.  16  S.  212). 

Bildet  man  diesen  Ausdruck  für  alle  materiellen  Punkte, 
so  erhält  man  gemäss  der  Relation  177) 

178)  S»^-C'fc^Ä.C\i^fc.cosi?-Jd/*^0. 


Der  Zwang  für  die  wirkliche  Bewegung  wurde  durch  den 
Ausdruck  178),  der  für  die  varürte  Bewegung  durch  den 
Ausdruck  174)  definirt;  nun  ist  in  dem  Dreiecke  Cj^Fj^F% 
(Fig.  16) 

Daher  wird: 

kol  k=l  ftal 

Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  ist  nothwendig  positiv, 
wenn  nicht  alle  C^Fj^^Q,  resp.  unendlich  klein  höherer 
Ordnung  als  d  i^  sind,  wenn  also  nicht  sämmtliche  Beschleu- 
nigungen fiLr  die  varürte  Bewegung  mit  denen  f&r  die  wirkhche 
zusammenfallen.  Das  dritte  Glied  kann  nach  1 78)  auch  nicht 
negativ  sein.  Da  nun  nach  1 74)  die  linke  Seite  den  Zwang  fiir 
die  varürte,  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  aber  nach  173) 
den  Zwang  f&r  die  wirkUche  Bewegung  darstellt,  so  ist  fftr 
die  wirkliche  Bewegung  der  Zwang  immer  kleiner,  als  ftr 
jede  nach  der  obigen  Festsetzung  mögliche  varürte. 


61.179.]  VI.  §67.   Geometrischer  Beweis.  219 

Ersetzen  wir  in  dem  ersten  Gliede  der  rechten  Seite 
(C,E^*  durch  die  Summe  der  Quadrate  seiner  durch  172 
gegebenen  Componenten  in  den  Coordinatenrichtungen,   so 
geht  dasselbe  wieder  über  in: 


+ 


(-i'-i^)! 


was  mit  170)  übereinstimmt  Da  in  diesem  Ausdrucke 
Xf^j  Yj^j  Z^  als  gegeben,  die  Beschleunigungen  aber  als 
Tariabel  zu  betrachten  sind,  so  liefert  die  Bedingung,  dass 
derselbe  ein  Minimum  sein  soll,  allgemein  die  Belation 


179) 

Die  Bedingung,  dass  die  Lage  sämmüicher  materieller  Punkte 
zn  zwei  unendlich  nahe  liegenden  Zeiten  (den  Zeiten  i  und 
f  +  <^0  ^^  ^^^  ^  ^^  wirkliche  Bewegung  zu  diesen  Zeiten 
geltenden  Lagen  zusammenfallen  muss,  ist  der  geometrische 
Ausdruck  der  Gleichungen  167).  Dieselbe  wird  häufig  als 
selbstverständlich  nicht  erwähnt,  doch  ist  es  jedenfaUs  im 
Interesse  der  Klarheit^  sie  ausdrücklich  hervorzuheben.  Die 
Functtonen,  welche  die  Coordinaten  für  die  wirkliche  und 
ftr  die  varürte  Bewegung  durch  die  Zeit  ausdrücken,  dürfen 
f&r  die  fragliche  Zeit  erst  in  den  zweiten  Ableitungen  und 
da  nur  so  abweichen,  dass  die  zu  dieser  Zeit  geltenden  Be- 
dingungen des  Systems  erf&llt  bleiben. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  die  Belation  178)  mit 
179)  identisch  ist  Da  G^F^  eine  ganz  beliebige,  der  Zeit 
i^'2dt  entsprechende  virtuelle  Verschiebung  ist,  so  waren 
wir  berechtigt,  ihre  Projectionen  S<i^y  dh^y  Sc^  auf  die 
Coordinatenaxen  für  Sa^y  Sy^,  Szj^  in  die  Belationen  92) 
zu  substituiren. 

Wenn  wir  aber  die  wirkliche  Bewegung  des  Systems 
nut  der  variirten  vergleichen,  so  sehen  wir,  dass  Dj^Cj^(Fig.l6) 
die  mit  dfi  multiplidrte  Beschleunigung  des  betreffenden 


220  VL  §  67.  G«0Betri8clier  Beweis.  [Qh  180. 

materiellen  Punktes  fBir  die  wirkliche  Bewegung,  Dj^F^^  da- 
gegen derselbe  Ausdrack  für  die  Tarürte  Bewegung  ist 
DiJier  ist  Cj^Fj^  die  mit  dt^  multiplicürte  Variation,  welche 
die  Beschleunigung  des  betreffenden  materiellen  Punktes 
beim  üebergange  von  der  wirklichen  zur  varürten  Bewegung 
erfahren  hat.  Die  mit  dfl  dividirten  Projectionen  Soj^,  ^Kf^h 
von  Cj^Fj^  auf  die  Coordinatenaxen  sind  also  die  Zuwächse 
^^9  Syhi  Sxkj  welche  die  Componenten  der  Beschleunigung 
in  den  Coordinatenrichtungen  beim  üebergange  von  der  wirk- 
lichen zur  varürten  Bewegung  erüahren.  Substituiren  wir 
diese  Werthe  und  fttr  die  Projectionen  von  Cj^Ej^  die  mit  dt^ 
multiplicirten  Ausdrücke  172]^  so  folgt: 

Mit  Bücksicht  hierauf  geht  die  Relation  178)  sofort  in 
179)  über,    di  gilt  wie  immer  als  gegebene  CSonstante. 

Substituirt  man  dieselben  Wertiie  fär  Sc^j  Sbj^,  8cj^  in 
in  die  Belationen  175)  und  176)  und  dividirt  durch  dt\  so 
gehen  dieselben  in  folgende  Belationen  über: 


/    hs« 


180) 


zfö^+i^^+ie^iso. 


2iiH«<+vJt^^  +  C,9'^O^o, 


h  =  l 


von  denen  die  erste  irgend  einer  holonomeui  die  zweite 
irgend  einer  nicht  holonomen  Bedingungsgleichung  oder  Un- 
gleichung entspricht  Diese  beiden  Relationen  sind  alsQ  der 
allgemeinste  analytische  Ausdruck  fttr  die  Bedingungen, 
welche  nebst  den  Gleichungen  167)  erfüllt  sein  müssen, 
damit  der  Ausdruck  170)  ein  Minimum  wird.  (VergL  die 
Gleichungen  169)  und  171). 
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§  68.    Yergleieh  des  PrineipB  des  kleinsten  Zwanges  mit 
dem  der  Tirtaellen  Yersoliiebnngen. 

Wir  haben  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  ans  dem 
der  Tirtaellen  Verschiebungen  abgeleitet  So  lange  dasGleioh« 
heitszeichen  gilt,  folgt  wieder  nmgekehrt  aus  der  abgeleiteten 
Gleichung  auch  die  ursprüngliche,  da  wir  ja  Mehrdeutig- 
keiten ausschlössen.  Sobald  also  immer  Gleichheitszeichen 
gelten,  ist  das  Princip  der  yirtuellen  Verschiebungen  mit 
dem  des  kleinsten  Zwanges  gleichbedeutend. 

Wenn  aber  aus  zwei  Ungleichungen  eine  dritte  folgte 
80  folgt  aus  der  zweiten  und  dritten  im  Allgemeinen  nicht 
wieder  die  erste.  Es  ist  also  die  zweite  und  dritte  nicht 
mit  der  ersten  und  zweiten  gleichbedeutend.  Daher  sind 
auch  die  Bedingungen  180)  nicht  mit  86)  und  88)  identisch, 
und  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  ist,  wenn  Relationen 
mit  üngleichheitszeichen  vorhanden  sind,  im  Allgemeinen 
nicht  mit  dem  der  virtuellen  Verschiebungen  gleichbedeutend. 

Für  dauernde  Buhe  sämmtlicher  materieller  Punkte  sind 
jedoch  beide  Principe  auch  in  letzterem  Falle  gleichbedeutend, 
80  dass  auch  aus  dem  Principe  der  yirtuellen  Verschiebungen 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  im  Ruhezustände  immer 
eindeutig  folgen^  wie  man  folgendermaassen  sieht  Im  Stalle 
des  (Gleichgewichtes  im  Ruhezustände  coincidiren  die  vier 
Punkte  Aj^,  Bj^,  Cj^j  D^  (§  66,  Fig.  16),  da  die  Anfangs- 
geschwindigkeit sämmtlicher  Punkte  Null  ist.  Es  wird  also 
der  Unterschied  C^^F^^  zwischen  der  Beschleunigung  bei  der 
Tarürten  und  wirklichen  Bewegung  identisch  mit  der  vir- 
toeUen  Verschiebung  des  betreffenden  Punktes.  Die  Pro- 
jectionen  von  G^F^  auf  die  Coordinatenaxen  können  daher 
ebenso  gut  die  Grössen  Sx'i,  St^  und  St:^  als  die  Grössen 
9x^,  iy^  und  S%j^  bedeuten  und  die  beiden  Relationen  93) 
nnd  179)  werden  identisch. 

Analytisch  spricht  sich  dies  dadurch  aus,  dass  man 
ir&faiend  jedes  Zeitmomentes  einer  sehr  kleinen  Zieitr  den  x', 
f  und  7i%  welche  anfangs  alle  gleich  Nufl  sind,  beliebige  mit 
den  Bedingungen  vertrftgliche  sehr  kleine  Werthe  S^\  8y" 
und  i^'  ertheilen  kann.  Die  Relation  179)  gilt  dann 
während  jedee  dieser  Zeitmoiliente.    Integrirt  man  zweimal 
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von  0  bis  r^  so  kann  man  die  Kräfte  dabei  constant  be- 
trachten,  da  die  Bewegung  des  Systems  anferngs  mit  der  Ge- 
schwindigkeit Null,  später  nur  mit  unendlich  kleiner  Ge- 
schwindigkeit geschieht;  die  Beschleunigungen  xü,  y'^,  xü  aber 
sind  anferngs  Null,  bleiben  immer  sehr  klein  gegen  XJnij^,  Tjmj^ 
und  Zj^/f^  und  können  daher  vernachlässigt  werden. 
Ek  folgt  also  zunächst 


180  a) 


Jksl  0         0  0         0 


[X^jdtjdtSai:+T^fdtfdtSy'^+ 


T  T 


+  Zt,fdtfdtS^)^0. 

0         0 

Offenbar  ist  aber      '      * 

fdtfdiSxü 

0         0 

der  gesammte  Coordinatenzuwachs  Sxj^,  und  dasselbe  gilt  fär 
die  y-  und  ^Axe,  Die  Relation  180  a)  ist  daher  identisch  mit 


Ebenso  findet  man,  dass  die  Bedingungen  180),  welche 
für  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  gelten,  mit  den  Be- 
dingungen 86)  und  88),  welche  für  das  Princip  der  virtuellen 
Verschiebungen  gelten,  identisch  werden. 

Das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen  ist  also  mit 
dem  des  kleinsten  Zwanges  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes 
im  Buhezustande  identisch. 

Im  Falle  der  Bewegung  und  des  Herrschens  von  Un- 
gleichungen aber  kann  kein  Beweis  geliefert  werden,  dass 
die  das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen  darstellende 
Belation  98)  die  eintretenden  Beschleunigungen  auch  immer 
eindeutig  bestimmt  Um  dies  nachzuweisen,  genügt  es 
offenbar  an  irgend  einem  speciellen  Beispiele  zu  zeigen, 
dass  Fälle  möglich  sind,  wo  die  Belation  98)  für  verschiedene 
mögliche  Bewegungsarten  gilt,  so  dass  aus  ihr  allein  nicht 
erkennbar  ist,  welche  derselben  eintritt 

Ein  derartiges  specielles,  von  Gibbs  erdachtes  Beispiel 
wollen  wir  im  folgenden  Paragraphen  behandeln. 
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§  69.   Speoieller  Pall,  wo  das  Prinoip  des  kleinsten  Zwanges 
mehr  leistet,  als  das  der  Yirtnellen  YersoMebnngen. 

Es  sei  eine  Fläche  F  gegeben,  welche  durch  den 
Coordinatennrspnmg  geht,  daselbst  senkrecht  auf  der  Ab- 
sciBsenaxe  steht  und  der  positiven  Abscissenrichtung  ihre 
concaye  Seite  zuwendet  Ein  beweglicher  materieller  Punkt 
Ton  der  Masse  m,  dessen  rechtwinkelige  Coordinaten  im  All- 
gemeinen x^y^x  heissen  sollen,  passire  zur  Zeit  ^  für  welche 
man  seine  Beschleunigung  sucht,  gerade  den  Coordinaten- 
nisprong  mit  der  Geschwindigkeit  v.  Der  Krümmungsradius 
des  Schnittes  der  Fläche  F  und  der  Ebene,  welche  v  und  die 
Abadssenaxe  enthält,  sei  R  Die  Bedingung,  welcher  der 
materielle  Punkt  unterworfen  ist,  bestehe  zur  Zeit  t  darin, 
dass  er  die  Fläche  jPnach  der  der  negativen  Abscissenrichtung 
zugewandten  Seite  nicht  überschreiten  darf,  sich  aber  nach 
der  positiven  Abscissenrichtung  hin  beliebig  von  derselben 
entfenien  kann.  Bei  Anwendung  des  Principes  der  virtuellen 
Verschiebung  ist  daher  Sy  und  dx  beliebig,  Sx  dagegen 
kann  ebenfalls  beliebige,  aber  nur  positive  Werthe  (incL  Null) 
annehmen.  Die  Belation  93)  fordert  daher,  dass  my"  ^Y 
imd  m «"  =s  Z  sei.  Da  ^  a;  nur  gleich  Null  oder  positiv,  und 
i'  Termöge  der  Bedingungen  des  Systems  gleich  oder  be- 
liebig grösser  als  i^\R  sein  kann  (vergL  §  18),  so  ist  die 
Belation  93)  immer  erf&llt,  falls  x  gleich  dem  grösseren 
der  beiden  Ausdrücke  ^\R  oder  X\m  oder  noch  grösser  ist 
Diese  Belation  lässt  also  völlig  unbestimmt,  ob  sich  nicht 
das  Bewegliche  schon  für  Werthe  des  X,  die  kleiner  als  die 
Centrifugalkraft  mi^\R  sind,  von  der  Fläche  loslöst  Die 
Unmöglichkeit  hiervon  kann  man  nur  indirect  daran  er- 
kennen, dass  dann  sofort  nach  der  Loslösung  das  Beweg- 
liche völlig  frei  und  seine  Beschleunigung  in  der  Abscissen- 
richtong  gleich  X/m,  also  kleiner  als  v^/R  werden  müsste,  so 
dass  es  sich  sofort  wieder  an  die  Fläche  anschliessen  müsste. 

Bei  Anwendung  des  Principes  des  kleinsten  Zwanges 
ist  weder  der  Ort,  wo  sich  der  materielle  Punkt  befindet, 
noch  sind  dessen  Geschwindigkeitscomponenten  zu  varüren. 
Die  Variationen  St/'  und  Sx"  der  Componenten   der  Be- 
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schleimignng  in   der  y-  und  ;e-Bichtimg  sind  willkürlich; 
daher  folgt  aus  der  Relation  179)  wieder  my"  =^7,  mxf'  ^  Z 
und  diese  reducirt  sich  auf 
181)  (mÄ"-.-y)iJx"^0. 

Die  Oeschwindigkeit  v  kann  keine  negative  Componente  in 
der  Abscissenrichtang  haben,  da  das  Bewegliche  Terhindert 
ist,  auf  die  Seite  der  negativen  Abscissenaxe  zu  gelangen. 
Sie  kann  aber  auch  keine  positive  Componente  in  der  Ab- 
scissenrichtung  haben,  da  das  Bewegliche  sonst  von  der 
Seite  der  negativen  Absdssen  kommen  müsste,  wenn  dessen 
Gfeschwindigkeit  nicht  eine  endliche  Bichtungsändenmg  er- 
fährt, was  wir  ausschliessen  wollen,  da  dazu  eine  unendliche 
Kraft  erforderlich  wäre.  Es  steht  also  die  Oeschwindig- 
keit V  senkrecht  auf  der  Abscissenrichtang  und  daher  ist 
die  Beschleunigung  af'  in  der  positiven  Absdssenriditung, 
wenn  sich  das  Bewegliche  gerade  in  der  Fl&che  F  bewegt^ 
gleich  t^/R  Das  Bewegliche  kann  sich  nicht  in  einer 
weniger  gekrümmten  oder  gar  nach  der  anderen  Seite  ge- 
krümmten Bahn  bewegen,  da  es  sonst  nach  deijenigen  Seite 
der  Fläche  F  gelangen  würde,  welche  der  negativen  Ab- 
scissenrichtung  zugewandt  ist  Es  kann  also  die  Beschleu- 
nigung keinen  negativen  und  keinen  kleineren  Werth  als 
i^lR  annehmen.  Dagegen  kann  die  Bahn  stärker  nach  der 
positiven  Abscissenseite  hin  gekrümmt,  also  af'  beliebig 
grösser  als  v'/E  sein.  Wir  erhalten  daher  f&r  Sx"  folgende 
Bedingungen:  Wenn  x'*  ^v^jR  v&i,  kann  Sm"  nur  gleich  Nufl 
oder  positiv  sein.  Wenn  dagegen  a!'>t^/R  ist,  so  ist  Sz'' 
ebenso  willkürlich  wie  Sy"  und  Sz'\ 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  wollen  wir  untersuchen, 
was  aus  dem  Principe  des  kleinsten  Zwanges,  das  sich  auf 
die  Relation  181)  reducirt  hat,  folgt  Wir  unt^rscheidea 
folgende  Fälle: 

1.  X  sei  negativ  oder  habe  einen  so  kleinen  positiven 
Werih,  dass  X/m  <  t^/R  ist  Dann  ist  in  181)  der  erste 
Factor  nothwendig  positiv,  A9,af'^t^lRist  Der  Fall,  dass 
fl^'  >  t^jR  ist,  ist  also  dann  durch  die  Belation  181)  auf- 
geschlossen, da  in  diesem  Falle  Saf'  und  damit  die  Unke 
Seite  von  181)  auch  negativ  sein  könnte«    In  diesem  Falle, 
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dass  X  negativ  oder  <  mv^jR  ist,  muss  also  x'  ==  v^jR  sein, 
d.  L  der  materielle  Punkt  bleibt  anf  der  Fläche,  was  mit 
der  Erfahrung  stimmt,  da  dann  in  der  That  die  äussere 
Kraft  entweder  nach  der  Seite  der  negativen  Abscissen  ge- 
richtet ist  oder,  wenn  sie  die  entgegengesetzte  Bichtung  hat, 
kleiner  ist  als  die  das  Bewegliche  an  die  Fläche  andrückende 
Centnfagalkraft. 

2.  Wäre  Xjm  >  t;*/-R,  so  wäre,  wenn  a/'  =  v^jR  wäre, 
der  erste  Factor  der  linken  Seite  der  Belation  181)  negativ. 
Da  Soi*  jedenfalls  positive  Werthe  haben  kann,  so  wäre  also 
diese  Relation  nicht  erfüllt  Dann  muss  also  x"  >  v^fR  sein. 
Da  aber  in  diesem  Falle  Sx''  positiv  und  negativ  sein  kann, 
so  kami  die  Belation  181)  nur  erf&llt  sein,  wenn  moi'^X 
ist  Das  Bewegliche  löst  sich  also  von  der  Fläche  ab  und 
bewegt  sich  so,  als  ob  es  frei  wäre.  Dies  stimmt  wieder 
mit  der  Erfahrung,  da  jetzt  die  Componente  der  Kraft, 
welche  das  Bewegliche  von  der  Fläche  hinwegtreibt,  grösser 
als  die  Centrifugalkraft  ist 

3.  Ist  endlich  X\m  =  f'/i^,  so  ist  jedenfalls  auch 
x'^t^jR  Denn  wenn  x">v^lR  wäre,  so  wäre  in  181) 
der  erste  Factor  positiv  und  der  zweite  könnte  auch  negativ 
sein.  Die  Bahn  des  Beweglichen  würde  dann  auch,  wenn 
es  frei  wäre,  die  Fläche  F  osculiren. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  folgt  sofortFolgendes. 
Ein  materieller  Punkt  bewege  sich  längs  einer  krummen 
Fläche,  welche  er  nach  der  concaven,  nicht  aber  nach  der 
anderen  Seite  hin  verlassen  kann.  Die  Componente  N  der 
von  aussen  auf  ihn  wirkenden  Erafl  senkrecht  zu  dieser 
Fläche  wachse  continuirlich  von  einem  Werthe,  der  kleiner 
als  mv^jR  ist,  zu  einem  grösseren  oder  springe  plötzlich  zu 
einem  solchen  über.  Dann  löst  sich  das  Bewegliche  im 
Momente,  wo  N^mv^/R  wird,  von  der  Fläche  mit  der 
Beschleunigung  N/m  los.  Aus  dem  Principe  des  kleinsten 
Zwanges  folgt  dies  unmittelbar  durch  seine  Anwendung  auf 
jeden  einzelnen  Moment  der  Bewegung,  aus  dem  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  aber  nur  durch  Zuziehung  fremd- 
artiger Betrachtungen,  z.  B.  über  die  Bewegung,  welche  sich 
dann  f&r  spätere  Zeitmomente  ergeben  würde. 

BoltimAHD,  MftchMiik  L  15 
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§  70.    Gleiohgawiclit  im  Bnlienutande,  wenn  eine  Kraft- 

fdnotion  existiri 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Gleichgewichts- 
bedingong  fttr  den  Bnheznstand,  wenn  die  gegebenen  Exäfte 
eine  E^aftfnnction  haben.    Dann  ist: 

y-       gF      ^  _       dV      ^  _       er 

und  aus  95)  folgt  SV^O  für  alle  mit  den  Bedingungen 
verträglichen  Veränderungen  der  Coordinaten. 

Es  ist  also  dann  der  die  Variationen  enthaltende  Aus- 
druck 95),  der  das  Kriterium  für  das  Gleichgewicht  liefert» 
die  vollständige  Variation  einer  Function  der  Coordinaten, 
welche  noch  die  natürlich  nicht  zu  varürende  Zeit  ezplicit 
enthalten  kann.  Durch  Angabe  dieser  einzigen  Function 
und  natürlich  der  Bedingungen  des  Systems,  wenn  solche 
vorhanden  sind,  kann  daher  die  Frage  nach  dem  Gleich- 
gewichte auf  eine  lediglich  mathematische  Aufgabe  zurück- 
geführt werden,  weshalb  man  der  Ej'afifunction  auch  den 
Namen  statisches  Potential  giebt  Wir  werden  im  zweiten 
Theile  sehen,  dass  in  vielen  Fällen  auch  die  Auffindung 
4er  Bewegung  des  Systems  durch  die  Forderung,  dass  eine 
einzige  Function,  die  dann  allerdings  noch  die  Geschwindig- 
keitscomponenten  enthält,  ein  Grenzwerth  sein  soll,  auf  eine 
rein  mathematische  Aufgabe  zurückgeführt  werden  kann. 
Jene  Function  werden  wir  dann  das  (mittlere)  kinetische 
Potential  nennen. 

Wenn  dauernde  Buhe  des  Systems  mit  den  Bedingungen 
desselben  vereinbar  ist  und  ein  statisches  Potential  existii% 
wird  also  das  System  immer  im  Gleichgewichte  bleiben, 
wenn  es  anfangs  in  Buhe  war  imd  die  erste  Variation  des 
statischen  Potentiales  für  keine  unendlich  kleine  mögliche 
Verschiebung  der  Punkte  negativ  ausfällt 

In  diesem  Falle  ist  auch  die  Definition  der  Stabilität 
oder  Labilität  des  Gleichgewichtes  eine  sehr  einfache.  Das 
Gleichgewicht  heisst  stabü,  wenn,  sobald  man  jedem  Punkte 
des  Systems  eine  sehr  kleine  Verschiebung  und  Geschwindig- 
keit ertheilt,  diese  zu  allen  späteren  Zeiten  sehr  klein  bleiben, 
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sobald  sich  das  System  unter  dem  EilBflusse  der  gegebenen 
explidten  Kräfte  weiter  bewegt^  wie  immer  die  ursprünglich 
erüieilte  Verschiebung  und  Geschwindigkeit  beschaffen  sein 
ma^  unter  der  Bedingung,  dass  ihre  Grösse  unterhalb  einer 
gewissen  Grenze  liegt  Ist  es  dagegen  möglich,  durch  irgend 
eine  beliebig  kleine,  den  Punkten  des  Systems  anfangs  er- 
theilte  Verschiebung  und  Geschwindigkeit  zu  bewirken,  dass 
diese  mit  der  Zeit  endliche  Lagenänderungen  und  Ge- 
Bchwindigkeiten  annehmen,  so  heisst  das  Gleichgewicht  labiL 
Der  erste  Fall  tritt  immer  eiu,  wenn  auch  mit  Berück- 
sichtigmig  der  imendlich  Kleinen  höherer  Ordnung  V  für 
alle  möglichen  sehr  kleinen  Coordinatenvariationen  nur 
podÜTe  Zuwächse  erfährt,  die  wachsen,  wenn  die  Coordi- 
DatenTaiiationen  einander  proportional  wachsen. 

Sei  Vq  der  VITerth  der  Kraflfunction  in  der  Buhelage. 
Es  werde  jedem  Punkte  eine  unendlich  kleine  Verschiebung 
nnd  Geschwindigkeit  ertheilt,  wodurch  die  Kraftfunction  den 
Werih  V^  +  A^  die  lebendige  Kraft  den  Werth  T^  annehmen 
BolL  Nun  bewege  sich  das  System  von  diesem  Anfangs- 
znstande ausgehend  den  Bewegungsgleichungen  entsprechend. 
Zu  i^end  einer  späteren  Zeit  t  sollen  Vq  +  A  und  T  die 
Werthe  der  Kraftfunction  und  lebendigen  Kraft  sein.  Dann 
ist  nach  dem  Elnergieprincipe 

A^  +  T^=:A  +  T. 
Es  kann  also  weder  A  noch  T  einen  grösseren  als  den  sehr 
kleinen  Werth  A^  +  T^  annehmen.  Da  aber  A  unserer  An- 
nahme gemäss  nothwendig  früher  über  den  Werth  ^,  der  ja 
beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  hinauswachsen  müsste, 
be?or  irgend  eine  Coordinate  einen  endlichen  Zuwachs  er- 
^tüire  und  auch  die  lebendige  Sjraft  T  nothwendig  einen 
grösseren  endlichen  Werth  erhält,  wenn  irgend  eine  Ge- 
sdiwiadigkeit  zu  einem  endlichen  Werthe  anwächst,  so 
mttssen  alle  Geschwindigkeiten  stets  sehr  klein  und  alle 
Coordinaten  sehr  nahe  gleich  ihrem  ursprünglichen  Werthe 
bleiben. 

Wenn  V  zwar  nicht  abnehmen  kann,  aber  bis  zu  einem 
endlichen  Zuwachse  einer  oder  mehi^rer  Coordinaten  con- 
stant  bleibt,  so  heisst  das  Gleichgewicht  indifferent.    Dann 

15* 
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kann  sich  das  System  nach  einer  unendlich  kleinen  Störung 
um  Endliches  aus  seiner  Lage  entfernen,  aber  keine  end- 
lichen Geschwindigkeiten  annehmen. 

Wenn  dagegen  V  abnehmen  kann,  so  wird  es,  wenn  es 
durch  eine  passende  Störung  eine  kleine  Abnahme  erfahrt^ 
bei  wachsender  lebendiger  Sjraft,  also  mit  wachsender  Gre- 
schwindigkeit  zu  immer  kleineren  Werthen  fortschreiten,  bis 
die  für  kleine  Werthe  geltenden  Formeln  überhaupt  nicht 
mehr  anwendbar  sind.    Das  Gleichgewicht  heisst  dann  labil. 

Ein  Jedermann  geläufiges  Beispiel  bietet  das  Gleich- 
gewicht eines  festen  Körpers  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere. 
Zieht  man  die  ^Aze  vertical  nach  abwärts  und  bezeichnet 
mit  ^  die  ^Coordinate  des  Schwerpunktes  des  Körpers,  mit 
p  dessen  Gewicht,  so  ist  F==  ^p^.  Gleichgewicht  findet  statt, 
wenn  bei  jeder  virtuellen  Verschiebung  des  Körpers  ^  abnimmt 
oder  nur  um  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  zunimmt 
Kommt  der  Schwerpunkt  bei  jeder  kleinen  möglichen  Ver- 
schiebung höher  zu  liegen,  so  ist  das  Gleichgewicht  stabil 
Giebt  es  kleine  Verschiebungen,  für  welche  der  Schwerpunkt 
sinkt  (Ei,  das  auf  der  Spitze  steht),  so  ist  das  Gleichgewicht 
labil.  Ein  Beispiel  des  indifferenten  Gleichgewichtes  bietet 
eine  Kugel  oder  ein  gerader  Kreiscylinder  auf  horizontaler 
Unterlage. 

§  71.    Bezeichnung  sammtlicher  Coordinaten  mit  gleichen 

Buchstaben. 

Das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen  oder  des 
kleinsten  Zwanges  können  wir  in  der  Form 


182)  ^^, 

schreiben,  wobei  u  =  0  oder  gleich  2  ist,  d.  h.  ganz  wegzu- 
lassen oder  durch  zwei  Striche  zu  ersetzen  ist,  je  nachdem 
es  sich  um  das  erstere  oder  letztere  Princip  handelt  Die 
Variationen  haben  dabei  die  Belation  86),  88),  169)  oder  180) 
zu  erfüllen,  welche  wir  in  der  Form 

183)  gfej;  8x1  +  flK  Syl  +  ^  Sxti  ^  0 
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schreiben  können  und  wobei  beide  Zeichen  gelten  oder  blos 
das  Gleichheitszeichen,  je  nachdem  dies  in  79)  oder  80)  der 
FaU  ist.  Die  |,  tj,  ^  können  in  die  Form  89)  gebracht  werden 
oder  nicht,  je  nachdem  die  betreffende  Bedingung  bolonom 
ist  oder  nicht  Es  ist  a  ^0  oder  2,  je  nachdem  wir  das 
Princip  der  virtaellen  Verschiebungen  oder  des  kleinsten 
Zwanges  benutzen. 

Wir  wollen  nun  eine  Veränderung  der  Bezeichnungs- 
weise einf&hren,  die  uns  einige  unnütze  Schreibereien  erspart. 
Wir  bezeichnen  die  Masse  des  ersten  materiellen  Punktes 
nach  Belieben  mit  m^,  m^  oder  m^j  so  dass  also  m^,  m^ 
and  m,  drei  untereinander  gleiche  Grössen  sind.  Die  recht- 
winkeligen Coordinaten  des  ersteren  materiellen  Punktes 
bezeichnen  wir  mit  2:^,  2:^,  o;,,  die  Componenten  seiner  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  mit  xi,X2,  (JcIq,  xi,  a>2,  xsj 
die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden  expliciten  Kräfte 
mit  2^,  X^,  X^,  alle  Componenten  natürlich  in  den  Coordi- 
natenrichtungen  verstanden.  Ebenso  bezeichnen  wir  die 
Xasse  des  zweiten  materiellen  Punktes  mit  m^,  m^  oder  m^^ 
wobei  natürlich  wieder  m^=im^  =  m^  ist  Seine  Coordinaten, 
Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungscomponenten  und  die 
Componenten  der  auf  ihn  wirkenden  expliciten  Kräfte  mit 
^ii  ^6,  x^j  a4,  ai,  x^,  x^j  «6,  ir&'  und  X^,  X&,  Xß.  So  fahren  wir 
fort  bis  zum  letzten  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  also 
mit  m3^_2  =  *»3«-i  =  *W3«  etc.  bezeichnet  wird. 

Die  Belation  1 82)  nimmt  jetzt  die  einfachere  Form  an 

m  2K4-^A)5a:;^0; 

Aal 

^  das  Gleichgewicht  im  Ruhezustände  aber,  wo  alle  Be- 
schleunigungen verschwinden,  erhält  man 

während  man  die  Bedingungen  188)  f&r  die  Variationen 
der  Coordinaten  in  der  Form  schreiben  kann 

186)  gV»  Sxl  ^  0, 

^  wir  auch  |J,  |*,  |^  ...  für  t][,  SJ,  S2  •••  schreiben  wollen. 
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§  72.    Bas  d'Alembert*flohe  Prinoip. 

Sei  ein  beliebiges  System  materieller  Pnnkte  gegebeo. 
Die  Bedingungsgleichiiiigen  seien  so  beschaffen,  dass  toU- 
kommene  Buhe  des  Systems  oder  wenigstens  das  Verschwin- 
den sämmtlicher  Geschwindigkeiten  und  Beschleonigangen 
sämmüicher  Punkte  des  Systems  zu  einer  bestimmten  Zeit  & 
damit  vereinbar  ist  Die  Bedingung,  dass  das  System  sich 
unter  dem  Einflüsse  der  darauf  wirkenden  Kräfte  zur  Zeit  & 
im  Buhezustande  im  Gleichgewichte  befinden  kann,  ist  durch 
die  Relation  185)  ausgedrückt  Ist  das  System  zur  selben 
Zeit  in  irgend  einer  Bewegung  begriffen,  so  sind  die  B6- 
wegungsgleichungen  durch  die  Belationen  184)  bestimmt 
Man  sieht  also  sofort,  dass  man  die  Bewegungsgleichungen 
erhält,  indem  man  in  den  Bedingungsgleichungen  ftlr  das 
Gleichgewicht  im  Buhezustande  einfach  statt  der  Compo- 
nenten  der  expliciten  £j*äite  X^  schreibt 

187)  ^  — m^aji', 

was  wir  die   erste  Form   des   d'Alembert'schen  Princips 
nennen  wollen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  sich  dasselbe  System  unter 
dem  Einflüsse  der  darauf  wirkenden  Kräfte  von  beliebigen 
Anfangsbedingungen  ausgehend  in  beliebiger  Weise  bewege, 
so  dass  also  die  die  Gesetze  der  Bewegung  bestimmende 
Belation  184)  gilt  Zur  Zeit  &  soll  nun  plötzlich  auf  jeden 
Punkt  des  Systems  zu  den  ohnehin  schon  darauf  wirkenden 
expliciten  Kräften  eine  Kraft  hinzugefügt  werden,  welche 
derjenigen  gerade  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  die  wir 
früher  im  §  84  die  Totalkraft  genannt  haben,  also  eine 
Kraft,  deren  Bichtung  der  augenblicklichen  Beschleunigung 
dieses  Punktes  entgegengesetzt  und  deren  Intensität  gleich 
dem  Producte  dieser  Beschleunigung  in  die  Masse  des  be- 
treffenden Punktes  ist;  mit  anderen  Worten,  deren  Compo- 
nente  in  der  Richtung  der  ^ten  Coordinate  gleich 

188)  —  nijiXjl 

ist     Wir  wollen  das  System  von  Kräften,  welches  durch 
Hinzuftlgung  dieser  E[räfte  zu  den  expliciten  Kräften  entr 
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steH  das  Eraftsystem  SB  nennen.  Zugleich  soll  jeder  Punkt 
in  Sähe  versetzt  werden.  Hierdurch  kommt  das  System 
sofort  ins  Gleichgewicht,  was  wir  die  zweite  Form  des 
d'Alembert'schen  Princips  nennen  wollen. 

Man  beweist  dies  leicht  in  folgender  Weise:  Die  ftte 
Componente  in  einer  der  Coordinatenrichtungen  ist  für  das 
Er&ftesystem  S 

189)  ^  =  JTfc  —  m^Xh. 

Man  erhält  also  aus  den  Bewegungsgleichungen  184),  welche 
ja  filr  die  wirkliche  Bewegung,  wie  sie  unter  dem  Einflüsse 
der  sie  erzeugenden  Kräfte,  deren  ^te  Componente  Xj^  ist, 
Tor  sich  gehen,  erf&llt  sein  müssen: 

190)  ^^kSxl^O. 


Dies  ist  aber  gemäss  185)  gerade  die  Bedingung,  dass  sich 
das  System  unter  dem  E^flusse  der  Kräfte  93  zur  Zeit  & 
im  Gleichgewichte  im  Ruhezustände  befinden  kann.  Die 
Kräfte  S  sind  übrigens  identisch  mit  den  Kräften,  welche 
wir  in  §  34  die  verlorenen  genannt  haben  und  welche  den 
Verbindungskräfben  gleich  imd  entgegengesetzt  gerichtet 
waren.  Die  Gomponenten  der  verlorenen  Kräfte  waren  ja 
durch  die  Ausdrücke  82)  gegeben,  welche,  wie  man  aus  81) 
ersieht,  mit  189)  identisch  sind.  Wir  können  daher  das 
System  der  expliciten  Kräfte  (^te  Componente  ^  X^  in  zwei 
Eräftesysteme  zerlegen:  das  der  totalen  Kräfte  (^te  Compo- 
nente =  m^Xh)  und  das  der  verlorenen  (^te  Componente 
=  Za  — mhO^').  Das  erste  System  ist  so  beschaffen,  dass 
die  auf  jeden  einzelnen  Punkt  wirkenden  Kräfte  diesem, 
weim  er  vollkommen  frei  wäre^  genau  diejenigen  Beschleu- 
sigungen  ertheilen  würden,  die  er  wirklich  zur  betreffenden 
Zeit  er&hrt  Das  letztere  Kraftsystem  ist  dem  Systeme  der 
Verbindungskräfte  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  Es 
würde  sich,  wenn  das  materielle  System  momentan  zur  Ruhe 
gelangen  würde^  an  diesem  immer  das  Gleichgewicht  halten, 
wenn  zur  betreffenden  Zeit  Buhe  des  Systems  überhaupt 
mit  den  Bedingungen  vereinbar  wäre.  Wir  wollen  dies  die 
dritte  Form  des  d'Alembert'schen  Princips  nennen. 
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Dasselbe  entspricht  dem  schon  in  der  Anmerkung  auf 
S.  131  (§  35)  bewiesenen  Satze,  dass  es  nie  eine  mö^che 
Bewegung  giebt,  welche  die  yerlorenen  Kräfte  gegenüber 
der  wirklichen  anstreben.  Es  ist  klar,  dass  Sjraft^e,  welche 
den  Verbindungskräiten  entgegengesetzt  gleich  sind,  durch 
diese  aufgehoben  werden  können  und  sich  daher  das  Gleich- 
gewicht halten. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  Kräfte  als  Functionen 
der  Geschwindigkeiten  oder  anderer  den  Zustand  des  Systems 
bestimmender  Grössen  gegeben  sind.  Wenn  wir  sagen,  wir 
versetzen  das  System  plötzlich  in  Ruhe  und  lassen  dieselben 
Ejräfte  darauf  wirken,  so  meinen  wir  natürlich  nicht,  dass 
die  Kräft;e  dieselben  Functionen  der  Geschwindigkeiten  oder 
dieser  anderen  Grössen  bleiben  sollen,  sondern  dass  die  auf 
jeden  Punkt  wirkende  Kraft  durch  den  gleichen  gleich  ge- 
richteten Yector  dargestellt  werden  solL  Wenn  die  E[]^fte 
blos  Functionen  der  Lage  und  der  Zeit  sind,  so  tritt  dies  in  der 
That  ein,  wenn  diese  Functionen  ungeändert  bleiben,  da  wir 
ja,  als  wir  das  System  plötzlich  in  Buhe  versetzten,  nicht  die 
Lage  seiner  Theile,  wohl  aber  die  Geschwindigkeiten  änderten. 

Wir  können  endlich  noch  folgenden  Satz  aussprechen, 
den  wir  (allerdings  im  uneigentlichen  Sinne)  die  vierte  Form 
des  d'Alembert' sehen  Princips  neimen  wollen:  Wenn  sich 
gewisse  Kräfte  am  ruhenden  Systeme  das  Gleichgewicht 
halten,  so  verändern  sie,  zu  anderen  Elräften  hinzugefugt 
die  durch  letztere  erzeugte  Bewegung  nicht  Wenn  sich  die 
Bedingungen  mit  der  Zeit  ändern,  muss  man  sagen,  dass 
die  durch  gewisse  Kräfte  zu  irgend  einer  Zeit  erzeugte 
Beschleunigung  des  Systems  durch  Hinzufligung  anderer 
Kräfte  nicht  verändert  wird,  wenn  sich  jene  anderen  Kräfte 
zur  selben  Zeit  an  dem  in  gleicher  Lage  ruhenden  Systeme 
das  Gleichgewicht  halten  würden.  Wir  wollen  den  übrigens 
leichten  Beweis  dieses  Satzes  später  nachholen. 

§  73.    Definition  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  an  einem 

bewegten  Systeme. 

Damit  alle  diese  Sätze,  welche  wir  die  verschiedenen 
Formen   des   d'Alembert'schen   Princips   genannt  haben 
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auch  in  dem  Falle  einen  Sinn  behalten,  wo  Bnhe  aller 
Punkte  des  Systems  mit  den  Bedingongen  desselben  nicht 
Tereinbar  ist^  muss  eine  Definition  des  Gleichgewichtes  von 
Kräften  an  bewegten  Körpern  aufgestellt  werden,  das  man 
jedenfalls  nicht  auf  den  Fall  beschränken  kann,  wo  keiner 
der  Punkte  des  Systems  eine  Beschleunigung  erfährt.  Es 
bleiben  alle  diese  Sätze  mit  verhältnissmässig  geringen  Modi- 
ficationen  richtig,  wenn  man  von  dem  Gleichgewichte  von 
Eiäften  folgende  ganz  allgemeine  Definition  aufstellt^  welche, 
falls  das  System  ruht,  mit  der  früher  vom  Gleichgewichte 
im  Ruhezustande  aufgestellten  zusammenfällt,  diese  also  als 
Specialfall  in  sich  begreift,  aber  auch  auf  den  Fall  anwend- 
bar ist,  dass  Buhe  des  Systems  gar  nicht  mit  den  Be- 
dingungen vereinbar  ist 

Sei  ein  materielles  System  gegeben.  Buhe  desselben 
kann  mit  den  Bedingungen  vereinbar  sein  oder  nicht  Falls 
keine  expliciten  Kräfte  vorhanden  sind,  wird  bei  gegebener 
Anfangslage  und  Grösse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keiten sämmtlicher  materiellen  Punkte  eine  gewisse  Bewegung, 
also  eine  gewisse  Beschleunigung  sämmtlicher  Punkte  ein- 
treten. Wenn  nun  trotzdem,  dass  bestimmte  explicite  Kräfte 
wirken,  dasselbe  System  bei  gleichen  Bedingungen,  gleicher 
Lage,  gleicher  Grösse  und  Richtung  sämmtlicher  Geschwindig- 
keiten zu  einer  bestimmten  Zeit  wieder  dieselbe  Bewegung 
macht,  genauer  gesprochen,  wenn  daran  zu  dieser  Zeit  genau 
wieder  dieselben  Beschleunigungen  eintreten,  so  wollen  wir 
sagen,  jene  expliciten  Kräfte  halten  sich  an  dem  Systeme 
zvL  dieser  Zeit  das  Gleichgewicht,  gerade  so  wie  wir  für  einen 
einzelnen  freien  materiellen  Punkt  sagen,  dass  sich  die  auf 
ihn  wirkenden  Kräfte  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  er  sich 
geradUnig  und  gleichförmig  bewegt,  wie  er  es  bei  Abwesen- 
heit aller  Kräfte  thut 

Wenn  keine  expliciten  Kräfte  vorhanden  sind,  erhält 
man  aus  184) 

Wenn  sich  gewisse  Kräfte  (ihre  hie  Componente  nach  einer 
Coordinatenaxe  heisse  X^   nach   unserer  neuen   Definition 
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das  Gleichgewicht  halten  sollen,  so  muss  für  die  gleiche 
Bewegung 

Ä=8ii 

2  {"^hXk  —  Xi)  8x1  ^  0, 
daher 

%s8n  As8n 

192)  ^XUxl^'^m^TfiSxl 

sein.  In  den  Fällen,  wo  liberall  nur  die  Gleichheitszeichen 
gelten,  folgt  hieraus  und  aus  191) 

193)  ^Xl  8x1  =  0. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist  also  durch  dieselbe 
Relation  (95)  gegeben,  wie  bei  der  früheren  Definition,  und 
alle  yier  Formen  des  d'Alembert'schen  Pnncips  bleiben 
unverändert  giltig.  Man  erhält  wieder  aus  der  Gleichgewichts- 
bedingung 193)  die  Bewegungsgleichungen,  indem  man  dann 

194)  Xn'-m^TÜi^T  XI 

schreibt  Die  verlorenen  Kräfte,  deren  Ate  Componente 
Xn  —  m^  x!^  ist,  welche  man  also  erhält,  wenn  man  ausser  den 
expUciten  Kräften  noch  die  negativ  genommenen  totalen,  also 
auf  jeden  Punkt  noch  eine  Kraft  wirken  lässt^  die  entgegen- 
gesetzt wie  dessen  Beschleunigung  ist  und  deren  Intensität 
das  Product  aus  der  Masse  des  Punktes  in  seine  Beschleu- 
nigung ist,  müssen  bei  jeder  Bewegung  die  Bedingung  193) 
erfbUen,  also  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Man  kann  die 
expUciten  Kräfte  immer  als  die  Superposition  der  negativ 
genommenen  letzteren  (der  positiv  genommenen  totalen)  und 
der  verlorenen  betrachten. 

Wenn  sich  endlich  irgend  welche  Kräfte  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  erfüllen  sie  die  Bedingung  193).  I^ügt 
man  sie  daher  zu  beliebigen  anderen  hinzu,  so  sieht  die  fiir 
die  Summe  beider  Kräfte  gebildete  Relation  184)  genau  so 
aus,  wie  die  für  die  anderen  Kräfte  allein  gebildete,  und  da 
diese  Belation  die  Bewegung  vollständig  bestimmt,  so  wird 
auch  die  durch  die  anderen  Kräfte  allein  bewirkte  Bewegung 
durch  die  Hinzuf&gung  der  im  Gleichgewichte  befindlichen 
Kräfte  nicht  verändert     Man  sieht  sofort,  dass  dieser  Be- 
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weis  auf  Kräfte,  die  sich  nach  der  alten  Definition  am  ruhen- 
den Systeme  das  Gleichgewicht  halten,  auch  anwendbar  ist, 
wenn  unter  den  Bedingungen  Ungleichungen  vorkommen. 

Bei  Kräften,  die  sich  nur  nach  der  neuen  Definition 
das  Gleichgewicht  halten,  erfahren  aber  diese  Sätze  einige 
Beschränkung,  wenn  auch  Ungleichheitszeichen  zulässig  sind. 
Zunächst  wird  wegen  191)  die  Selation  184)  sicher  erfüllt 
sein,  wenn  gewisse  Kräfte  die  Relation 

195)  ^$XlSzt^O 


erfüllen.  Bezeichnen  wir  die  Componenten  X^  —  mn  xi  der 
Terlorenen  Ejräftie  mit  Xj,  so  erfüllen  sie  aber  nach  184) 
die  Relation  195).  Die 'verlorenen  Kräfte  halten  sich  also 
sicher  wieder  das .  Gleichgewicht  Das  d'Alembert'sche 
Princip  bleibt  in  der  Fassung,  die  wir  seine  zweite  und  dritte 
Form  nannten,  richtig,  selbst  wenn  Verschwinden  aller  Ge- 
schwindigkeiten und  Beschleunigungen  gar  nicht  mit  den 
Bedingungen  des  Systems  vereinbar  ist  In  Worten  aus- 
gedrückt: lässt  man  ausser  den  ezpliciten  Kräften  noch  die 
negativen  totalen,  d.  h.  noch  auf  jeden  Punkt  eine  Ej'aft 
wirken,  welche  gleich  der  mit  der  Masse  multiplicirten  Be- 
schleunigung und  der  letzteren  entgegengesetzt  gerichtet  ist, 
so  tritt  Gleichgewicht  ein.  Die  ezpliciten  Kräfte  sind  die  Super- 
position  der  diesen  entgegengesetzten  (der  positiven  totalen) 
und  der  im  Gleichgewichte  befindlichen  verlorenen  Kräfte. 

Dagegen  gelten  die  Sätze,  welche  wir  die  erste  und 
vierte  Form  des  d'Alembert'schen  Principes  genannt 
haben,  nicht  mehr,  da  ja  die  Gleichung  185)  diejenige  ist, 
aus  welcher  die  Bewegungsgleichungen  durch  die  Ver- 
tauschung  187)  gewonnen  werden,  wogegen  das  Gleich- 
gewicht durch  die  Relation  192)  bestimmt  wird,  welche  nicht 
mit  1 85)  identisch  ist  und  auch  nicht  mehr  Garantie  giebt, 
dass  durch  EUnzuftlgung  von  Kräften,  die  ihr  genügen,  zu 
anderen  die  von  jenen  anderen  Kräften  erzeugte  Bewegung 
nicht  verändert  wird. 

Da  stets  die  Totalkräfte  dieselbe  Bewegung  des  Systems 
erzeugen,  wie  die  ezpliciten,  so  sind  beide  einander  immer 
bezüglich  des  Systems  äquivalent 
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Ich  üajid  ausser  der  gegebenen  Definition  des  Gleich- 
gewichtes keine,  welche  auch  auf  den  Fall  anwendbar  wäre^ 
wo  das  Verschwinden  aller  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen gar  nicht  mit  den  Bedingungen  des  Systems  ver- 
einbar ist  Ist  es  mit  diesen  vereinbar,  so  könnte  man  auch 
die  Definition  des  Gleichgewichtes  im  Ruhezustände  in  einer 
anderen  Weise  so  erweitem,  dass  sie  sich  auf  den  Be- 
wegungszustand erstreckt.  Man  könnte  als  Kräfte,  die  sich 
am  bewegten  Systeme  das  Gleichgewicht  halten,  solche 
definiren,  die  sich  zur  gleichen  Zeit  an  dem  in  gleicher 
Lage  ruhenden  Systeme  das  Gleichgewicht  halten  würden, 
was  wir  die  zweite  Definition  des  Gleichgewichtes  von 
Kräften  an  einem  bewegten  Systeiiie  nennen  wollen.  Dann 
wäre  das  Gleichgewicht  durch  die  Eelation  195)  gegeben 
und  man  hätte  den  Vortheil,  dass  das  d'Alembert'sche 
Princip  in  allen  vier  Formen  richtig  bleiben  würde,  aber 
den  Nachtheil,  dass  die  Definition  im  Falle,  wo  Kühe  des 
Systems  mit  dessen  Bedingungen  nicht  vereinbar  ist,  nicht 
anwendbar  wäre,  was  doch  wünschenswerth  wäre,  wenn  man 
wie  so  häufig  den  folgenden  Satz  als  allgemein  gültig  hin- 
stellt: Jedes  bewegte  System  kommt  sofort  ins  Gleichgewicht, 
wenn  man  nebst  den  ohnedies  wirkenden  Kräften  auf  jeden 
Punkt  noch  eine  Ej'aft  wirken  lässt^  die  der  Beschleunigung 
desselben  entgegengesetzt  gerichtet  und  deren  Intensität  gleich 
der  mit  der  Masse  multiplicirten  Beschleunigung  ist 

Da  aus  den  Relationen  191]  und  195)  nothwendig 
192)  folgt,  so  müssen  Kräfte,  die  sich  nach  der  zweiten 
Definition  das  Gleichgewicht  halten,  es  nothwendig  auch 
nach  der  ersten  thun,  was  übrigens  schon  aus  der  ersteo 
Definition  selbst  folgt,  da  sie  ja  die  Ruhe  des  Systems  nicht 
stören  und  diese  jedenfalls  auch  ohne  explicite  Kräft;e  mög- 
lich ist  Es  können  sich  aber  Kräfte  nach  der  ersten  De- 
finition auch  das  Gleichgewicht  halten,  wenn  Relation  195) 
nicht  erfüllt  ist,  sondern  die  linke  Seite  von  195)  positiv 
ist,  so  laDge  sie  nur  kleiner  als  die  recht«  von  192)  ist 
Dann  halten  sich  die  betreffenden  Kräfte  nach  der  zweiten, 
nicht  aber  nach  der  ersten  Definition  das  Gleichgewicht 
Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  sich  eine  Kugel  der  concaven  Seite 
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einer  starren,  glatten,  gekrümmten  Wand  anliegend  bewegt 
Eine  senkrecht  nach  der  concaven  Seite  der  Wand  wirkende 
Kraft  ändert  die  Bewegung  der  Engel  nicht,  so  lange  sie  kleiner 
als  die  Centrifagalkraft  ist,  würde  aber  die  ruhende  Kugel 
nicht  im  Gleichgewichte  erhalten.  Eine  solche  Kraft  kann 
auch,  obwohl  sie  sich  nach  der  ersten  Definition  im  Gleich» 
gewichte  befindet,  doch  zu  anderen  Kräften  hinzugefügt^  die 
Ton  jenen  anderen  Kräften  erzeugte  Bewegung  yerändem, 
wenn  ihre  Hinzuf&gung  bewirkt,  dass  eine  schon  früher 
senkrecht  nach  der  concaven  Seite  gerichtete  Ej'afb  nun 
grösser  als  die  Centrifugalkraft  wird. 

Die  Lehre  vom  Gleichgewichte  der  Kräfte  bezeichnet 
man  als  die  Statik,  die  von  der  Bewegung  der  Körper  als 
die  Dynamik,  wobei  wir  es  unentschieden  lassen  können, 
ob  die  Fälle,  wo  sich  Kräfte  an  bewegten  Systemen,  nament- 
lich im  Falle,  dass  die  Bedingungen  Buhe  derselben  gar 
nicht  zulassen,  das  Gleichgewicht  halten,  in  die  Statik  oder 
Dynamik  gehören,  da  wir  die  Probleme  der  Statik  und 
Dynamik  ohnedies  immer  unter  einem  behandeln  werden. 


74.  Anwendung  der  Methode  der  Multiplioatoren  auf  den 
allgemeinsten  Fall,  dass  beliebige  holonome  oder  nicht  holo* 
&ome  Bedingongsgleichungen  oder  Ungleichungen  bestehen. 

Wir  sahen,  dass  das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  bis 
auf  gewisse  singulare  Fälle  die  Bewegung  immer  eindeutig 
bestimmt  Dieses  Princip  wird  ausgedrückt  durch  die  Re- 
lation 184)  mit  den  Bedingungen  186),  deren  G^sammtzahl 
<^  sei,  worin  aber  überall  c;  =  2  gesetzt  werden  muss. 
Wenn  wir  daher  eine  Lösung  gefunden  haben,  welche  die 
Belation  184)  für  alle  den  Bedingungen  186)  genügenden 
Werthe  der  Variationen  erfüllt,  so  ist  sie  die  Lösung  des 
mechanischen  Problems,  falls  sie  auch  noch  so  viel  Con- 
stanten besitzt,  dass  man  allen  möglichen  Anfiangsbedingungen 
genügen  kann. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  eine  solche  ganz  allgemeine 
Lösung  mittelst  der  Methode  der  unbestimmten  Multiplioa- 
toren gefunden  werden  kann.  Von  den  <t  Bedingungen  für 
die  wirkliche  Bewegung  können  die  holonomen  in  der  Form 
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196)  9?,  (t,  iCj,  a;,  . . .  a:,  J  ^  0, 
die  nicht  holonomen  aber  in  der  Form 

197)  n+^JkXk^O 

geschrieben  werden«  Um  die  Stilisirung  der  späteren  Theo- 
reme zu  yereinfjEu^hen,  denken  wir  uns  wie  bisher  das 
Zeichen  der  Functionen  9,  t  und  |  der  linken  Seite  in  196) 
und  197)  immer  so  gewählt,  dass  dieselbe  ^0,  niemals 
dass  sie  ^0  ist  Wir  wollen  f&r  den  Augenblick  in  allen 
diesen  crBelationen,  welche  die  tr  Bedingungen  des  Systems 
ausdrücken,  das  Gleichheitszeichen  gelten  lassen,  so  dass  wir 
also  statt  der  Relationen  196)  und  197)  durchaus  die  folgenden 
gelten  lassen: 

198)  ?Pi  (<>  a^ii  «2  •  •  •  a^  J  =*  0, 

199)  r, +*^^*|Ui  -  0. 
Dazu  fügen  wir  noch  die  Gleichungen 

200)  tn^aji'-  -X»  -.jgAili  =  0, 

worin  dem  h  alle  Werthe  von  1  bis  3  n  ertheilt  werden  können. 
Für  diejenigen  Bedingungen,  welche  die  Form  197)  haben, 
ist  in  der  letzten  Gleichung  |j^  der  auch  in  197)  dort  so  be- 
zeichnete Coefiicient  Für  die  Bedingungen  yon  der  Form  196) 
aber  ist  |i  eine  Abkürzung  für  d  tpjd  o^.  Es  gelten  dann  die 
Gleichungen  89).  Aus  den  8  n  +  er  Gleichungen  198),  199) 
und  200)  können  wir  im  Allgemeinen  die  8  n  -h  <r  Grössen  x" 
und  X  bestimmen.  Ueber  die  singulären  Fälle,  wo  diese  Be- 
stimmung auf  Schwierigkeiten  stösst,  gilt  das  am  Schlüsse 
des  §  48  Gesagte  und  es  ist  hier  wieder  nicht  möglich,  auf 
dieselben  einzugehen«  Nehmen  wir  an,  wir  hätten  die 
Gleichungen  198),  199)  und  200)  allgemein  gelöst 

Für  alle  Werthe  der  Integrationsconstanten  und  der 
Zeit,  für  welche  dabei  kein  k  positiT  wird,  dessen  Index  gleich 
dem  einer  solchen  Relation  ist,  für  welche  auch  das  Un- 
gleichheitszeichen  gilt,  ist  die  gefundene  Lösung  die  des 
mechanischen  Problems,  da  sie  der  Relation  184)  mit  den 
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Bedingongen  186)  in  der  That  genügt  und  diese  die  Lösung 
der  mechanischen  Aufgabe  eindeutig  bestimmt,  abgesehen 
von  den  schon  erwähnten  Singularitäten.  Multipliciren  wir 
nämlich  die  Gleichung  200)  mit  Sai  und  addiren  alle  so 
f&r  alle  h  folgenden  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

2  th  ^^h  ist  nun  für  alle  l,  für  welche  in  der  betreffenden 

Relation  186)  nur  das  Gleichheitszeichen  gilt,  gleich  Null, 
ftr  alle  anderen  negatiy  (incL  Null).  Es  folgt  also  in  der 
That  die  Belation  184).  Da  nun  die  gefundene  Lösung 
auch  die  erforderliche  Zahl  yon  Integrationsconstanten  ent- 
hält, so  ist  sie  die  allgemeine  Lösung  der  mechanischen 
Au^be.^)  Specielle  Beispiele  gaben  wir  schon  in  §  41  und 
zum  Schlüsse  yon  §  43. 

Würde  für  einige  (sagen  wir  tr')  der  Werthe  der  /,  für 
welche  in  den  Relationen  196)  oder  197)  auch  das  Un- 
gleichheitszeichen  gilt,  \  positiy,  so  wäre  die  entsprechende 
Gleichung  aus  den  Gleichungen  198)  oder  199),  aber  auch 
das  mit  dem  entsprechenden  k  behaftete  Glied  aus  den 
Gleichungen  200)  wegzulassen.  Denn  wenn  die  Bewegung 
der  entsprechenden  Gleichung  198)  oder  199)  gemäss  er- 
folgen würde,  so  würde  yon  der  Vorrichtung,  die  die  be- 
treffende Belation  herstellt,  eine  Widerstandskraft  gefordert, 
die  sie  nur  zu  leisten  yermöchte,  wenn  sie  auch  zu  yer- 
bindem  yermöchte,  dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  196) 
oder  197)  grösser  als  Null  wird;  daher  geschieht  die  wirk- 
liche Bewegung  unbekümmert  um  diese  Vorrichtung. 

Wir  haben  nun  nur  mehr  Sn  +  (t  —  </  Gleichungen, 
aber  auch  nor  mehr  3n  +  a  -^  a'  Unbekannte.  Die  aus 
diesen  Gleichungen  folgenden  Werthe  der  Unbekannten 
nennen  wir  die  Lösungswerthe.    Dieselben  befriedigen  die 

')  Jede  der  Coordmaten,  die  wir  una  durch  eine  der  Relationen 
198)  eliminirt  denken,  bringt  keine,  jede  durch  199)  eliminirte  eine, 
jede  andere  Coordinate  zwei  Integrationaconstanten  hinein  und  man 
sieht  leicht,  daas  es  ebensoyiele  yoneinander  unabhängige  Anfangs- 
werthe  giebt 
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Selation  184)  unter  den  Bedingungen  186)  sowohl  für  <ir=  0, 
als  auch  f&r  c;  =  2.  Für  a^2  ist  diese  Relation  der  Aus- 
druck des  Princips  des  kleinsten  Zwanges.  Dieses  giebt  eine 
Grösse  an,  welche  immer  für  die  wirkliche  Bewegung  ein 
absolutes  Minimum  sein  mnss  und  nicht  mehrerer  Minima 
fähig  ist.  Da  wir  also  Beschleunigungen  gefunden  haben,  für 
welche  ein  solches  Minimum  eintritt,  so  wissen  wir  sicher, 
dass  sie  die  richtige  Lösung  des  mechanischen  Problems 
bilden,  dass  also  die  Werthe,  welche  wir  die  Lösungswerthe 
genannt  haben,  die  wirkliche  Bewegung  darstellen.  Diese 
Werthe  geben  also  die  Lösung  der  Aufgabe  im  allgemeinsten 
Falle  mit  der  einzigen  Ausnahme  der  singulären  Fälle,  von 
denen  am  Schlüsse  des  §  48  die  Rede  war. 

Wären  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  und  G-e- 
schwindigkeitscomponenten  so  beschaffen,  dass  das  System 
schon  zu  Anfang  der  Zeit  mit  irgend  einer  Vorrichtung  gar 
nicht  in  Verbindung  wäre  oder  sich  im  Momente  des  Zeit- 
anfangs bereits  löste,  so  wäre  die  betreffende  Bedingungs- 
gleichung schon  Yon  Anfang  der  Zeit  an  gar  nicht  mehr  zu 
berücksichtigen.  Das  Kriterium  dafür,  dass  eine  Vorrichtung 
ganz  ausser  Wirksamkeit  ist,  besteht  immer  darin,  dass 
durch  die  ihr  entsprechende  Relation  sämmtlichen  Beschleu- 
nigungen gar  keine  Beschränkung  auferlegt  wird,  da  das 
Princip  des  kleinsten  Zwanges  die  einzige  die  Bewegung 
immer  eindeutig  bestimmende  Relation  ist. 

Sobald  eine  solche  Beschränkung  wieder  eintritt,  tritt 
das  System  mit  der  betreffenden  Vorrichtung  wieder  in 
Wechselwirkung  und  sie  ist  unter  die  a  Relationen  einzu- 
beziehen.  Wenn  zudem  das  betreffende  l  negativ  wird, 
so  ist  auch  die  entsprechende  Gleichung  198)  oder  199) 
unter  diese  Gleichungen  und  auch  das  entsprechende  X  ent- 
haltende Glied  in  Gleichung  200)  einzubeziehen. 

Wenn  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  zu  An- 
fang oder  im  Momente,  wo  das  System  mit  irgend  einer 
Vorrichtung  wieder  in  Wechselwirkung  tritt,  so  beschaffen 
sind,  dass  ohne  endliche  Aenderungen  der  Grössen  oder 
Richtungen  der  G^chwindigkeiten  (ohne  unendliche  Be- 
schleunigungen)   die    Bedingungs^eichungen    im    nächsten 
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Momente  nicht  mehr  erfüllt  sein  können,  so  kann  die  Auf- 
gabe mittelst  der  Gleichungen,  die  wir  bisher  aus  dem  Bilde 
abgeleitet  haben,  nicht  mehr  gelöst  werden.  Doch  spricht 
dies  nicht  gegen  das  Bild,  da  durch  näheres  Eingehen  in 
dasselbe  neue  zur  Lösung  der  Aufgabe  geeignete  Gleichungen 
gewonnen  werden  können.  Man  muss  berücksichtigen,  dass 
die  starren  Verbindungen  etwas  dehnsam,  die  starren  Körper 
etwas  deformirbar  sind,  eventuell  auch  dass  Molekülar- 
bewegungen  in  den  Körpern  und  der  Vorrichtung  entstehen 
können.  Ein  Beispiel  hierfür  liefert  ein  fester  Körper,  der 
in  einer  imdurchdringlichen  Schale  schief  gegen  die  Wand 
derselben  anprallt  und  sich  dabei  nach  den  Gesetzen  des 
elastischen  oder  unelastischen  Stosses  yerhält 

Ist  das  System  anfangs  mit  allen  Vorrichtungen  in 
Wechselwirkung,  so  erfolgt  die  gänzliche  Loslösung  yon 
irgend  einer  Vorrichtung,  wenn  sich  die  ezpUciten  Kräfte 
continuirUch  ändern,  jedesmal  schon  in  dem  Momente,  wo  X 
durch  Null  zu  einem  positiven  Werthe  übergeht. 

Im  Falle  des  Gleichgewichtes  im  Ruhezustande  müssen 
alle  Beschleunigungen  gleich  Null  sein;  daher  gehen  die 
allgemeinen  Gleichungen  200)  über  in 

Jedesmal,  wenn  es  Werthe  der  l  giebt,  welche  für  die  in 
Bede  stehenden  ezpliciten  Kräfte  diese  Gleichungen  erfüllen, 
und  wenn  die  X,  welche  solchen  Bedingungen  entsprechen, 
die  auch  das  Ungleichheitszeichen  enthalten,  nicht  positiv 
sind,  so  ist  das  System  unter  dem  Einflüsse  dieser  ez- 
pliciten Kräfte  im  Gleichgewichte,  wenn  es  anfangs  ruhte. 
Natürlich  ist  dabei  wie  immer  vorausgesetzt,  dass  die 
Functionen  ^p,  r  und  |  der  linken  Seite  von  196)  und  197) 
schon  von  Anfang  an  stets  mit  solchem  Zeichen  gewählt 
wurden,  dass  jede  Bedingung  dahin  geht^  dass  diese  linke 
Seite  ^0,  niemals  ^  ist 
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Sr*i  haV  idi  die  Motto  au»  Ootth»  gwwähU, 
Dann  mShtr  tiniu  wu»ammeitguMU\ 
Nun  la»  ich  die  Dichtungen  Hüne», 
Doch  Motto  fand  idi  drin  ketnee. 

Im  Yorliegenden  11.  Teile  der  Vorlesungen  über  Mechanik 
habe  ich  mir  die  Behandlung  des  Prinzips  der  kleinsten 
Wirkung,  der  Hamiltonschen  Prinzipe,  sowie  der  damit 
zusammenhängenden  Arbeiten  you  Helmholtz,  Holder, 
Voss  und  anderen  zur  Aufgabe  gemacht  Doch  habe  ich 
das  Hauptgewicht  immer  auf  den  physikalischen  Sinn  und 
den  Zusammenhang  mit  den  Sätzen  der  theoretischen  Physik^ 
nicht  auf  die  rein  mathematische  Deduktion  gelegt  Bezüg- 
lich der  Er^lnzungen^  welche  notwendig  sind,  iJle  Zweifel 
an  die  mathematische  Strenge  der  Beweise  zu  beseitigen, 
Yerweise  ich  auf  die  Arbeiten  der  Mathematiker;  mir  war 
immer  die  physikalische  Anschaulichkeit  die  Hauptsache. 

Besondere  Berücksichtigung  mußten  da  die  Beziehungen 
der  Wirkungsprinzipe  zur  Gastheorie,  Wärmetheorie  und 
Elektrizitätslehre,  sowie  die  Maxwell-,  Helmholtz-  und 
Hertz  sehen  Sätze  über  zyklische  Systeme  finden.  Doch 
bin  ich  nirgends  in  spezielle  Physik  eingegangen,  sondern 
habe  die  Entwicklung  nur  so  weit  geführt,  daß  dann  die 
Physik  anknüpfen  k&nu. 

Oerade  die  Hamiltonschen  Prinzipe  der  stationären 
und  yariierenden  Wirkung  setzen  keinerlei  andere  Kenntnis 
Toraus,  als  die  der  Gesamtenergie  als  Funktion  aller  Va- 
riabein, von  denen  sie  abhängt  Sie  gestatten,  wenn  die  Ge- 
samtenergie in  dieser  Weise  gegeben  ist,  die  Ableitung  aller 
Gleichungen  für  alle  in  Frage  kommenden  zeitlichen  Ver- 
änderungen. Dieselben  stellen  daher  die  einzige  einwurfsfrei 
begründete,  in  allen  Fällen  ohne  weitere  Kommentare  un- 
zweideutig anwendbare  Energetik  dar. 

Der  Begriff  der  mathematischen  Variation  schien  mir 
dadurch  an  Anschaulichkeit  zu  gewinnen,  daß  ich  daran  den 
der  physikalischen,  der  Aneinanderreihung  unendlich  vieler 


VI  Vorwort 

mathematischer  Variationen  zu  einer  endlichen  Zustandsände- 
rang  knüpfte,  wie  derselbe  besonders  in  der  Wärmetheorie  bei 
Betrachtung  der  mechanischen  Analogien  des  zweiten  Haupt- 
satzes derselben  in  Verwendung  kommt  Andererseits  wurde 
ihm  auch  die  Theorie  kleiner  endlicher  Störungen  bei  der 
Methode   der  Variation   der  Eonstanten  gegenübergestellt 

Aus  dem  Hamiltonschen  Prinzipe  der  stationären 
Wirkung  leite  ich  die  Lagrangesche  Gleichung  für  genera- 
lisierte Koordinaten  ab,  welche  zur  Entmcklung  der  allge- 
meinen Theorie  der  Bewegung  starrer  Körper ,  dann  zur 
Einführung  elliptischer  Koordinaten  und  zur  Ableitung  der 
Theorie  der  Belativbewegung  benutzt  werden. 

Wichtige  Anregung  verdanke  ich  dem  Artikel  Voss'  über 
diesen  Gegenstand  in  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften  und  den  Vorträgen  über  Mechanik  auf  der 
Naturforscherrersammlung  in  Kassel,  sowie  Priyatgesprächen, 
welche  sich  daran  in  Kassel  und  Göttingen  knüpften. 

Die  übliche  Formel  f&r  die  Schwingungsdauer  des 
konischen  Kreispendels  gilt,  wie  sich  herausstellt,  wenn  das- 
selbe sein  Gesicht  immer  nach  derselben  Bichtung  im  Baume 
kehrt  Wenn  es  dasselbe  immer  der  yertikalen  Drehungs- 
achse zukehrt,  so  hat  es  außer  der  Pendelbewegung  noch 
eine  Drehung  um  seine  Längsachse.  Wenn  ein  Pendel  einen 
rotierenden  Körper  enthält,  so  ist  die  langsame  Drehung 
seiner  Schwingungsebene  der  Pi^essionsbewegung  unter 
sonst  gleichen  Umständen  entgegengesetzt  Denn  erstere 
folgt,  wenn  man  sie  als  Superposition  zweier  gleicher  ent- 
gegengesetzt gerichteter  konischer  Kreispendelbewegnngen 
von  yerschiedener  Schwingungsdauer  auffaßt,  der  rascheren, 
die  Präzession  ist  aber  die  Limite,  der  sich  bei  einer 
Elongation  von  90®  die  langsamere  nähert,  während  die 
Schwingungsdauer  der  rascheren  ins  Unendliche  wächst 

Ich  spreche  noch  den  Wunsch  aus,  daß  der  starke 
physikalische  Einschlag  nicht  den  Mathematiker,  und  die 
etwas  umfangreichen  Formeln  nicht  den  Physiker  yor  der 
Lektüre  des  Buches  zurückschrecken  mögen! 

Wien,  Juni  1904. 

Ludwig  Boltzmann. 
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L  Die  Lagrangeschen  Gleichnngen. 

§  1.    Integration    der  Belation,    welche    das   Priniip    der 
Tirtaellen  Versohiebnnfen  Ar  einen 'Zeitmoment  anadrüekt» 

nach  der  Zeit. 

Der  Ausgangspunkt  der  nnn  folgenden  Betrachtungen  ist 
das  im  §  35  des  L  Teiles  durch  die  Relation  98)  aus^ 
gedrückte,  mit  dem  d'Alembertschen  vereinigte  Prinzip 
der  virtuellen  Verschiebungen. 

Es  sei  ganz  wie  in  §  34  des  I.  Teiles  ein  beliebiges 
System  materieller  Punkte  mit  beliebigen  inneren  und 
äaßeren  Kräften  gegeben,  welches  noch  beliebigen  Be- 
dingungen unterworfen  sein  kann. 

Die  Kräfte,  die  von  den  Vorrichtungen  ausgehen,  durch 
welche  das  System  gezwungen  wird,  die  erwähnten  Be- 
dingungen zu  erfüllen,  nennen  wir  die  impliziten  Kräfte, 
sei  es,  daß  diese  Kräfte  von  äußeren  Vorrichtungen  oder 
Ton  starren  oder  einseitigen  Verbindungen  der  materiellen 
Punkte  untereinander  ausgehen;  alle  übrigen  Kräfte  nennen 
wir  explizite.  Bei  den  impliziten  Kräften  ist  im  ersteren 
Falle  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt,  daß  immer  die  von 
der  Vorrichtung  auf  das  System  ausgeübten  Ej^ifte  die  im- 
pliziten heißen,  im  letzteren  Falle  wird  ihr  Vorzeichen  so 
bestimmt,  wie  es  bei  expliziten  inneren  Kräften  schon  im 
L  Teile  geschah. 

Die  Massen,  Kraftkomponenten  und  Koordinaten  sowie 
die  Differentiale  und  Variationen  der  letzteren  aber  sollen 
wie  in  §  71  des  I.  Teiles  bezeichnet  werden. 

Wir  nennen  jede  Bewegung  des  Systems,  welche  unter 
dem  Eiinfinsse  der  angenommenen  Kräfte  ohne  Verletzung  der 

BoltsmanD,  Meobanlk  II.  1 


2  !•    §  1>    Integration  der  Variationen.  [Gl.  1-3. 

gegebenen  Bedingungen  wirklich  stattfinden  kann,  eine  natür- 
liche Bewegung.  Irgend  eine  solche  heben  wir  ein  fQr  allemal 
hervor  und  nennen  sie  die  un variier te  Bewegung  desselben. 

Dann  sei  also  a^  der  Wert  irgend  einer  (der  ü^ten) 
Koordinate  zu  irgend  einer  Zeit  i  bei  dieser  Bewegung; 
Xjc  und  Xu  sei  die  betreffende  Geschwindigkeits-  bez.  Be- 
schleunigungskomponente, m^u-%  =  ^8»-i  ~  ^sk  ^^®  Masse 
des  Ä-ten  materiellen  Punktes,  ^s^^a»  -^8*-i>  ^sk  ^®^®^  ^® 
nach  den  Koordinatenrichtungen  geschätzten  Komponenten 
der  auf  diesen  Punkt  wirkenden  gesamten  expliziten  KrafL 

Wenn  wir  im  ganzen  n  materielle  Punkte  haben,  so 
sind  dem  k  alle  möglichen  ganzen  Zahlen  werte  von  1  bis  3n 
zu  erteilen. 

Wir  bezeichnen  femer  wie  im  L  Teile  §  38  das  System 
als  holonom,  wenn  sich  sämtliche  Bedingungsgleichungen 
auf  ebenso  viele  Gleichungen  von  der  Form 

1)  d(p{x^,x^  •  ..a:,^,  <)  =  0 

reduzieren  lassen.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  heißt  das 
System  ein  nicht  holonomes.  Jede  Bedingung,  die  sich 
durch  Multiplikation  mit  einem  integrierenden  Faktor  auf 
die  Form  1)  bringen  läßt,  nennen  wir  eine  holonome,  jede 
andere  eine  nicht  holonome.  Jedenfalls  kann  die  /-te  Be- 
dingungsgleichung in  der  Form  geschrieben  werden: 

8n 

2)  f^dt+yi^dx.^'O. 


1 


Siehe  I.  Teil  §  33  Gleichungen  77)  und  78). 

Ist  T  die  Oesamtanzahl  der  Bedingungsgleichungen 
und  lassen  sich  daraus  nicht  mehr  als  r^  Gleichungen  von 
der  Form  1)  ableiten,  wobei  dann  noch  r  —  Tj  nicht  holo- 
nome Bedingungsgleichungen  übrigbleiben,  so  bezeichnen 
wir  die  Zahl  t  —  t^  als  den  Grad  der  Nichtholonomität  des 
Systems,  unter  der  Form  2)  ist  natürlich  auch  die  Glei- 
chung 1)  enthalten,  wenn  |W  =  ^,  |?  «  |5i  ist 

Übrigens  besagt  eine  Gleichung  von  der  Form  1)  nicht 
ganz  dasselbe  wie  eine  Integralgleichung  von  der  Form 

3)  9>(^»^  •••«8n'0  =  O> 
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in  welcher  die  Integrationskonstante  einen  bestimmten 
speziellen  Wert  hat,  da  durch  die  Differentialgleichnng  1) 
die  Koordinatenwerte  für  einen  einzigen  unter  allen  Zeit- 
momenten unbestimmt  bleiben  und  bloß  deren  Veränderungen 
fdr  alle  übrigen  Zeitmomente  bestimmt  werden. 

Unter  Anwendung  der  soeben  auseinandergesetzten  Be- 
^ichnungsweise  schreibt  sich  das  mit  demd'Alembertschen 
vereinigte  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  (vergL  Glei- 
chungen 93)  und  184)  des  I.  Teiles)  in  der  Form: 

Wir  beschränken  uns  im  folgenden  ausschließlich  auf  die 
F&lle,  wo  in  den  Bedingungsgleichungen  und  daher  auch  in 
dieser  Relation  nirgends  ein  Ungleichheitszeichen,  sondern 
lediglich  das  Gleichheitszeichen  gilt,  und  werden  auf  den 
6nmd  hiervon  im  Anfange  des  nächsten  Paragraphen  noch 
zorUckkommen. 

Ein  vorgesetztes  S  bezeichnet  hierbei  immer  die  Va- 
riation, welche  die  betreffende  Größe  erfährt,  wenn  man 
dem  Systeme  zur  Zeit  i  eine  beliebige  virtuelle  Verrückung 
erteilt  (I.  Teil,  §  34).  Dabei  ist  stets  nur  ein  einziger  be- 
stimmter Zeitmoment  i  der  Bewegung  ins  Auge  gefaßt,  alle 
übrigen  Zeitmomente  aber  sind  ganz  außer  Betracht  ge- 
lassen. Der  ins  Auge  gefaßte  Zeitmoment  dagegen  ist  aus 
ihnen  vollkommen  willkürlich  ausgewählt.  Daher  können 
wir  auch  von  Zeitmoment  zu  Zeitmoment  fortschreiten  und 
den  Werten,  welche  die  Koordinaten  zu  jedem  Zeitmomente 
haben,  willkürliche  Zuwächse  erteilen.  Wir  erhalten  dann 
för  jeden  Zeitmoment  besondere  Werte  von  Sxj^  und  es 
werden  zuvörderst  die  fllr  den  nächsten  Zeitmoment  gelten- 
den Werte  dieser  Größen  absolut  unabhängig  sein  von  denen, 
die  zu  dein  nächst  vorhergehenden  Zeitmomente  gehöreni 
Die  Gleichung  4)  vrird  auch  gelten,  wenn  sich  diese  Größen 
Ton  Zeitmoment  zu  Zeitmoment  vollkommen  diskontininierlich 

ändern,  so  daß  Integrale  wie  jSxj^di  absolut  gar  keinen 

Sinn    haben,    da    die    Größe    dx^^    unter    dem    Integral- 
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z^ielien  dann  eine  absolut  diskontinuierliche  Funktion  der 
Zeit  ifli 

Unter  allen  mö^ieken  Annahmen  f&r  die  Wate  der 
Variationen  der  Koordinaten  wird  es  zwar  yeik&Itnieni&Kg 
wenige,  aber  doch  noch  immer  anendlich  Tiele  geben,  bei 
denen  sich  die  Sx^  zwar  auch  noch  in  ganz  willkfkrlicher, 
aber  in  kontinuierlicher  Weise  mit  der  Zeit  &ndeni.  Wir 
können  z.  B, 

5)  *»k««/»W 

setzen  ^\  wobei  <  eine  unendlich  kleine,  fir  alle  Koordinaten 
und  zu  allen  Zeiten  konstante  Größe  und  fj^{t)  eine  endliche 
kontinuierliche  Funktion  der  Zeit  ist 

Dieselbe  kann  für  jeden  Wert  des  k,  d.  h.  ftkr  jede 
Koordinate  ganz  willkürlich  gewählt  werden,  nur  müssen 
alle  diese  Funktionen  fj^  {t)  so  gew&hlt  werden,  deB  die  durch 
sie  dargestellten  Verschiebungen  zu  jeder  Zeit  virfnelle,  d.  h. 
mit  den  Bedingungen  verträglich  sind,  denen  das  Syslem 
gerade  zur  betreffenden  Zeit  i  unterworfen  ist  Ist  also  2). 
die  Gleichung,  welche  die  betreffende  Bedingung  ausdrückt, 
so  müssen  die  dxj^  der  Gleichung 

genügen  (vergL  I.  Teil,  §  34^  Gleichung  88).^  In  dem  jetzt 
betrachteten   speziellen  Falle,   daß  die  Sxj^  kontinuierliche 


^)  Die  a&aloge  Substitation  fUr  öadj^  geht  bei  dem  Prinxap  des 
kleinsten  Zwanges  absolut  nicht  an,  denn  bei  diesem  muß  ja  für  jeden 
Wiert  des  k  und  zu  allen  Zeiten  ÖZk-^x^'^X)  sein  (vergl.  die  Glei- 
cbung  IST)  des  I.  Teiles).  Würde  man  also  analog  mit  Oleiehung  M 
jetat  w&lirend  eiaer  endlichen  Zeit  setzen  d  xj^'  »  « .  /Ä  (I),  so  käanle 
dsb  und  dosb'  bochstens  ffB^r  einzelne  Momente,  niemaU  aber  f&r  jeden 
Moment  dieser  Zeit  gleich  Null  oder  unendlich  klein  höherer  Ordnung 
als  6  sein.  Wir  haben  uns  also  jetzt  auf  das  Prinzip  der  Tirtuellen 
VtBiftchiebungen  zu  beschränken. 

^  Wir  werden  spSter  einmal  auch  so  Taxiieren,  daB  wir  hgad 
eineM  tu  iigemd  eiaer  Zeit  t  stattfindeniden  Zostande  J,  der  as- 
variierten  Bewegung  einen  Zustand  B  der  variierten  Bewegung  korre- 
spondieren lassen,  welcher  zu  einer  etwas  späteren  Zeit  t  +  dt  M 
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Funktionen  der  Zeit^  also  durch  Ausdrücke  von  der  Form  5) 
darstellbar  sind»  habeu  Inteigrale  wie 

einen  ganz  bestimmten  Sinn.  Wir  könsen  also  die  f&r  alle 
Zeitmomente  gültige  Qldchang  4)  mit  dt  mnltiplizieren  uad 
über  ^e  beMebige  Zeit  z.  B.  von  i^  bis  t^  ielegrieren,  wo» 
dttrch  wir  erhalten: 

#,  3n 

Hierbei  kann  t^  die  Anfangszeit,  t^  das  Ende  der  Bewegung 
sein;  es  kann  aber  auch  t^  ein  beliebiger,  /^  ein  beliebiger 
späterer  Zeitmoment  im  Verlaufe  der  Bewegung  sein.  Bei 
den  in  der  Natur  wirklich  vorkommenden  Bewegungen,  z.  B. 
der  der  Oestime,  kann  ja  von  einer  Anfangs-  oder  Sndzeit 
der  Bewegung  überhaupt  nicht  die  Bede  sein.  Es  ist  t^ 
nur  der  Anfang,  ^  das  Ende  des  gerade  ins  Auge  gefaßten 
Stückes  der  Bewegung. 

Die  Variationen  Sxj^  der  Koordinaten  sollen  in  den 
zimächst  folgenden  Paragraphen  nun  zudem  immer  der  Be- 
dingung unterworfen  werden,  daß  sie  sowohl  für  <  =»  <q  als 
auch  für  <  =s  (^  sämtlich  verschwinden.  Für  Zeiten,  welche 
diesen  beliebig  benachbart  sind,  können  sie  dann  schon 
wieder  von  Null  verschiedene  Werte  haben.  Erst  viel 
sp&ter  (von  §  31  angefangen]  werden  wir  auch  den  Fall 
betrachten,  daß  die  Koordinatenvariationen  an  den  Inte- 
gratioQSgrenzen  ebenfalls  nicht  verschwinden. 

d«  Tiiiieiten  Bewegung  eintritt,  so  daß  dx  die  Veitndemag  be- 
Miefaiet,  welche  Irgend  eine  Koordinate  «  erfftkrt,  wenn  man  vo» 
dem  der  Zeit  t  entaprechenden  Zustand  A  der  uavariiorten  Bewegung 
IQ  dem  der  Zeit  t  +  Öt  entsprechenden  Zustand  B  der  variierten  Be- 
wegimg Qbergeht,  also  jetet  Ä  und  B  korrespondierende  Zustände 
■iad.  M  dieser  noch  allgemeineren  Art  der  Variation,  welclie  wir 
•ber  im  Texte  vorläufig  noch  nicht  anwenden,  würden  aa  Stelle  der 
Gleichuuigen  6)  des  Textes  die  Gleichungen  treten: 


6  I.    §  2.    AusBchließung  der  UngleidiangeD.  [Gri.  9. 


§  2.    AusschlieBnng  der  tJngleiohnxigen.    Umkehrnng  des  im 
Yorigen  Pantgraphen  entwickelten  Sattes. 

Wir  haben  uns  hierbei  auf  die  Fälle  beschränkt,  wo 
in  Belation  4)  das  Gleichheitszeichen  gilt  Die  Fälle,  wo 
auch  das  Ungleichhoitszeichen  gelten  kann,  sind  ohnedies 
weit  weniger  wichtig.  Sie  treten  ein,  falls  in  den  Be- 
dingungsgleichungen ebenfalls  Ungleichungen  vorkommen. 
Dann  geschieht  aber  die  Bewegung,  solange  die  Vorrich- 
tungen, welche  die  betrefiPenden  Bedingungen  erzeugen,  in 
Wirksamkeit  bleiben,  nicht  anders,  als  ob  in  den  Bedin- 
gungen das  Gleichheitszeichen  gelten  würde.  Von  dem  Mo- 
ment an  aber,  wo  die  materiellen  Punkte  in  Positionen 
gekommen  sind,  wo  jene  Vorrichtungen  nicht  mehr  wirken, 
geschieht  die  Bewegung  sofort  genau  so,  als  ob  die  durch 
diese  Vorrichtungen  bewirkten  Bedingungen  gar  nicht  gelten 
würden.  Es  wird  daher  wieder  die  Gleichung  9)  richtig 
sein.  In  derselben  sind  jedoch  die  Sx^^j  solange  die  betrefiPenden 
Vorrichtungen  wirksam  sind,  so  zu  wählen,  daß  sie  die  be- 
trefiPenden Bedingungen  erftdlen,  in  denen  aber  das  Gleich- 
heitszeichen mit  Ausschluß  aller  ITngleichheitszeichen  zu 
setzen  ist  Sobald  dagegen  gewisse  Vorrichtungen  zu  wirken 
aufgehört  haben,  können  die  Sxj^  ganz  ohne  Rücksicht  auf 
die  durch  die  betrefiPenden  Vorrichtungen  bewirkten  Be- 
dingungen gewählt  werden. 

Die  Zeitmomente,  in  denen  jene  Vorrichtungen  gerade 
zu  wirken  aufhören  oder  anfangen,  werden,  singulare  Fälle 
ausgenommen,  ohnedies  in  das  Integral  der  linken  Seite  der 
Gleichung  9)  nur  einen  Betrag  liefern,  welcher  vemachlässigt 
werden  kann.  Dieses  Integral  ist  also  in  eine  Sunmie 
Yon  Integralen  zu  zerlegen,  in  denen  außer  t^  und  ^  alle 
diese  Zeitmomente  als  Integrationsgrenzen  vorkommen,  so 
daß  kein  solcher  Zeitmoment  innerhalb  eines  Integrations- 
gebietes fällt 

Dadurch  wird  bewirkt,  daß  für  jedes  der  Teilintegrale 
für  alle  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  liegenden  Zeiten 
die  Gleichung  9)  gilt;  denn  die  Bewegung  geschieht  inner- 
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halb  dieser  Orenzen  überall  so,  als  ob  sowohl  in  Glei- 
chung 4)  als  auch  in  den  Bedingungsgleichnngen  überall 
nur  Gleichheitszeichen  Torhanden  wären ;  nur  daß  für  einige 
Teilintegrale  mehr,  für  andere  weniger  Bedingungen  mit  in 
Betracht  zu  ziehen  sind.  Für  die  Grenzen  der  Integration 
dagegen  müssen  noch  besondere  Grenzbedingungen  aufgestellt 
werden,  auf  welche  wir  aber  in  diesen  Vorlesungen  um  so 
weniger  eingehen  werden,  als  sie  meines  Wissens  noch  nie- 
mals untersucht  worden  sind. 

Die  Bedingung,  daß  das  Integral  9)  f)lr  alle  virtuellen 
durch  die  Gleichung  6)  ausgedrückten  Variationen  ver- 
schwinden muß,  ist  zwar  nicht  mehr  so  allgemein  als  die 
Form,  in  der  wir  das  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen 
im  I.  Teile  ausdrückten,  da  jetzt  die  Eoordinatenvariationen 
kontinuierliche  Funktionen  der  Zeit  sein  müssen,  und  nicht 
wie  im  I.  Teile  für  jeden  Zeitmoment  vollkommen  willkürlich 
imd  von  den  für  alle  übrigen  Zeitmomente  angenommenen 
ToUkommen  unabhängig  sind.  Es  folgen  aber  aus  der  ersteren 
Bedingung,  wenn  wir  den  Fall  ausschließen,  daß  die  Be- 
^egungsgleichungen  sich  längs  einer  endlichen  Zeitstrecke 
Ton  Moment  zu  Moment  diskontinuierlich  mit  der  Zeit 
ändern,  und  wenn  in  allen  Bedingungen  das  Gleichheits- 
zeichen gilt,  nach  den  Begeln  der  Variationsrechnung  noch 
immer  die  Bewegungsgleichungen  der  Mechanik 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  wir  hätten  im 
Integral  9)  diejenigen  Variationen,  welche  durch  die  Be- 
dingungsgleichnngen bestimmt  sind,  durch  die  übrigen  un- 
abhängigen ausgedrückt.  TSa  müssen  dann,  wie  wir  sofort 
beweisen  werden,  wenn  das  Integral  9)  unter  den  an- 
genommenen Bedingungen  stets  verschwinden  soll,  die  Eo- 
efiSzienten  aller  dieser  unabhängigen  Variationen  unter  dem 
Integralzeichen  für  alle  Zeiten  verschwinden;  dies  war  aber 
genau  die  Bedingung,  aus  der  wir  schon  im  I.  Teile  die 
Bewegungsgleichungen  ableiteten. 

Der  noch  ausständige  Beweis  kann  in  der  folgenden 
Weise  gef&hrt  werden.  Wenn  irgend  ein  Koeffizient  einer 
der  unabhängigen  Variationen  im  Integral  9)  nicht  für  alle 
Zeiten  verschwinden  würde,  so  könnte  man  dieser  Variation 
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unbeschadet  der  Bedingung,  daß  sie  eine  kontinuierliche 
Funktion  der  Zeit  sein  soll,  fbr  diejenigen  Werte  der  Zei^ 
f&r  welche  der  Koeffizient  Ton  einem  positiren  zu  einem 
negativen  Werte  oder  umgekehrt  übergeht,  sowie  f&r  die 
Zeiten  i^  und  i^  den  Wert  Null,  ftür  alle  anderen  Zeiten  aber, 
fiir  weldie  dieser  Koeffizient  positiv  ist^  ebenfalls  einen  poei'- 
tiyen,  ftir  alle  Zeiten,  wo  er  negativ  ist,  einen  negativen 
Wert  erteilen. 

Würde  man  dasselbe  fiir  alle  anderen  unabhängigen 
Variationen  festsetzen,  deren  Koeffizienten  nicht  f&r  alle 
Zeiten  gleich  Null  sind,  so  würde  das  Integral  9)  aus  lauter 
positiven  Gliedern  bestehen,  es  könnte  also  nicht  gleich 
Null  sein.  Sein  Verschwinden  für  alle  möglichen  virtuellen 
Verrückungen,  die  von  der  gleichen  Anleuigslage  zur  gleichen 
Endlage  übergehend  sonst  beliebige  kontinuierliche  Funk- 
tionen der  Zeit  sind,  hat  also  zur  Folge,  daß  nach  Eli- 
mination der  durch  die  Bedingungsgleichungen  bestimmten 
Variationen  die  Koeffizienten  aller  übrigen  unabhfiAgigen 
Variationen  zu  allen  Zeiten  verschwinden  müssen,  woraus 
schon  im  L  Teile  die  Bewegungsgleichungen  abgeleitet 
wurden. 

Dies  muß  auch  ür  Zeiten  gelten,  die  beliebig  nahe  an 
t^  und  ^  liegen,  und  daher  auch  f&r  letztere  Zeiten  selbst^ 
da  wir  Diskontinuitäten  ausschlössen. 

Es  folgt  also,  faUs  in  den  Bedingungen  nur  Gleichheits- 
zeichen gelten,  nicht  nur  aus  den  Bewegungsgleichungen  das 
Verschwinden  des  Integrals  9),  sondern  es  folgen  Auch  um- 
gekehrt aus  diesem  Verschwinden  für  alle  virtuellen  V^- 
rückungen,  die  kontinuierliche  Funktionen  der  Zeit  sind, 
unter  den  oben  angegebenen  Einschränkungen  iideder  die 
Bewegungsgleichungen.  Ja  wir  sehen,  daß  der  Beweis,  kraii 
dessen  wir  im  L  Teile  bewiesen  haben,  daß  die  Bewegungs- 
gleichungen eine  notwendige  Folge  der  Relation  4)  sind, 
dadurch  nichts  an  seiner  Beweiskraft  verliert»  daß  wir  jetzt 
die  Koordinaienvariationen  als  kontinuierliche  Funktionen 
der  Zeit  ansehen. 
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§  3.    Primip  der  itationären  Wirknng. 

Wir  haben  diejenige  Bewegung,  wobei  die  ft-te  Ko- 
Ordinate  zarZeit^  den  Werta^  hat  und  welche  also  unter  den 
gegebenen  Anfangsbedingungen  den  Bewegungsgleichnngen 
gemäß  vor  sich  geht  (eine  natürliche  Bewegung  ist),  die 
OBTariierte  genannt  Dieser  unyariierten  Bewegung  stellen 
wir  die  Tariierte  gegenüber,  bei  welcher  zur  Zeit  t  die  Ä>te 
Koordinate  den  Wert  ^  +  ^^  hat,  wobei  Sxj^  durch  Glei- 
chung 5)  gegeben  ist  Da  auch  diese  Größe  eine  konti- 
nuierliche Funktion  der  Zeit  ist,  so  macht  bei  der  yariierten 
Bewegung  jeder  materielle  Punkt  ebenfalls  eine  kontinuier- 
liche Bewegung. 

Da  femer  für  die  Zeiten  t^  und  ^  die  Variationen  sämt- 
licher Koordinaten  yersohwinden,  so  wird  bei  der  yariierten 
Bewegung  jeder  Punkt  zur  Zeit  <^  yon  denselben  Positionen 
aasgehen  wie  bei  der  unyariierten  Bewegung,  und  auch 
wieder  zur  Zeit  t^  dieselbe  Lage  erreichen,  wie  bei  der  un- 
variierten  Bewegung.  Es  kann  sein,  daß  die  variierte  Be- 
wegung bloß  dadurch  aus  der  unyariierten  entstanden  ist^ 
daß  die  der  Anfangszeit  entsprechenden  Werte  der  Ge- 
schwindigkeitskomponenten sämtlicher  materieller  Punkte 
unendlich  wenig  yariiert  vnirden,  so  daß  die  yariierte  Be- 
wegung nach  denselben  Bewegungsgleichungen  vor  sich  geht» 
wie  die  unvariierte. 

Meist  wird  dies  aber  nicht  der  Fall  sein;  die  variierte 
Bewegung  wird  dann  unter  dem  Einflüsse  yon  Kräften, 
welche  dieselben  Funktionen  der  Koordinaten  sind,  wie  für 
die  unvariierte  Bewegung,  nicht  möglich  sein;  wir  müssen 
diesen  Kräften  yielmehr  neue  unendlich  kleine  Kräfte  hinzu- 
%en,  um  zu  bewirken,  daß  das  System  in  jedem  Zeit- 
momente die  yariierte  Bewegung  macht  Diese  neuen  Kräfte 
können  daher  rühren,  daß  wir  jeden  materiellen  Punkt  mit 
der  Hand  fassen  und  so  führen,  daß  er  sich  genau  der 
variierten  Bewegung  entsprechend  bewegt,  oder  sie  können 
wo  immer  sonst  herrühren.  Wir  wollen  sie  immer  die 
Znsatzkräfte  nennen. 

Wir  kümmern  uns  übrigens  yorläufig  gar  nicht  um 
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diese  Zusatzkräfle,  sondern  betrachten  die  variierte  Be- 
wegung vielmehr  bloß  als  eine  im  Gedanken  neben  die  un- 
variierte,   also  neben  die  wirkliche  hingestellte  Bewegang. 

Wir  vergleichen  gegenwärtig  immer  jeden  beliebigen, 
za  einer  beliebigen  Zeit  i  stattfindenden  Zustand  der  un- 
variierten  Bewegung  mit  demjenigen  Zustande  der  variierten 
Bewegung,  welcher  bei  dieser  zur  gleichen  Zeit  t  gehört 
und  nennen  die  Zustände,  welche  wir  vergleichen,  korre- 
spondierende. Wir  setzen  vor  eine  beliebige  Größe  das 
Zeichen  d,  um  den  Zuwachs  auszudrücken,  welchen  jene 
Größe  erfahrt,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Zustande 
der  unvariierten  Bewegung  zum  korrespondierenden  Zu» 
Stande  der  variierten  übergeht,  wobei  also  bei  unseren 
gegenwärtigen  Betrachtungen  t  stets  als  konstant  anzusehen 
ist  Das  Zeichen  d  dagegen  drückt  den  Zuwachs  ans, 
welcher  bei  der  unvariierten  Bewegung  eintritt,  wenn  t  um 
d  t  wächst,  wobei  wieder  von  einer  variiei^ten  Bewegung  gar 
nicht  die  Bede  ist 

Die  Kraftkomponenten  -X^,  7^,  Z^  sowie  die  Kraft- 
funktion V  (sobald  eine  solche  existiert),  und  die  in  den 
Bedingungsgleichungen  auftretenden  Größen  qp  und  | 
sollen  für  die  variierte  Bewegung  dieselben  Funktionen 
der  Koordinaten  und  eventuell  von  i  sein  wie  für  die  un- 
variierte  Bewegung.  SV,  8(p  etc.  stellen  also  die  Zu- 
wächse dar,  welche  diese  Größen  dadurch  erfahren,  daß  die 
Koordinaten  von  den  Werten  x^yoc^...,  die  ihnen  zu  irgend 
einer  Zeit  t  bei  der  unvariierten  Bewegung  zukommen,  za 
den  Werten  x^  +  3 x^,  x^  +  S z^  . .  .  übergehen,  die  sie  im 
korrespondierenden  Zustande  der  variierten  Bewegung  haben. 
Es  ist  also: 

Die  partiellen  Ableitungen  von  V  +  SV  nach  den  Ko- 
ordinaten liefern  natürlich  nur  die  Kräfte,  welche  bei  Fort- 
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bestand  der  f&r  die  unvariierte  Bewegung  geltenden  Eraft- 
gesetze  bei  derjenigen  Konfiguration  der  materiellen  Punkte 
wirksam  wären,  die  diesen  bei  der  variierten  Bewegung 
zukommt,  während  die  Kräfte,  welche  wir  die  Zusatzkräfte 
genannt  haben,  eine  neu  hinzukommende  oder  auch  gar 
keine  Kraftfunktion  haben. 

Da  ftir  die  variierte  Bewegung  zu  jeder  beliebigen  Zeit  t 
der  erste  materieUe  Punkt  die  Abszisse 

hat,  so  ist  bei  der  variierten  Bewegung  dessen  Oeschwindig- 
keitskomponente  in  der  Abszissenrichtung  zur  Zeit  t  gleich: 

12)  ^(^  +  ,0,)  =  ^  +  ^. 

Unserer  Übereinkunft  gemäß  bezeichnen  wir  ganz  all- 
gemein den  Zuwachs,  den  eine  beliebige  Größe  beim  Über- 
gang von  einem  Zustande  der  unvarüerten  zum  korre- 
spondierenden Zustande  der  variierten  Bewegung  erfährt, 
durch  ein  vorgesetztes  3.  Da  wir  die  2>Komponent6  der 
Geschwindigkeit  des  ersten  materiellen  Punktes  f&r  die  un- 
Tariierte  Bewegung  mit  oc^'  bezeichnet  haben,  so  ist  also  der 
Zuwachs,  welchen  diese  a>Komponente  erhält,  wenn  man 
▼on  einem  Zustande  der  unvariierten  zum  korrespondierenden 
Zustande  der  variierten  Bewegung  übergeht,  mit  8x^'  zu 
bezeichnen.    Daher  ist  nach  Formel  12): 

Ebenso  erhält  man  allgemein 

13)  Jxi  -  ^jf . 

Femer  ist  zur  Zeit  t  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems: 

3n 

1 

Der  Zuwachs,  den  diese  Größe  beim  Übergänge  von  einem 
Zustande  der  unvariierten  zum  korrespondierenden  Zustande 
der  variierten  Bewegung  erfährt,  ist  also: 
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s« 

15)  3T=^J^muX,ix^. 

1 
Wir   können   nun   in    der   Gleichung   9)   jedes   Glied   der 
Summe  einzeln  nach  t  integrieren   und  sie -in  der  Form 
schreiben: 

8«        f|  f,     8n 

16)  ^uffn,^Sx,dt-f^X,8x,dt^0. 

1         «9  (o  1 

Jedes  einzelne  Glied  der  ersten  Summe  hat  die  Form: 

Integrieren  wir  partiell  nach  i,  so  geht  es  über  in: 

Das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  Terschwindet,  da  wir 
vorausgesetzt  haben,  daß  sowohl  für  t  =stQ  als  auch  ftr 
i  =  t^  sämtliche  Sx^  Terschwinden.  Das  zweite  aber  redu- 
ziert sich  bei  Einführung  der  obigen  Bezeichnung  auf: 

h 
liHj^xjtSxjgdt, 

to 

Nehmen  wir  dieselbe  Transformation  mit  allen  Gliedern  der 
ersten  Summe  der  Gleichung  16)  vor  und  fassen  dann  wieder 
alle  zusammen,  so  finden  wir,  daß  sich  diese  Summe  auf 

—  jSTdt  reduziert    Wir  können  daher  die  Gleichung  16) 

auch  in  der  Form  schreiben 

t^  /  8n  \ 

17)  fiäT+^kX^äx^jät^O, 

welche  Relation  man  aus  einem  später  zu  erläuternden 
Grunde  als  das  Prinzip  der  stationären  Wirkung  in  seiner 
allgemeinsten  Form  zu  bezeichnen  pflegt  Nicht  zatreffend 
ist  es,  sie  das  Hamiltonsche  Prinzip  zu  nenneni  von  dem 
sie,  wie  wir  sehen  werden^  nur  ein  spezieller  Fall  ist 
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8» 
Der  Ausdruck  ^hXj^SoCj^  der  Formel   17)  stellt    die 

1 
Arbeit  dar,  welche  gegen  die  expliziten  Krikfte  geleistet  wird, 

sobald  dae  System   aus   der  wirklichen  Lage,  die  es   zur 

Zeit  t  hat,  in  die  korrespondierende,  d.  h.  derselben  Zeit 

entsprechende  yariierte  Lage  gebracht  wird  (vergL  I.  Teil, 

§§16  und  26)1    Wenn  eine  Kraftfunktion  V  existiert,  welche 

flbrigens  auch  noch  die  Zeit  explizit  enthalten  kann,  so  ist 

X^^-^  dVjdx^,  daher  nach  Gleichung  10) 

18)  ^*Ä,Sx,^-3V, 

1 

wobei  —  J  7  die  gesamte  Veränderung  der  Funktion  V  beim 
Übeigang  von  der  wirklichen  zur  variierten  Bewegung  unter 
KoDstanthaltung  der  Zeit  t  ist  Existiert  keine  EraftfunktioEg 
oder  sind  die  Eräite  überhaupt  nicht  bloß  als  Funktionen 
der  Zeit  und  der  Koordinaten  gegeben,  so  wollen  wir  noch 
immer  siymbolisch 

1 

setzen,  wobei  der  beigefügte  Strich  ausdrückt,  daß  die  Summe 
kein  ToUstftndiger  Differeatialattsdru(^  ist  Weim  wir  nicht 
wissea,  ob  diese  Summe  ein  vollständiger  Differential- 
ausdrock  ist  oder  nicht,  so  wollen  wir  dies  durch  zwei  dem  i 
beigeökgie  Striche  andeuten,  so  daß  wir  ganz  allgemein  die 
Gleichung  17)  in  der  Form  schreiben: 

tf 
iM»ei  stets 

21)  rr— Jlx,j^ 

1 

ist,  «Ad  es  si&d  beide  Striche  wegzulassen,  wenn  man  sicher 
weiß,  daß  eine  Kraftfunktion  existiert;  weiß  man  dagegen 
sieber,  daß  keine  emtiert  oder  die  Kräfte  überhaupt  nicht 
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als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit  gegeben  sind, 
80  ist  ein  Strich  zu  setzen. 

§  4.  Begriff  der  Terallgemeinerten  Koordinaten. 
Die  im  yorigen  Paragraphen  entwickelte  allgemeinste 
Form  des  Prinzipes  der  stationären  Wirkung  erweist  sich 
als  besonders  nützlich  bei  der  Eoordinatentransformation. 
Wir  haben  bisher  die  Position  jedes  Massenponktes  des 
Systems  durch  dessen  rechtwinklige  Koordinaten  bestimmt 
Sehr  oft  empfiehlt  es  sich^  irgend  welche  andere  Variabeln 
einzuführen,  welche  ebenfalls  dazu  tauglich  sind,  die  Position 
jedes  Punktes  des  Systems  zu  jeder  Zeit  zu  definieren.  Man 
kann  z.  B.  die  Position  jedes  Punktes  durch  Polar-  oder 
Semipolar-  oder  elliptische  oder  noch  andere  Koordinaten 
bestimmen.  Wenn  zwischen  den  Koordinaten  der  yerschie- 
denen  materiellen  Punkte  des  Systems  Gleichungen  bestehen, 
so  genügen  oft  wenige  Variable  zur  Bestimmung  der  Lage 
sämtlicher  materieller  Punkte  des  Systems.  So  kann,  wie 
vrir  im  L  Teile  ersahen,  die  Position  eines  yoUkommen  freien 
starren  Körpers  im  Eaume  durch  sechs  Variable  bestimmt 
werden.  Zur  Bestimmung  der  Lage  eines  um  eine  feste 
Achse  drehbaren  starren  Körpers  reicht  sogar  eine  einzige 
Variable  hin. 

Wenn  zwischen  den  3n  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
n  Punkte  eines  materiellen  Systems  r  Gleichungen  bestehen, 
80  sind  noch  3n  —  r  =  i  Koordinaten  willkürlich;  man  sagt^ 
das  System  hat  %  Freiheiten.  Die  Zahl  der  unabhängigen 
Variabein,  welche  zur  Bestimmung  der  Lage  aller  seiner 
Teile  erforderlich  ist,  ist  dann  gleich  der  Zahl  der  Frei- 
heiten t;  es  können  aber  auch  mehr  {s)  Variable  yerwendet 
werden.  Im  letzteren  Falle  sind  dieselben  jedoch  nicht 
yoneinander  unabhängig,  sondern  es  werden  zwischen  den- 
selben tr  =  8  —  %  Gleichungen  bestehen  und  man  kann  sagen, 
daß  durch  Einfuhrung  der  neuen  Variable  yon  den  Be- 
dingungsgleichungen r  —  («  —  t)  =  3n  —  «  eliminiert  wurden, 
da  früher  r,  jetzt  nur  mehr  o-  =»  «  —  i  Bedingungsgleichongen 
yorhanden  sind. 

Diese    Elimination    yon    Bedingungsgleichungen    wird 
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häufig  folgendermaßen  bewerkstelligt  Man  drückt  die  3n 
rechtwinkligen  Koordinaten  durch  3n  neue  Variabein  aus 
und  wählt  letztere  so,  daß  einige  derselben  yermöge  der 
Bedingungsgleichungen  für  alle  Zeiten  konstant  bleiben, 
daher  nicht  den  Charakter  von  Koordinaten,  sondern  Ton 
reinen  Konstanten  der  Aufgabe  haben,  während  nur  die 
anderen  als  veränderliche  Koordinaten  übrig  bleiben.  Wenn 
z.  B.  ein  materieller  Punkt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer 
Eugelfiäcbe  zu  bewegen,  so  drückt  man  zuerst  seine  recht- 
winkligen Koordinaten  durch  gewöhnliche  Polarkoordinaten 
ans,  deren  Ursprung  der  Mittelpunkt  jener  Kugelfläche  ist 
Eine  der  Polarkoordinaten,  nämlich  die  EIntfemung  vom 
Eagelzentrum,  ist  dann  konstant  und  es  bleiben  nur  die 
beiden  Polarwinkel  als  veränderliche  Koordinaten  übrig. 

Es  sei  nun  ein  beliebiges  System  von  n  materiellen 
Punkten  gegeben;  die  rechtwinkligen  Koordinaten  derselben 
Bollen  wieder  mit  ^  ^  •  *  •  ^sn  bezeichnet  werden,  und  auch 
alle  übrigen  bisherigen  Bezeichnungen  sollen  beibehalten 
werden.  Femer  seien  PiP^  -  >  -P,  irgend  welche  andere 
Variable,  durch  deren  Werte  ebenfalls  die  Position  sämt- 
licher materieller  Punkte  des  Systems  bestimmt  ist  Wir 
woUen  die  p  die  verallgemeinerten  Koordinaten  des  Systems 
oder  kürzer  die  Parameter  nennen.  Nach  dem  Gesagten 
muß  8  gleich  oder  größer  als  die  Anzahl  i  der  Freiheiten 
des  Systems  sein  und  bestehen  im  letzteren  Falle  s  ^  % 
Gleichungen  zwischen  den  p. 

Durch  die  Werte  der  p  soll  die  Lage,  d.  h.  es  sollen 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  oc^x^  , .  .  a^^  sämtlicher  ma- 
terieUer  Punkte  des  Systems  bestimmt  sein.  Die  letzteren 
Größen  sind  daher  Funktionen  der  ersteren,  was  man  in 
folgender  Form  schreibt: 

«2    =^2    CPuft  •'  -^,»0 


22) 


^Sn'^'  ^iniPl'Pi  •  •  *P,y^'^) 


*)  Sobald  die  rechtwinkligen  Koordinaten  mit  den  generalisierten 
durch  ein  Gleichnngssystem  von  der  Form  22)  verbanden  sind,  be- 
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Der  einfachste  und  am  häufigsten  yorkommende  Fall 
wird  der  sein,  daß  die  Funktionen  F^  welche  die  recht- 
winkligen Koordinaten  durch  die  generalisierten  ausdrücken, 
die  Zeit  nicht  explizit  enthalten,  dafi  sie  also  zu  allen 
Zeiten  dieselbe  Form  haben,  was  z.  B.  eintritt ,  wenn  man 
rechtwinklige  Koordinaten  durdi  Polarkoordinaten  etc.  aas- 
drückt Wir  bezeichnen  die  generalierten  Koordinaten  dann 
als  skleronome. 

Die  Funktionen  F  können  aber  auch  mit  der  Zeit  Ter- 
änderliche  Parameter  enthalten,  so  daß  ihre  Form  mit  der 
Zeit  kontinuieriich  veränderlich  ist  Man  sagt  dann,  sie 
enthalten  die  Zeit  explizit  und  drückt  es  dadurch  aus,  daß 
man  unter  dem  Funktionszeichen  F  der  Variabein  p  noch  die 
Variable  t  explizit  beifügt  (rheonome  generalisierte  Koordi* 
naten).  Letzterer  Umstand  wird  immer  eintreten,  wenn  durch 
Einf&hrung  der  betreifenden  generalisierten  Koordinaten 
Bedingungsgleichungen  eliminiert  wurden,  welche  die  Zeit 
explizit  enthielten. 

Am  einfachsten  und  zweckmäßigsten  ist  es  natüriich, 

zeichnen  wir  die  letzteren  als  holonome.  In  diesem  Bache,  mit  Aiu- 
nahme  von  §§  27  und  28  ist,  sowie  überhaupt  in  der  bisherigen 
Mechanik,  immer  vorausgesetzt,  daß  die  generalisierten  Ko(Mrdinaten 
holonome  sind.  Es  kann  auch  sein,  daß  bloß  die  Diffarentiale  der 
rechtwinkligen  Koordinaten  durch  die  der  generalisierten  gegeben 
sind,  dafi  also  im  einfachsten  F^le  an  Stelle  der  G-leichnngen  22) 
Gleichungen  von  der  Form 

2«)  dxu  -  n^*^  dt-\-^nf  dp^ 

treten.    Wenn  diese  Gleichungen  nicht  auf  lanter  Gleichungen  von 

der  Form 

24)  dxjt  =  dFi,{p^,p^ .  .  .JP.,0 

redozierbar  sind,  so  bezeichnen  wir  die  generalisierten  Koordinaten 
als  nicht  holonome.  Alsdann  treten  auch  an  Stelle  der  Gleichungen  25) 
entsprechende  DifiPerentialgleichangen.  Für  nicht  holonome  genern 
lisierte  Koordinaten  bedürfen  die  meisten  im  Texte  entwickelten  Lehr- 
sätze unter  anderem  schon  die  Lagrang  eschen  Gleichungen  einer  ganz 
wesentlichen  Modifikation  (vergl.  §§  27  und  28,  dann  Wien.  Sitzungsber. 
111,  IIa,  S.  1608,  Dezember  1902).  Wenn  es  nicht  möglich  ist,  mehr 
als  g  der  Gleichungen  23)  auf  die  Form  24)  zu  bringen,  so  nennen 
wir  g  den  Grad  der  Nichtholonomit&t  der  generalieierten  Koordinaten. 
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wenn  die  Funktionen  F  der  Gleichungen  22)  eindeutig  und 
kontinuierlich  sind,  da  dann  die  Position  des  Systems  durch 
die  generalisierten  Koordinaten  eindeutig  bestimmt  ist  Doch 
Mt  sich  manchmal  die  Einführung  mehrdeutiger  Funktionen 
nicht  yermeiden.  Man  kommt  dann  überein,  daß  die  Werte 
der  generalisierten  Koordinaten  mit  bestimmten  willkürlich 
gewählten  beginnen  und  sich  dann  stets  kontinuierlich  mit 
der  Zeit  ändern  sollen.  Da  auch  die  Werte  der  recht- 
winkligen Koordinaten  sich  stets  kontinuierlich  mit  der  Zeit 
ändern,  so  ist  dadurch  jede  Mehrdeutigkeit  ausgeschlossen, 
solange  man  nicht  an  eine  Stelle  konunt,  wo  sich  mehrere 
Fonktionswerte  verzweigen.  An  solchen  Verzweigungsstelien 
oder  anderen  singulären  Stellen,  wo  die  Funktionen  dis- 
kontinuierlich, unbestimmt  oder  unendlich  werden,  sind 
immer  besondere  Betrachtungen  resp.  besondere  Fest- 
setzungen notwendig,  während  an  allen  übrigen  Stellen  die 
zu  entwickelnden  Gleichungen  richtig  bleiben. 

Wenn  zwischen  den  generalisierten  Koordinaten  Glei- 
chungen bestehen,  so  können  natürlich  die  Funktionen  F 
mittels  derselben  in  verschiedene  Formen  gebracht  werden, 
indem  man  die  eine  oder  andere  generalisierte  Koordinate 
▼ermöge  der  zwischen  den  generalisierten  Koordinaten  be- 
stehenden Gleichungen  durch  die  übrigen  ausdrückt,  oder 
sonst  gewisse  in  den  Funktionen  i^  vorkommende  Ausdrücke 
unter  Benutzung  dieser  Gleichungen  in  eine  andere  Form 
bringt 

Da  zu  jeder  Reihe  von  kontinuierlich  sich  folgenden 
Wertekombinationen  der  x  bis  zu  etwaigen  Verzweigungs- 
punkten oder  singulären  Stellen  eine  einzige  kontinuierliche 
Reihe  von  Wertekombinationen  der  p  gehört,  so  kann  man 
aus  den  Gleichungen  22)  jedenfalls  auch  umgekehrt  die  p  als 
Funktionen  der  x  ausdrücken,  was  auf  folgende  Form 
f&hren  soll 

25)  i>i  =  *i(ai.a:,  ...Xj^,  0 

Boltsmftnn,  Mechanik  II.  2 
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wobei  nat&rlich  die  Funktionen  0  ebenfidls  in  Tenchiedene 
Formen  gebracht  werden  können,  falls  Gleichnngen  zwischen 
den  rechtwinkligen  Koordinaten  bestehen.  Aach  die  Funk- 
tionen 0  können  mehrdeutig  sein  und  einzelne  srngoläre 
Stellen  haben,  f&r  welche  dann  die  Gültigkeit  der  zu  eot- 
wickelnden  Gleichungen  aufhört  und  besondere  Betrachtungen 
erforderlich  sind. 

Es  hätte  keine  Schwierigkeit,  mittels  der  Glei- 
chungen 22)  in  die  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
der  X  nach  der  Sioit,  sowie  in  die  Ausdrucke  f&r  die  Kräfte 
die  p  statt  der  x  einzuführen.  Die  Substitution  dieser  Werte 
in  die  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten  geltenden  Be- 
wegungsgleichungen würde  dann  in  jedem  speziellen  Falle 
die  Form  liefern,  welche  die  Bewegungsgleichungen  nach 
EiinfÜhrung  der  yerallgemeinerten  Koordinaten  annehmen. 

Wir  wollen  aber  im  folgenden  zeigen,  wie  diese  Form 
yiel  kürzer  und  ganz  allgemein  mittels  des  Prinzipes  der 
stationären  Wirkung  gefunden  werden  kann. 

§  5.  Begriff  der  Terallgemeinerten  Kräfte. 
Es  seien  x^x^  ...  x^^  beliebige  Koordinatenwerte, 
PiP%  • '  'Pt  ^®  ^^  gehörigen  Werte  der  j?  oder  bei  Mehr- 
deutigkeit bestimmte  dazu  gehörige  Werte  der  ji.  Den  durch 
die  Gleichungen  5)  bestimmten  Zuwächsen  Sx^Sx^  .,.Sx^^ 
der  X  sollen  die  Zuwächse  Sp^  dp^  .  .  .  dp^  der  p  ent- 
sprechen, welche  also  jedenfalls  auch  sonst  vollkommen 
willkürlich  sind,  nur  daß  sie  mit  den  etwa  zwischen  den  p 
bestehenden  Bedingungen  vereinbar  sein  müssen;  die  dnrch 
sie  bestimmte  Verschiebung  des  Systems  nennen  wir  die 
Verschiebung  B.  Dann  folgt  mit  Ausnahme  der  singulären 
Stellen,  von  denen  jedenfalls  nur  einzelne  vorhanden  sein 
sollen,  aus  den  Gleichungen  22): 

26)  3x^^  ^^Spj^      Ä=l,  2,  ...3n. 

Wir  ließen  immer  solche  Zustände  einander  korre- 
spondieren, welche  zu  gleichen  Zeiten  gehören,  d.  h.  bei  der 
durch  das  Zeichen  3  angedeuteten  Operation  ist  immer  ein 
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Zustand  der  nnrariierten  mit  dem  der  gleichen  Zeit  t  ent- 
sprechenden Zustande  der  variierten  Bewegang  zu  rer- 
gleichen.  Infolgedessen  muB  bei  Bildung  von  Jo^  die  Zeit  i 
als  unyeränderlich  angesehen  werden,  wogegen  man  f&r  den 
während  der  Zeit  di  bei  der  unvariierten  Bewegung  ein» 
tretenden  Zuwachs  von  a^  die  Formel  erhält: 

27)  ä^-^ät  +  ^l^äp,. 

1 

Die  Koeffizienten  der  Sp  in  Formel  26)  sind  die  partiellen 
Ableitungen  der  Funktionen  F  nach  den  p,  also  selbst  wieder 
Funktionen  der  p  und  eyentuell  der  Zeit.  Wenn  man  von 
bestimmten  Werten  der  x  und  p  ausgeht ,  so  sind  bis  zu 
den  singulären  Stellen  die  Sx  eindeutig  durch  die  8p  be- 
stimmt und  umgekehrt,  da  nirgends  außer  in  den  Ver- 
zweigungspunkten  ein  zu  gewissen  p  gehöriges  Wertsjstem 
der  X  kontinuierlich  in  ein  anderes  oder  umgekehrt  über- 
gehen kann. 

Substituiert  man  die  Werte  26)  in  den  Ausdruck  21) 
f&r  die  bei  der  fingierten  Verschiebung  B  geleistete  Arbeit 
des  Systems,  so  nimmt  dieser  die  Form  an 

28)  -8"r~y;x,8x,^^HP,8p„ 

1  1 

wbei 

29)  P^-2^-ef,       A-1,2..., 

ist  Durch  Einfährung  dieser  Größen  erhält  man  aas  Olei» 
diong  17)  oder  20): 

30)  flsT+^kP^SpAdt^O. 

Die  Bichtigkeit  der  Gleichung  17)  wurde  für  beliebige 
^rirtnelle  Verschiebungen  bewiesen,  welche  jedoch  sowohl  fbr 
i-i^  als  auch  für  <  »  (^  yersch winden  müssen.  Es  gilt  also 
£e  Gleichung  30)  ebenfalls  f&r  beliebige  mit  den  Bedingungs- 
gleichungen yerträgliche  dp^^,  sobald  diese  sämtlich  f&r  jede 

2» 
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dieser  beiden  Zeiten  Tencliwinden ;  denn  man  sieht  leichl^ 
daß,  wenn  sämtliche  8x  verschwinden,  dann  aach  sämtliche 
Sp  verschwinden  mfissen  und  umgekehrt 

Die  Größen  P^^  spielen  eine  ganz  analoge  Bolle  wie 
früher  die  Größen  X^.  Erstere  heißen  daher  die  Ter- 
allgemeinerten  Kräfte,  und  zwar  P^^  die  in  der  Bichtang 
der  yerallgemeinerten  Koordinate  p^  wirkende  yerallgemei- 
nerte  Kraft  oder  auch  die  Projektion  oder  Komponente  der 
Oesamtkraft  in  der  Bichtung  der  Koordinate  p^^.  Wenn 
nämlich  die  Koordinatentransformation  bloß  in  einem  Über- 
gänge zu  anders  gerichteten  Koordinatenachsen  besteht,  so 
sieht  man  leicht^  daß  P^^  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes 
die  Komponente  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kraft  in 
der  Bichtung  der  betreffenden  neuen  Koordinatenachse  ist 

—  S"  V  ist  die  bei  einer  bloß  gedachten  Verschiebang 
geleistete  Arbeit  Wollte  man  die  während  der  Zeitig  itlr 
die  unvariierte  Bewegung  wirklich  geleistete  Arbeit 

3» 


^ 


berechnen,  so  wären  natürlich  f&r  die  (ire  die  Werte  27]  zu 

substituieren  und  es  würde  folgen  —  rf  F+  -yr-rf^. 

Wenn  die  X  nur  Funktionen  der  Koordinaten  sind  und 
auch  die  Funktionen  F  der  Gleichungen  22]  die  Zeit  nicht 
enthalten,  so  sind  die  P  ebenfalls  Funktionen  der  ver- 
allgemeinerten Koordinaten,  welche  die  Zeit  nicht  enthalten. 
Wir  sagen  dann,  das  System  ist  skleronom  und  skleronom 
bestimmt  Enthalten  die  X  oder  die  F  die  Zeit  explizit  (ist 
das  System  rheonom  oder  rheonom  bestimmt,  oder  beides]  so 
wird  dies  auch  wenigstens  von  einigen  der  P  gelten.  Sind  da^ 
gegen  die  X  auch  von  den  Geschwindigkeitskomponenten  oder 
noch  komplizierteren  Größen  abhängig,  so  enthalten  natür* 
lieh  auch  die  P  die  Ableitungen  der  p  nach  der  Zeit  oder 
noch  verwickelter  gebaute  Ausdrücke.  Wenn  die  X  die 
negativen  partiellen  Ableitungen  einer  Funktion  F  (der  Kraft- 
funktion) nach  der  betreffenden  Koordinate  sind  und  V 
nur  die  Koordinaten  und  eventuell  explizit  die  Zeit  enthält, 
so  daß 
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SOa)  x=-ir        fc=l,  2...3n 

ist,  so  wird,  wie  sofort  aus  Gleichung  29)  ersichtlich  ist: 

31)  p,=«y*^^^^*      ^^ 


*  jLu  dxk     dpH  dpt, 

Man  erhält  also  dann  die  nach  einer  beliebigen  generali- 
sierten Koordinate  wirkende  generalisierte  Kraft,  indem  man 
in  derKraftfunktion  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  mittels 
der  Oleichongen  22)  durch  die  generalisierten  Koordinaten 
aasdrückt,  die  so  erhaltene  Funktion  der  generalisierten 
Koordinaten  und  der  Zeit  nach  der  betreffenden  generali- 
sierten Koordinate  partiell  differenziert  und  schließlich  das 
Vorzeichen  umkehrt 

Wenn  zwischen  den  p  keine  Gleichung  mehr  besteht, 
80  kann  man  die  nach  pj^  wirkende  verallgemeinerte  Kraft 
unabhängig  von  den  rechtwinkligen  Koordinaten  und  den 
Komponenten  der  äußeren  Kräfte  n«ich  den  Richtungen  der 
rechtwinkligen  Koordinatenachsen  in  der  folgenden  Weise 
definieren.  Man  läßt  p^  um  Sp^  wachsen,  die  übrigen  p 
Aber  konstant,  sowie  auch  die  Zeit,  insofern  die  Form  der 
p  mit  ihr  veränderlich  ist.  Die  dabei  geleistete  Arbeit 
-  ^'  F  durch  den  Parameterzuwachs  Spj^  dividiert  ist  die 
betreffende  generalisierte  Kraft.     Es  ist  also: 

32)  n=--^ 

Sind  die  p  nicht  voneinander  unabhängig,  so  können 
natürlich  für  jedes  einzelne  P  verschiedene  Ausdrücke  auf- 
gestellt werden.  Es  lassen  sich  dann  sämtliche  äußere  und 
innere  nach  jedem  Parameter  wirkenden  Kräfte  gar  nicht 
durch  alleinige  Betrachtung  der  Arbeitsleistung  bei  jeder 
Quellen  Verschiebung  voneinander  trennen,  gleichwie  allein 
dnrch  Angabe  der  Arbeitsleistung  bei  jeder  virtuellen  Ver- 
schiebung sämtliche  Komponenten  der  auf  alle  materiellen 
I^mkte  wirkenden  äußeren  Kräfte  nach  den  rechtwinkligen 
Koordinatenrichtungen  in  dem  Falle  ebenfalls  noch  keines- 
wegs bestimmt  sind,  daß  zwischen  den  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten Gleichungen  bestehen. 
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Wenn  aber  die  Xj  sowie  die  in  den  Gleichungen  22) 
Torkommenden  Fonktionen  F  gegeben  sind  und  man  daran 
keine  Eliminationen  mittels  der  Bedingongsgleicbangen  vor- 
nimmt, 80  sind  die  Ausdrücke  29)  bestimmt  Eis  sind  jene 
Werthe,  welche  die  Formel  29)  (resp.  32))  geben  würde, 
wenn  man  ohne  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichungen 
alle  p  bis  auf  p^  konstant  läßt,  aus  den  Gleichnngen  22) 
die  dasu  gehörigen  Änderungen  der  rechtwinkligen  Koordi- 
naten und  mittels  der  Formel  28)  8>ii  V  berechnen  würde. 

Die  generalisierten  Kräfte  haben  natürlich  nicht  immer 
die  Dimensionen  einer  Kraft  im  gewöhnlichen  Sinne.  Da 
Pj^8p^  immer  die  Dimensionen  einer  Arbeit  hat,  so  hat 
7..  B.  F^  die  Dimension  einer  mit  einer  Länge  multiplizierten 
Kraft  (einer  Arbeit,  eines  Drehmomentes),  wenn  p^^  ein 
Winkel,  also  eine  bloBe  Zahl  ist 

§  6.    Generaliaierte  Oesehwindigkeit,  lebendige  Kraft, 
generaluiertes  Koment     Bine  sehr  allgemeine  Gleiehug. 

Wir  wollen  nun  den  Differentialquotienten  einer  be^ 
liebigen  Größe  nach  der  Zeit  wieder  mit  einem  angehängten 
Strich  bezeichnen  und  die  Differentialquotienten  p'i^  pa . . . 
der  yerallgemeinerten  Koordinaten  nach  der  Zeit  die  ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten  nennen.  Die  Division  der 
Gleichung  27)  durch  dt  liefert: 


d  Xu        ^w7    /    cf  aji 


33)       ^'=iT  +  2*P'*iS        fc=l,2...3„. 

Da  die  partiellen  Differentialquotienten  der  7^  Funk- 
tionen der  p  und  der  Zeit  sind,  so  sind  also  durch  diese 
Formel  die  gewöhnlichen  Ge8ch¥dnd]gkeit8komponenten  -x 
als  Functionen  der  verallgemeinerten  Koordinaten  p  und 
der  Yerallgemeinerten  Geschwindigkeiten  p'  ausgedrückt  und 
zwar  sind  sie  bezüglich  der  letzteren  Größen  linear.  Diese 
Funktionen  werden  die  Zeit  dann  noch  explizit  enthalten, 
wenn  diese  auch  in  den  Funktionen  F  explizit  enthalten  ist 
(wenn  die  yerallgemeinerten  Koordinaten  rheonom  sind). 

Der  partielle  Differentialquotient  eines  so  ausgedrückten 
x\  nach  p\  (d.  h.  der  daraus  unter  Konstanthaltung  aller 
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übrigea  p\  aller  f  und  der  Zeit,  wenn  letztere  explizit  in 
dx\ldp\  enthalten  isty  gebildete)  ist 

34)  p-$  =  l^' 

also  gleich  dem  aus  22)  gebildeten  partiellen  Di£Eerential« 
quotienten  des  entsprechenden  x  nach  dem  entsprechenden  j^. 
In  den  rechtwinkligen  Koordinaten  ausgedrückt  ist  die 
lebendige  Kraft  durch  Formel  14)  gegeben.  Substituiert 
man  fbr  die  x  die  Werte  38),  so  folgt  T  als  ganze  Funktion 
zweiten  Grades  der  p\    Wir  wollen  setzen 


35) 


•  »  9 


=  \^\P\*  +  \H%P\^  •  •  •  +  ^iPiPt  +  •  •  • 

wobei  wir  unter  Oj^^  und  a^^^  stets  dieselbe  Größe,  n&mlich 
den  halben  Koeffizienten  von  p\p\  im  Ausdrucke  flir  T  ▼er- 
stehen. Die  beiden  Glieder,  welche  man  erh&lt,  einmal, 
wenn  laaii  in  der  ersten  Summe  den  Summationsbuchstaben 
gleich  h  und  in  der  zweiten  gleich  kj  das  andere  Mal,  wenn 
man  in  der  ersten  Summe  den  Summationsbuchstaben  gleich 
k  und  in  der  anderen  gleich  h  setzt,  addieren  sich  dann  zu 

Die  Koeffizienten  a,  ß  und  y  werden  noch  die  generali- 
sierten  Koordinaten  p  in  irgend  einer  von  der  Form  der 
Fonktionen  F  abhängigen  Weise  enthalten.  Falls  die  Funk- 
tionen F  der  Gleichungen  22)  die  Zeit  nicht  explizit  ent- 
halten, also,  wie  wir  uns  ausdrückten,  für  skleronome 
generalisierte  Koordinaten  yerschwinden  die  ß  und  y  und  T 
wird  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  p\ 

Man  bezeichnet  den  partiellen,  d.  h.  bei  Konstant- 
haltung des  ty  aller  p  und  aller  übrigen  p*  gebildeten  Diffe- 
rentialquotienten Ton  T  nach  p\  mit  q^  und  nennt  ihn  das 
betreffende  generalisierte  Moment    Es  ist  also: 
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Wenn  man  den  Verlauf  der  unvariierten  Bew^nng  yer- 
folgt,  80  sind  allerdings  sämtliche  p  Funktionen  der  Zeit 
allein  und  freilich  auch  der  Anfangswerte ,  mit  denen  die 
Bewegung  begonnen  hat,  so  daß  bei  einem  gegebenen 
Systeme  und  gegebenen  Anfangswerten ,  wenn  eines  der  p 
gegeben  ist^  dadurch  im  allgemeinen  alle  anderen  bestimmt 
sind,  entweder  eindeutig  oder  mehrdeutig,  manchmal  freilich 
unendlich  vieldeutig,  selbst  so,  daß  sie  noch  eine  kontinuier- 
lich zwischen  gewissen  G-renzen  liegende  Mannigfaltigkeit 
Ton  Werten  annehmen  können.  Die  p'  aber  sind  zudem  die 
Differentialquotienten  der  entsprechenden  p  nach  der  Zeit 

In  Formel  36]  aber,  wie  auch  schon  früher  bei  Bildang 
aller  partiellen  Differentialquotienten,  wird  dies  gar  nicht  be- 
rücksichtigt Es  wird  für  einen  Augenblick  T  einfach  als 
ein  Ausdruck  betrachtet,  der  in  gegebener  Weise  au8  den 
p  und  p'  zusammengesetzt  ist  und  ohne  Rücksicht  auf  die 
Bedeutung  der  p  und  p'  gerade  so  partiell  differenziert 
wird,  als  ob  sich  jedes  der  p  und  jedes  der  p  unabhängig 
von  allen  anderen  für  sich  allein  beliebig  ändern  könnte, 
was  z.  B.  dann  wirklich  der  Fall  wäre,  wenn  man  nicht 
bloß  die  Zeit,  sondern  auch  jeden  der  Anfangswerte  der 
p  und  p  als  beliebig  yeränderlich  betrachten  würde. 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  generalisierten  Koordi- 
naten mit  den  recht¥dnkligen  zusammenfallen,  ist  p\^z\i 
daher  T  durch  den  Ausdruck  14]  gegeben  und  man  hat 

q^^  ist  also  dann  das,  was  wir  schon  im  I.  Teile  das  in  der  be- 
treffenden Eoordinatenrichtung  geschätzte  Bewegungsmoment 
genannt  haben. 

Denken  wir  uns  in  den  Ausdruck  für  T  die  generalisierten 
Koordinaten  eingeführt,  so  daß  er  die  Form  35)  annimmt, 
60  folgt  zunächst  für  jeden  Zeitmoment: 


38) 


*^-i?^/^'*  +  i?l£*^*=^*^*^^'*  + 
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Hierbei  ist  Sp^  der  Zn wachs,  welchen  der  Wert  der 
generalisierten  Koordinaten  pj^  beim  Übergänge  Ton  dem  der 
Zeit  i  entsprechenden  Zustande  der  anyariierten  zum  korre- 
spondierenden Zustande  der  yariierten  Bewegung  erAhrt 

PjI  =  -^  ist  der  Wert  der  entsprechenden  generalisierten 

Geschwindigkeit  zu  dieser  Zeit  für  die  unvariierte, 

der  f&r  den  korrespondierenden  Zustand  der  yariierten 
Bewegung.  Der  Zuwachs,  den  diese  genei^alisierte  Ge- 
schwindigkeit beim  Übergang  Ton  der  unvariierten  zur 
tariierten  Bewegung  erfahrt,  ist  also: 

Addiert  man  zur  Gleichung  38)  beiderseits  den  Ausdruck 

1 
multipliziert  mit  dt  und  integriert  Ton  t^  bis  t^,  so  ergibt  sich: 

Irgend  ein  Glied  der  ersten  Summe  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  hat  mit  Inbegriff  der  Integration  nach  t  die  Form 

Jqjp\dt, 

was  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  39)  durch  par- 
tielle Integration  gleich 

gefimden  wird.  Transformiert  man  jedes  Glied  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  40)  in  dieser  Weise  und  yereinigt  dann 
wieder  alle  diese  Glieder,  so  folgt  allgemein: 


40) 
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41) 


J[ST+^^P,SpAdt^ 


/'^^2-4t+I^+^»m+2'»*'* 


Die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  ist  keineswegs  an  die 
Bedingung  geknüpft,  daß  f&r  die  Integrationsgrenzen,  also 
für  <  <=  <0  und  t^^ii,  die  Variationen  sämtlicher  Koordinaten 
verschwinden.  Wenn  dies  jedoch  der  Fall  ist,  wenn  also 
ftür  <  »  <^  und  i  =  t^  sämtliche  8p  verschwinden ,  so  ver- 
schwindet das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  der  Gleichung  41). 
Andererseits  aber  verschwindet  in  diesem  Falle  auch  die 
linke  Seite  dieser  Gleichung  gemäß  der  Gleichung  30)  und 
es  folgt  somit  in  diesem  speziellen  Falle: 


^    « 


^2)  /2   -^  +  |£  +  ^»  MM^  =  0- 


§  7.    Erste  Form  der  Lagrangeschen  B  ewegfungsgleiohunf 

Wenn  zwischen  den  p  keine  Bedingungsgleichnngen 
bestehen,  so  sind  in  Gleichung  42)  sämtliche  Sp  voneinander 
unabhängig  und  man  kann  aus  der  Allgemeingültigkeit  dieser 
Gleichung  leicht  beweisen,  daß  alle  Koeffizienten  aller  Sp 
für  alle  Zeiten  verschwinden  müssen.  Denn  würde  der 
Koeffizient  irgend  eines  der  dp,  z.  B.  der  von  Spj^^  nicht 
für  alle  Zeiten  verschwinden,  so  könnte  man  für  alle  Zeiten, 
für  welche  er  positiv  ist,  auch  8pj^  positiv,  ftLr  alle,  f&r  welche 
er  negativ  ist,  auch  3pj^  negativ,  dagegen  alle  anderen  Sp 
gleich  Null  wählen.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  42)  wäre 
dann  notwendig  positiv  und  könnte  nicht  verschwinden,  was 
mit  dem  eben  Bewiesenen  in  Widerspruch  steht  Man  hat 
also  zu  allen  Zeiten  und,  wenn  alle  Funktionen  kontinuier- 
lich sind,  auch  beliebig  nahe  an  i^  und  t^: 

*8)  ^T-l^'-P»'     A=.l,2,3...,. 
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Die  Zahl  s  der  generalisierten  Koordinaten  kann  nickt 
kleiner  sein,  als  die  Zahl  i  =  8n  —  r  der  Freiheiten  des 
Systems,  weil  sonst  eine  Bestimmung  der  Lage  sämtlicher 
Punkte  des  Systems  durch  die  generalisierten  Koordinaten 
unmöglich  wäre.  Ist  s  =  i,  so  tritt  der  eben  betrachtete 
Fall  ein,  daß  zwischen  den  generalisierten  Koordinaten 
keinerlei  Bedingungsgleichungen  bestehen.  Die  generali- 
sierten Koordinaten  werden  aber  nur  dann  holonom  sein 
können,  wenn  das  System  selbst  ein  holonomes  ist  Ist  da- 
gegen 8  >  i,  so  bleiben  zwischen  den  generalisierten  Koordi- 
naten noch  <T=:8^i  =  8^3n  +  T  Bedingungsgleichungen 
übrig. 

Beim  Gebrauche  rechtwinkliger  Koordinaten  hatte  die 
i-te  Bedingungsgleichung  die  Form  2).  Führen  wir  yermöge 
der  Gleichungen  22)  und  27]  die  generalisierten  Koordinaten 
ein,  so  nimmt  diese  Bedingungsgleichung  die  Form  an 


44)  n^di+    >»  n\ dp^^^O, 

1 
wobei 

44.)     «'-r  +  ^»ii^.    «i^^^ifS- 

Bei  Bildung  der  partiellen  Differentialquotienten  der  x  sind 
diese  natürlich  vermöge  der  Gleichungen  22)  als  Funktionen 
Yon  t  und  den  p  zu  betrachten.  Wenn  eine  Bedingnngs- 
gleichung  von  den  generalisierten  Koordinaten  identisch  er- 
füllt wird^  so  müssen  für  dieselbe  sämtliche  n  identisch  yer- 
schwinden. 

Die  der  Bedingung  44)  entsprechende  Bedingungs- 
gleichung  für  den  Übergang  von  einem  Zustande  der 
unyariierten  zum  korrespondierenden  Zustand  der  yariierten 
Bewegung  aber  wird,  falls  nicht  alle  n  yerschwinden  und 
sie  daher  identisch  erfüllt  ist,  lauten: 

» 

45)  2<5i»,=  0. 
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Die  n  sind  natürlich  jetzt  Funktionen  der  generalisierten 
Koordinaten,  welche  auch  die  Zeit  explizit  enthalten  können. 
Letzteres  wird  jedoch  niemals  der  Fall  sein,  wenn  die  firüher 
mit  ^nnd  |  bezeichneten  Funktionen  die  Zeit  nicht  explizit 
enthielten. 

Bei  der  in  der  Anmerkung  auf  Seite  5  §  1  angedeuteten 
Variationsmethode,  bei  welcher  die  korrespondierenden  Zu- 
stände nicht  gleichen  Zeiten  entsprechen  und  daher  auch 
die  Zeit  variiert  wird,  welche  wir  aber  vorläufig  nirgends 
anwenden  werden,  müßten  an  Stelle  der  Gleichungen  45] 
die  Gleichungen  treten: 

46)  n^3t+  yi  n[Sph  =  0 . 

i 

Falls  das  System  holonom  ist,  werden  auch  die  Be^ 
dingungsgleichungen  44)  holonom  sein,  d.  h.  sich  auf  <r 
Gleichungen  von  der  Form 

47)  ^y(Pi,A  ..-i>.,  0  =  0 

reduzieren  lassen.  Wenn  dagegen  das  System  inholonom 
vom  Grade  g  ist,  so  müssen  g  von  den  Gleichungen  44) 
übrig  bleiben,  die  sich  nicht  auf  diese  Form  bringen  lassen. 
Im  ersten  Falle  haben  die  Bedingungen,  welche  f&r 
den  Übergang  vom  unvariierten  zum  variierten  Zustande 
gelten,  ebenfalls  die  Form 

48)  S(p{p^,p^  ...i?,,  0  =  0 

und  es  kommt  ihnen  eine  überaus  einfache  Bedeutung  zu. 
Diese  Gleichungen  besagen  nämlich,  daß  die  Funktion  (p 
beim  Übergange  von  jedem  Zustande  der  unvariierten  zum 
korrespondierenden  Zustande  der  variierten  Bewegung  ebeu- 
fitUs  denselben  konstanten  Wert  behalten  muß,  der  ihr  auch 
für  die  ganze  unvariierte  Bewegung  zukommt,  daß  also  auch 
während  der  ganzen  variierten  Bewegung  diese  Funktion 
jenen  konstanten  Wert  haben  muß,  oder  mit  anderen  Worten, 
daß  auch  die  variierte  Bewegung  aus  lauter  Lagen  bestehen 
muß,  welche  mit  den  Bedingungsgleichungen  vereinbar  sind, 
d,  L  selbst  mit  diesen  vereinbar  sein  muß. 

Wenn  die  Bedingungen  in  der  Form  gegebe.n  sind:  (p  » 
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einer  gegebenen  Konstanten,  so  ist  dieser  Satz  selbstverständ- 
lich umkehrbar,  d.  h.  jedesmal  wenn  die  variierte  Bewegung 
in  ihrem  Verlaufe  den  Bedingungen  genügt»  muß  ihnen  auch 
jeder  Übergang  von  einem  Zustande  der  unvariierten  zum 
korrespondierenden  Zustande  der  variierten  Bewegung  ge- 
nügen. Sind  dagegen  die  Bedingungen  bloß  in  der  Form  47) 
gegeben^  so  könnte  im  Verlaufe  der  variierten  Bewegung  (p 
gleich  einer  Eonstanten  sein,  deren  Wert  von  dem  für  die 
nnvariierte  Bewegung  geltenden  etwas  verschieden  wäre. 
Dann  könnte  der  Verlauf  der  unvariierten  Bewegung  den 
Bedingungen  genügen  und  auch  der  der  variierten  ftlr  sich, 
nicht  aber  der  Übergang  von  der  einen  zur  anderen.  Doch 
ist  diese  Möglichkeit  sofort  wieder  ausgeschlossen,  wenn  die 
Koordinaten  für  <  =  /^  und  t  =  i^  nicht  variieren. 

Die  Bedeutung,  welche  den  Variationsbedingungen  im 
zweiten  Falle,  wenn  das  System  inholonom  ist,  zukommt, 
wollen  wir  im  nächsten  Paragraphen  erörtern.  Hier 
wollen  wir  zunächst  zeigen,  wie  die  Gleichung  42)  zu  be- 
handeln ist,  wenn  beliebige  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  p  gegeben  sind,  deren  Anzahl  o-  sei.  Wir  setzen  voraus, 
daß  jede  derselben  in  die  Form  44)  gebracht  werden  kann, 
welcher  zwischen  den  Eoordinatenvariationen  die  Be- 
dingung 45)  entspricht.  Wir  multiplizieren  die  Gleichung  45) 
mit  einem  zu  bestimmenden  Faktor  A,,  welcher  Funktion 
der  Koordinaten  und  der  Zeit  sein  kann,  summieren  dann 
bezügUch  l  von  1  bis  a,  multiplizieren  ferner  mit  di,  inte- 
grieren von  ^  =  ^0  bis  i  ^\  und  addieren  endlich  das  Be- 
sultat  zur  linken  Seite  der  Gleichung  42). 

Die  A  können  dann  so  bestimmt  werden,  daß  in  der 
auf  diese  Art  erhaltenen  Gleichung  die  Koeffizienten  von  a 
der  dp  verschwinden.  Die  übrigen  8p  sind  aber  unab- 
hängig und  man  beweist  durch  dieselbe  Schlußweise,  durch 
welche  wir  die  Gleichungen  43)  erhielten,  daß  auch  ihre 
Koeffizienten  verschwinden  müssen.  Die  Nullsetzung  aller 
dieser  Koeffizienten  liefert  die  Gleichungen: 
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Dies  sind  die  aUgemeinen  von  Lagrange  zuerst  angegebenen 
Bew^nngsgleichnngen  in  generalisierten  Koordinaten.  Falls 
eine  Kraftfanktion  existiert,  nehmen  sie  die  Form  an 

während  man  in  diesem  Falle  auch  schreiben  kann 
wenn  V  die  Geschwindigkeiten  nicht  enthält 


§  8.    Bedentnny  der  Variationsbedingnngea  für  nieht 

holonome  Systeme. 

Wir  gehen  nun  zur  Erläuterung  der  Bedeutung  über, 
welche  die  Variationsbedingungen  f&r  nicht  holonome 
Systeme  haben.  In  diesem  Falle  ist  es  durchaus  nicht 
ein-  und  dasselbe,  ob  man  sagt,  der  Verlauf  der  variierten 
oder  der  XTbergang  von  der  unvarüerten  zur  Tariierten 
Bewegung  solle  die  Bedingnngsgleichungen  eif&Uen.  Da 
nämlich  dann  gewisse  Bedingungsgleichungen  nicht  inte- 
grabel  sind,  so  brauchen  sie,  wenn  sie  von  einem  be- 
stimmten  Übergänge  aus  einem  Anfangszustande  Z.  in 
einen  Zustand  Z^,  und  wiederum  Ton  einem  Übergänge 
aus  dem  Zustande  Z,  in  einen  Zustand  Z,  gelten,  nicht 
auch  von  jedem  anderen  Übergänge  aus  dem  Zustande  Z^ 
in  den  Zustand  Z,  zu  gelten.  Daraus  also,  daß  diese 
Bedingungsgleichungen  für  jeden  Übergang  aus  einem  Zu- 
stande der  unvariierten  Bewegung  in  den  korrespondieren- 
den Zustand  der  yariierten  Bewegung  gelten  (Übergang  Ä^ 
folgt  dann  nicht,  daß  sie  auch  für  den  Übergang  von  jedem 
zum  nächsten  Zustande  der  yariierten  Bewegung  gelten 
(Übergang  B\ 

Beim  Übergange  B  gehen  die  Werte,  welche  die  Ko- 
ordinaten bei  der  variierten  Bewegung  zur  Zeit  t  haben 
(^te  Koordinate  »  j?^  +  ^Pi^»  ^^  diejenigen  über,  welche 
sie  fbr  die  variierte  Bewegung  zur  Zeiit  +  dt  haben  (A^te 
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Koordinate  =  Pj^  +  8pj^  +  dp^  +  d  Sp^.  Wir  können  daher 
die  Form^  welche  die  Gleichung  44)  fftr  diesen  Übergang 
annimmt^  symbolisch  so  schreiben: 

was  durch  Subtraktion  der  Gleichung  44)  liefert: 


52). 


i 


9 

x'dt+yin(^{p„t)dp, 
1 


ö»i(0 


Gleichung  45)  drückt  aus^  daß  die  entsprechende  Be- 
dingung für  den  Übergang  Ä  zur  Zeit  t  gilt,  d.  h.  für  den 
Übergang  Tom  ursprünglichen  Zustande  zur  Zeit  i  zum 
variierten  zur  selben  Zeit  Die  Gleichung,  welche  aus- 
drückt, daß  dieselbe  Bedingung  auch  zur  Zeit  t-^-dt  für 
Übergang  Ä  erfüllt  ist,  d.  h.  für  den  Übergang  aus  dem  der 
Zeit  t  +  dt  entsprechenden  ursprünglichen  Zustande  zu  dem 
derselben  Zeit  entsprechenden  variierten  Zustande,  finden 
wir,  indem  wir  Gleichung  45),  in  welcher  wir  den  Summations- 
bnchstaben  auch  mit  k  bezeichnen  können,  nach  t  diffis- 
renzieren,  wodurch  folgt: 


53). 


d^^^ip,=^^^-^dtSp,+ 


Die  Gleichung  53)  ist  sicher  mit  52)  identisch,  wenn  all- 
gemein 

Bpk   "^     dt  dpk  öpk 

ist,  d.  h.  wenn  die  Bedingung  holonom  ist    Andernfalls  sind 
beide  Gleichungen  im  allgemeinen  nicht  identisch.    Wenn 
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also  auch  der  Übergang  Ton  jedem  Zustande  der  unvariierten 
zum  entsprechenden  Zustande  der  variierten  Bewegung  den 
Bedingungsgleichungen  entsprechend  geschieht,  so  folgt 
daraus  noch  nicht,  daß  auch  die  Beihenfolge  aller  variierten 
Zustände  eine  den  Bewegungsgleichungen  entsprechende  Be- 
wegung liefert 

Besonders  auffallend  tritt  dies  hervor,  wenn  man  von 
dem  variierten  Zustande  wieder  zu  einem  neuen  variierten 
Zustande  etc.  übergeht,  bis  man  schließlich  zu  einer  variierten 
Bewegung  gelangt,  welche  um  endliches  von  der  ursprOng- 
lichen  Bewegung,  welche  wir  die  unvariierte  nannten,  ver- 
schieden ist  Wenn  dann  auch  jeder  Übergang  von  jedem 
Zustande  irgend  einer  der  variierten  Bewegungen  zum 
korrespondierenden  Zustande  der  nächstfolgenden  variierten 
Bewegung  den  Bedingungsgleichungen  gemäß  erfolgt»  so  kann 
doch  die  Beihenfolge  der  Zustände,  zu  welcher  man  ganz 
zuletzt  gelangt  ist,  eine  Bewegung  bilden,  welche  die  Be- 
wegungsgleichungen nicht  mehr  im  entferntesten  erftdlt 

Wenn  z.  B.  das  System  eine  Eugel  ist,  so  ist  die  Be- 
dingung, daß  sie  auf  einer  festen  Fläche  rollen  muß,  eine 
nicht  holonome,  wird  also  durch  eine  nicht  integrable  Glei- 
chung von  der  Form  44),  die  aber  weder  die  Zeit  noch 
deren  Dififerential  enthält,  dargestellt  Die  Bedingung  ftr 
die  Bichtigkeit  der  Gleichung  42)  ist  dann,  daß  der  Über- 
gang von  jedem  Zustande  der  unvariierten  zu  dem  korre- 
spondierenden Zustande  der  variierten  Bewegung  durch 
Rollen  auf  dieser  Fläche  geschieht  Hieraus  und  aus  dem 
umstände,  daß  die  unvariierte  Bewegung  ein  Bollen  aot 
derselben  Fläche  ist,  folgt  aber  noch  keineswegs,  daß  auch 
die  durch  die  Reihenfolge  der  variierten  Lagen  dargestellte 
Bewegung  wieder  ein  Rollen  auf  dieser  Fläche  ist^) 

Bei  holonomen  Systemen  können  wir  die  Bedingungen, 
denen  die  variierte  Bewegung  genügen  muß,  in  einem 
Satze  aussprechen,  in  dem  gar  nicht  davon  die  Rede  ist, 
welchem  Zustande  der  unvariierten  Bewegung  man  jeden 
Zustand  der  variierten  Bewegung  korrespondieren  läßt,  in- 


^)  YergL  Holder,  Gott  Nachr.  1896,  Heft  2,  S.  122. 
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dem  wir  bloß  sagen,  die  variierte  Bewegung  maß  als  solche 
ganz  anabhängig  von  der  unyariierten  den  Bedingangs- 
gleichnngen  genügen.  Die  Bedingungen  dagegen,  denen  bei 
nicht  holonomen  Systemen  die  variierte  Bewegung  genügen 
muß,  scheint  ihrer  Formulierung  nach  davon  abhängig  zu 
sein,  welchen  Zustand  der  variierten  Bewegung  man  bei 
Bildung  der  Sp  mit  einem  jeden  Zustande  der  unvariierten 
Bewegung  vergleicht  (ihm  korrespondieren  läßt],  da  wir 
sagten,  die  variierte  Bewegung  muß  so  geschehen,  daß  der 
Übergang  von  jedem  Zustande  der  unvariierten  Bewegung 
zn  dem  korrespondierenden  Zustande  der  variierten  Be- 
wegung den  Bedingungsgleichungen  genügt  Wir  wollen  dies 
kurz  die  Höldersche  Art  der  Variation  nennen. 

Es  kann  also  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  eine 
bestimmte,  dieser  Bedingung  genügende  varüerte  Bewegung 
nicht  aufhört,  ihr  zu  genügen,  wenn  man  nichts  anderes 
yerandert,  als  daß  man  mit  jedem  Zustande  der  unvariierten 
Bewegung  nicht  denselben  Zustand  der  variierten  Bewegung 
wie  früher,  sondern  einen  zu  einer  unendUch  wenig  ver- 
schiedenen Zeit  gehörigen  Zustand  der  variierten  Bewegung 
korrespondieren  läßt  Es  muß  dann,  wenn  man  von  der 
onyariierten  Bewegung  nach  der  Holde rschen  Variationsart 
zu  einer  ersten  variierten,  von  dieser  wieder  nach  der 
Hölderschen  Variationsart  zu  einer  zweiten,  dann  zu  einer 
dritten  u.  s.  f.  übergeht,  bis  man  zu  einer  um  endliches  ver- 
schiedenen Bewegungsart  gelangt,  diese,  die  zwar  den  Be- 
din^ngen  der  Aufgabe  im  allgemeinen  gar  nicht  mehr 
genügen  wird,  doch  eine  gewisse  charakteristische  Eigen- 
schaft haben,  welche  zum  Ausdruck  bringt,  daß  sie  durch 
lauter  Variationen  nach  der  Hölderschen  Art  aus  einer 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  genügenden  Bewegung  ent- 
standen ist 

Daß  in  der  Tat  das  charakteristische  Merkmal  der 
Hölderschen  Variationsart  nicht  gestört  wird,  wenn  man 
unter  Beibehaltung  derselben  variierten  Bewegung  bloß  jeden 
Znstand  derselben  einem  etwas  anderen  Zustande  der 
nnvariierten  Bewegung  korrespondieren  läßt,  sieht  man 
in   der   folgenden   Weise:    Wenn    früher    der    Zustand  B 

BoUsmann,  Mechanik  II.  3 
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der  Tariierteii  Bewegang  dem  znr  Zeit  i  gehörigen  Zb- 
stuide  Ä  der  nnvariierten  Bewegung,  jetzt  dem  zur  Zeit 
i  +  8t  gehörigen  Zustande  ^  der  nnvariierten  Bewegung 
korrespondiert,  so  möge  9p  die  frühere,  S^p  die  jetzige 
Variation  irgend  einer  Koordinate  p,  dagegen  dp  der  Zu- 
wachs sein,  welchen  diese  Koordinate  bei  der  anvariierten 
Bewegung  beim  Übergang  vom  Zustande  Ä  zum  Zustande  J^ 
also  bei  der  natürlichen  Bewegung  während  der  Zeit  8t 
erfährt,  so  daB  dp  =sp' dt  ist  Es  ist  dann  8^p^  dp  —  dp, 
und  da  die  Bedingnngsgleichungen  die  dp  linear  enthalten, 
so  müssen  ihnen  auch  die  S^p  genügen,  wenn  ihnen  die  8p 
genügen.  Denn  die  dp  genügen  ihnen,  weil  sie  einer  natür- 
lichen, also  einer  jedenfalls  möglichen  Bewegung  entsprechen. 

§  9.    Zweite  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen. 

Wir  können  die  Gleichung  49)  in  eine  andere  Fonn 
bringen,  wenn  wir  statt  der  yerallgemeinerten  Geschwindig- 
keiten p'  die  Momente  q  einf&hren,  wobei  wir  uns  aber  auf 
den  Fall  beschränken  wollen,  daß  die  Funktionen  F  der 
Gleichungen  22)  die  Zeit  nicht  explizit  enthalten,  daß  also 
die  mit  ß  und  y  bezeichneten  Koeffizienten  im  Ausdruck 
für  T  verschwinden  (daß  die  yerallgemeinerten  Koordinaten 
skleronom  sind).  Die  Relationen  86),  welche  uns  die  q  als 
Funktionen  der  p'  ausdrücken,  können,  wenn  man  die 
Koeffizienten  a  als  gegeben  betrachtet,  auch  als  s  lineare 
Gleichungen  aufgefaßt  werden,  aus  denen  umgekehrt  die  / 
als  lineare  Funktionen  der  q  bestimmt  werden  können.  Die 
betreffenden  Gleichungen  lauten  dann  so: 

Die  Koeffizienten  a  sind  Funktionen  der  p,  welche  wir  ver- 
möge der  Gleichungen  14),  22),  33)  und  35)  leicht  berechnen 
können,  wenn  die  Massen  der  materiellen  Punkte  und 
die  Funktionen  J^  gegeben  sind.  Daher  sind  auch  die  h 
Funktionen  i^vp,  die  sich  in  bekannter  Weise  als  Quotienten 
zweier  die  a  enthaltender  Determinanten  darstellen.  Die 
Determinante  im  Nenner  ist  ftir  alle  p'  gleich,  die  im  Zähler 
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ist  wegen  c^j^  »  o,^^  ebenfalls  fbr  6^j^  dieselbe  wie  für  \j^f 

voraus  folgt: 

55)  Kk==hh' 

Die  AnflösQng  der  linearen  Gleichungen  36)  nach   den  q 

wäre  nur  dann  unmöglich,  wenn  die  Determinante  aller  a 


5ü) 


Oll.  ö„  .  .  .  Og, 


yersch  winden  würde.     Dies  kann   aber  niemals   für  reelle 


du 


Werte  eintreten.    T  ist  nämlich  gleich  ^  ^le  m«  2;J^',  also  eine 

Summe  von  Quadraten  mit  positiven  Koeffizienten.  Es  kann 
also  nur  verschwinden,  wenn  alle  x  und  daher  auch  alle  p' 
Terschwinden.  Das  Verschwinden  der  Determinante  56)  ist 
aber  die  Bedingung,  daß  die  linearen  Gleichungen  für  die  p\ 
welche  man  erhält,  wenn  man  alle  q  gleich  Null  setzt,  eine 
andere  Auflösung  als  das  Verschwinden  sämtlicher  p*  zu- 
lassen. Würde  also  diese  Determinante  56)  verschwinden,  so 
würden  aus  den  Gleichungen  36)  immer  gewisse  Werte  der  p' 
bestimmbar  sein,  welche  nicht  alle  verschwinden,  ftLr  welche 
aber  alle  q  und  daher  auch  T  verschwinden  würden,  da  ja, 
wie  man  sofort  durch  Einsetzen  der  Werte  36)  für  die  g  sieht, 

1 
ist  Die  Gleichung  57)  ergibt  sich  auch  in  folgender  Weise. 
Wenn  f  eine  homogene  Funktion  n-ten  Grades  von  ^i ,  yj  • . .  y^ 
ist»  80  hat  man  bekanntlich: 

Setzt  man  /"=  T,yj^  ^v\^  so  folgt  hieraus  sofort  die  Glei- 
chung 57),  da  T,  wenn  die  Punktionen  F  die  Zeit  nicht 
explizit  enthalten,  eine  homogene  quadratische  Funktion 
der  y  und  d  T\dp\  =  q^  ist  In  den  in  43)  und  49)  vor- 
kommenden Größen  d  T/dpj^  ist  T  durch  die  Gleichung  35) 
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als  Fanktion  von  den  p  und  p'  ausgedrückt  zu  denken,  d.  L 
es  sind  bei  der  Differentiation  alle  übrigen  p  und  alle  p  ab 
konstant  zu  betrachten.  Wir  können  aber  in  T  die  p'  ver- 
möge der  Gleichungen  54)  als  Funktionen  der  p  und  q 
ausdrücken.  Dann  erhalten  wir  T  als  Funktion  der  p  und  q 
ausgedrückt  Weil  es  homogene  quadratische  Fanktion 
der  p'  war,  diese  aber  wieder  homogene  lineare  Funktionen 
der  q  sind,  so  wird  T  auch  als  homogene  quadratische 
Fanktion  der  q  erscheinen.     Es  sei  etwa: 

58)   T=-:^ ^ ^uej^^q^q^^:^a,^q\+^(^^ql+...+c^^q^q^+..^ 
1       1 

Die  Koeffizienten  e  sind  natürlich  Funktionen  der  p  und 
es  ist  identisch  e^^^  :=  (^^ . 

Den  aus  diesem  Ausdrucke  gebildeten  partiellen  Diffe* 
rentialquotienten  von  T  nach  Pj^,  wobei  also  nebst  der 
anderen  p  nicht  die  p',  sondern  die  q  als  konstant  zu  be- 
trachten  sind,  wollen  wir  mit 


dpH 
bezeichnen.     Wir  werden  ihn  erhalten,  wenn  wir  zuerst  T 
als  Funktion   von  p  und  p    ausdrücken   und   darin  die  p 
vermöge  der  Gleichungen  54)  als  Funktionen  der  p  und  q 
betrachten.     Es  ist  also: 


59)  -t-=^//+ >?^  4?=¥^+S^»4£ 

'      oph  ^Ph        ^    opk      opk  apx        ^  ^*  opx 

dp'Tidph  ist  die  im  ursprünglichen  Sinne  gebildete- 
partielle  Ableitung,  wo  T  als  Funktion  der  p  und  p'  zu 
denken  und  unter  Konstanthaltung  der  p'  nur  insofern 
nach  p,^  zu  differenzieren  ist,  als  diese  Größe  in  den  Ko- 
effizienten a  der  Formel  35)  vorkommt.  dp'Jdpj^  ist  aber 
aus  Formel  54)  unter  Konstanthaltung  der  q  und  alleinigen 
Differentiation  der  Koeffizienten  h  nach  p^^  zu  bilden. 

Bei  Bildung  von  d  T/dp^  ist  es  selbstverständlich,  dafr 
die  übrigen  p'  und  die  p  als  konstant  anzusehen  sind,  wes- 
halb wir  dem  d  nicht  den  Index  p'  anhängten.  Wie  wir 
den  Ausdruck  59)  bildeten,  so  können  wir  auch  den  partiellen: 
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Differentialquotienten  von  T  nach  ^^  bilden,  indem  wir  zu- 
erst T  als  Funktion  von  p  und  p'  ausdrücken  und  dann 
die  p'  durch  die  Gleichungen  54)  durch  p  und  q  ausdrücken, 
wo  dann  bei  Bildung  der  dp' /dq  die  anderen  q  und  die  p 
als  konstant  zu  betrachten  sind.     Es  wird  also: 


äi£\\ 

^^*u  'sj^''  ^p'*-  yig  ^p'*- 

ö?»         ^  dp'i   Ö9»       ^^*öj» 

• 

^nßj 

t 
1 

dPk 
dt 

Andererseits  folgt  aus  Gleichung  58): 

61) 

BT        -STi 

Da  dies  nach  Gleichung  60)  gleich  dem  durch  Gleichung  54) 
gegebenen  Werte  yon  p\  sein  muß,  und  die  Geschwindig- 
keiten und  daher  auch  die  q  unabhängig  von  den  Koordi- 
naten alle  möglichen  Werte  haben  können,  so  müssen  in  54) 
and  61)  alle  Koeffizienten  der  q  gleich  sein;  man  hat  also 
allgemein: 

«2)  ^»="'«. 

Die  partiellen  DifiFerentialquotienten  der  p'  können  wir 
folgendermaßen  eliminieren.  Wir  denken  uns  in  Glei- 
chuDg  57)  die  p\  vermöge  der  Gleichungen  54)  als  Funk- 
tionen der  p  und  q  ausgedrückt  und  dann  nach  p^  diffe- 
renziert, indem  wir  die  übrigen  p  und  alle  q  konstant  be» 
trachten.  Der  Differentialquotient  des  T,  den  wir  so  links 
erhalten,  ist  genau  das,  was  wir  schon  in  59)  mit  d^  '^I^P\ 
bezeichneten;  ebenso  ist  rechts  der  Differentialquotient  des 
p\  das,  was  wir  in  der  rechten  Seite  von  59)  mit  dp\jdp^ 
bezeichneten.  Wir  erhalten  also,  indem  wir  57]  in  der  be- 
sprochenen Weise  nach  p^  partiell  differenzieren 


*)  Wir  onterlaasen  es  wieder,  in  diesem  Ausdrucke  dem  d  im 
Zftkler  den  Index  q  anzuhängen,  da  es,  wenn  wir  nach  einem  der  q 
partiell  differenzieren,  selbstverständlich  ist,  daß  wir  alle  übrigen  q 
und  alle  p  als  konstant  anzusehen  haben. 
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was  mit  59)  zasammeDgehalten  liefert: 

Wenn  wir  57)  genau  in  demselben  Sinne,  in  dem  wir  es 
soeben  nach  p^  differenzierten,  nun  nach  q^  differenzieren, 
so  müssen  wir  alle  übrigen  g^  nnd  alle  p^  konstant  lassen 
und  die  p  durch  die  p^  und  q^  ausgedrückt  denken.  Die 
Summe  rechts  in  57)  enthält  offenbar  das  Glied  qf^p\i  welches 
nach  q^  differenziert  liefert 


Ph  +  % 


dqh ' 


während  in  allen  anderen  Gliedern  dieser  Summe  das  be- 
treffende q  als  konstant  zu  betrachten  ist.  Mit  Bücksicht 
hierauf  erhält  man  aus  57) 

was  mit  Gleichung  60)  übereinstimmt. 

Will  man  in  der  von  uns  gewählten  Bezeichnungsweise 
ausdrücken,  daß  in  den  Gleichungen  43),  49)  und  50)  bei 
Bildung  der  partiellen  Differentialquotienten  die  p  und  / 
als  independent  zu  betrachten  sind,  so  müßte  man  diese 
Gleichungen  so  schreiben: 

und 

Würde  man  dagegen  p  und  q  bei  Bildung  der  partiellen 
Differentialquotienten  als  independent  betrachten,  so  würde 
hieraus  nach  63)  folgen: 

66)         '^=+^*-'#: 
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und 


Natürlich  wird  man  die  Indizes  des  d  weglassen,  wenn 

ein  für  allemal  ausgemacht  hat,  welche  partielle  Differential- 

quotienten  man  meint 

Wenn  die  Kräfte  eine  Eraftfanktion  haben,  die  nur  die 
Koordinaten,  eventuell  noch  die  Zeit  enthält,  so  yerwandelt 
sich  die  Gleichung  67)  in: 

Da  aber  F  die  g  nicht  enthält,  so  kann  man  die  Glei- 
chung 68)  auch  so  schreiben: 

1 

Setzt  man  nun 

70)  E^T+V, 

80  ist  JE7  die  Größe,  welche,  wenn  V  die  Zeit  nicht  enthält^ 
während  der  ganzen  Bewegung  konstant  bleiben  muß.  Man 
kann  dann  die  Bewegungsgleichungen  in  der  symmetrischen 
Form 


'»)    ^=ii'  -.?=-i^+i?^« 


schreiben,  welche  man  die  Hamiltonsche  kanonische  Form 
derselben  nennt  Wenn  nebst  den  Bedingungsgleichungen 
die  einzige  Größe  E  als  Funktion  der  yerallgemeinerten 
Koordinaten,  Momente  und  eventuell  der  Zeit  gegeben  ist, 
können  die  Bewegungsgleichungen  ohne  weiteres  hinge- 
schrieben werden.  Falls  keine  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  p  existieren,  nehmen  die  Gleichungen  71)  die 
symmetrische  Form  an: 

^  dt         dqx  dt  ~dn' 
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Setzt  man  analog 
73)  T-F«F, 

80  erhalten  die  Gleichungen  64)  und  65)  eine  ähnliche  Fonn, 
nämlich: 

wobei  natürlich   wieder  das  Glied   y}\n^^  entfallt»  wenn 

1 
zwischen  den  p  keine  Bedingungen  bestehen. 

§  10.    Ableitang  der  Lagrangeschen  Gleichungen  ohne  HUfe 

der  Variationsreohnung. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  man  die  Lagrangeschen 
Gleichungen  ohne  den  Umweg  über  die  Betrachtung  der 
Variationen  gewinnen  kann^  wobei  aber  natürlich  die  generali- 
sierten Koordinaten  jetzt  wieder  skleronom  oder  rheonom 
sein  können.  Die  allgemeinen  Gleichungen  in  rechtwinkligen 
Koordinaten  können  wir  nach  Gleichung  129)  des  L  Teiles, 
§  43  in  der  Form  schreiben: 

76)  m,4J^  =  JE,+  y'a.|^ 


1 

Wir  multiplizieren  diese  Gleichung  mit  t^,  bilden  sie 

für  alle  Werte  des  h  und  addieren  alle  so  erhaltenen  Glei- 
chungen.   Setzen  wir  wie  früher 

80   erhalten   wir  in   dieser  Weise   mit  Bücksicht  auf  die 
Gleichungen  44  a) 

wobei  der  Summenausdruck  rechts  verschwindet,  wenn  die 
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generalisierten    Koordinaten     die     betre£fende    Bedingung 
identisch  erfüllen.    Nun  ist  identisch: 


11)  d^Xu  dxk 


X 


,    d     d  Xjt 


di^    dpu        dt  [   ^  dpM 

Im  zweiten  Faktor  des  letzten  Gliedes  kann  man  die  Ord^ 
nong  der  Differentiation  vertauschen.    Denn  es  ist 

d    dXk  _   ^i    ^* ^*    W  4.    ^'^* 
dt  dp»       ^  dpndpi^^'^  djh^dt 

X 


•.-^'^^'■■.+ 


daher 


dpi    ^«  '    dt 
1 


und 


d    d  Xk        d  3^k 


dt   dpn         dpi 

wo  bei  der  letzten  partiellen  Differentiation  in  x\  alle  p' 
und  alle  anderen  p  als  konstant,  also  die  Variablen  p  und  p' 
als  independent  zu  betrachten  sind.  Bei  gleicher  Auffassung 
der  partiellen  Differentialquotienten  hatten  wir  nach  34): 

dxt  ^  dx'k 
dpu  "  dp\' 

Durch  Substitution  dieser  Werte  geht  77)  über  in: 

d*  Xk  dXk d_  I  ,  dx\\  ^    ,   dx'u 

dt'    dpu  "  dt  V^dp\)       ^^dp^' 

Multipliziert  man  mit  ^  und  summiert  über  alle  Werte 
des  k^  so  erhält  man,  da 

8n 


\^m^x^'  =T, 


ist, 


SU 

1 

^dp\' 

dT 
"  dp\ 

=  9* 

8« 

NZ-m    ^^ 
2j'^^dt^ 
1 

dxt 
dpx 

dt 

dT 
dp% 
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Durch  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  76)  folgt: 


dt        dp» 

1 

Wir  sind  also  ohne  Variationsbetrachtangen  zur  Glei- 
chung 49)  gelangt,  welche  die  allgemeinste  Form  der 
Lagrangeschen  Bewegungsgleichungen  darstellt.  Für  jede 
Bedingungsgleichung,  welche  von  den  generalisierten  Ko- 
ordinaten identisch  erfüllt  wird,  verschwinden  sämtliche  5K. 
Wenn  also  alle  Bedingungsgleichungen  von  den  generalisierten 
Koordinaten  identisch  erfüllt  werden,  also  zwischen  den 
letzteren  keine  Bedingungsgleichungen  mehr  bestehen,  so 
verschwinden  überhaupt  alle  n,  und  es  folgt 

dt   "  dpf,  "^     *' 
was  mit  Gleichung  43]  identisch  ist. 

§  11.    Bewegnngsgleiohungen  in  Polarkoordinateii. 

Wir  wollen  zunächst  die  Anwendung  der  gefundenen 
Gleichungen  an  einigen  möglichst  einfach  gewählten  Bei- 
spielen zeigen. 

Ein  einziger  materieller  Punkt  bewege  sich  in  einer 
Ebene,  ohne  sonst  einer  Bedingung  unterworfen  zu  sein. 
X,  y  seien  seine  rechtwinkligen,  r,  &  seine  Polarkoordinaten. 
Letztere  wählen  wir  als  generalisierte  Koordinaten.  Wir 
setzen  also: 

Vi^^j     P2  =  *>     ^1  "" ''' ""57 '      ^'«  "'*'"' "57* 

Da  x^rcost?*,  ^=srsini9'  ist,  so  kann  man  durch  direkte 
Differentiation  nach  der  Zeit  die  ersten  und  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten der  Koordinaten  nach  der  Zeit  finden: 

dx         dr  n  (\d&      . 

-TT  = -jT-coso"  — rsini9--3~   etc. 
dt         dt  dt 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  enthaltenden  Bewegungsgleichungen  (§  9  Glei- 
chung 1 3]  des  L  Teiles)  liefert  uns  ohne  weiteres  die  Form, 
welche  die  Bewegungsgleichungen  nach  Einführung  der  Polar- 
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koordinaten  annehmen.  Wir  wollen  jedoch  hierzu  mittels  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  gelangen,  die  uns  in  diesem 
Falle  keinen  anderen  Nutzen  gewähren,  als  dafi  sie  die 
etwas  weitläufige  Bechnung  abkürzen. 

Wir  suchen  zuerst  nach  32)  die  generalisierten  Kräfte, 
r  wachse  bei  konstantem  &  um  3r,  d.  h.  der  Punkt  ver- 
schiebe  sich  um 

78)  AB^^'Sr 

in  der  Richtung  r.  Ist  B  die  in  dieser  Sichtung  darauf 
wirkende  äußere  Kraft,  so  ist  —  dr  V=  R3r  die  Arbeit,  daher 

1  ör 

die  nach  r  wirkende  generalisierte  Kraft  Wächst  dagegen  & 
bei  konstantem  r  um  ^i^*,  so  erfahrt  der  Punkt  die  Ver- 
schiebung 

79)  AC^rS& 

senkrecht  zu  r  in  der  Richtung  der  wachsenden  &.  Ist  B 
die  Komponente  der  darauf  wirkenden  äußeren  Kraft  in 
dieser  Sichtung,  so  ist  -^  S'^V  ==  0 .r S &  die  Arbeit;  daher 

die  nach  ^  wirkende  generalisierte  Kraft,  welche  keine 
Kraft  im  gewöhnlichen  Sinne,  sondern  ein  Moment  ist,  also 
die  Dimension  Kraft  x  Länge  hat. 

Während  dt  wächst  gleichzeitig  r  um  dr  und  &  um  d  19-. 
Das  Bewegliche  legt  also  nach  78)  und  79)  in  der  Richtung  r 
den  Weg  A  B  ^  dr,  senkrecht  darauf  den  Weg  AC^  rd&, 
im  ganzen  den  Weg  AD  =  ^A D^  +  AC^  =  ^dr^+r^d&^ 
zurück.    Seine  Geschwindigkeit  ist 

ät         ^  ' 

seine  lebendige  Straft 

80)  y^_^(^'2^^2^'2)^ 

welche  somit  als  Funktion  der  p  und  p'  ausgedrückt  ist 

Man  erhält  hieraus 

oi\  ^         BT  ,  d  T  «  Q./ 

°^)  ?i=ö^' =♦»»•.        It  = -s»F  "^  mr* ^ , 
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82)  4^  =  41=.«r^'«,      1^  =  1^-0. 

Daher  liefern  die  Gleichungen  48): 

— vT-^  —  wriT  *  =s  Ä,  .^ — ^  =  rö 

oder 

Wollte  man  den  Gleichungen  die  Form  66)  geben^  so  müßte 
man  T  durch  die  p  und  q  ausdrücken. 
Aus  80)  und  81)  folgt: 

und  daher: 


d,T  _        q,  d,T 


=  0. 


dr  w  r"  d& 

E^  sind  also  die  Gleichungen  68)  erfüllt  Durch  Substitatioa 
des  Wertes  von  q^  wird 

denn  die  partiellen  Differentialquotienten  in  81)  sind  die- 
jenigen, die  wir  genauer  mit  d^T/dr  und  d^Tld&  be- 
zeichnet haben.  Auch  die  Gleichungen  60)  sind  erf&llt; 
denn  es  folgt  aus  83): 

^  ^    —    ^»     —  •.'  ^^    _      gl      _  .q' 

=  —  =  r  ,        -= —  =s r  ^  Cr  . 


Die  Gleichungen  66)  aber  nehmen  die  Form  an 
dqi  _  D        ?t  fl^^i  „  -ö 

deren  Richtigkeit  man  leicht  verifiziert,  deren  Nutzen  man 
freilich  in  diesem  einfachen  Falle  nicht  einsieht 

Ebensowenig  hat  es  in  diesem  einfachen  Falle  einen 
Zweck,  die  Gleichungen  in  die  kanonische  Form  zu  bringen, 
was  wir  aber  doch  bloß  zur  Erläuterung  des  Mechanismus  der 
Methode  ausführen  wollen,  der  natürlich  um  so  klarer  wird, 
je  einfacher  das  Beispiel  ist  Seien  X^  Y  die  Komponenten 
der  auf  den  materiellen  Punkt  in  den  Koordinatenrichtungen 
wirkenden  äußeren  Kraft  und 
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d  Vjx,  y,  f)  „  d  F(x,  y,  i) 

dx  ay 

dann  ist: 
P,  =  Ä ay(rcoB»,rgin^.O  _  ^^^  ^      y^j^^  ^ 

Bezeichnen  wir  F(r  cos  i9,  rsini?-,  Q  kurz  mit  V{ry  &,  {), 
80  ist 

^  =  T  +  F  -  ^  +  ^^4^  +  F  (r ,  * ,  0 

die  Energie,  welche  für  skleronome  Systeme  während  der 
ganzen  Bewegung  konstant  bleibt  Denn  es  ist  dT  gleich 
der  Yon  den  äußeren  Kräften  der  Masse  zngeführten  Arbeit 

o  t 

Will  man  die  kanonische  Form  herstellen,  so  hat  man 
noch  q^  und  q^  für  r'  und  &'  einzuführen,  erhält  also 

nnd  die  kanonische  Form  der  Gleichungen  lautet,  da  p^ 
mit  r,  p^  mit  &  identisch  ist: 

dr  _  dE^  d&  _  dE^  dqj^  _  __  BE^  dq^  _  __  dE^ 

dt^dq^'         dt  "^  dq^'         dt   ~        dr  '  dt   "^       d  <t  ' 

Die  Gleichungen  74)  aber  würden,  wenn  man  H^  T-^V 
setzt,  lauten: 

dq^  _  d(mrO  _  d  Hif"  &') 
dt   "      dt       "■        ör 

dq^  _  rf(mr^O_  d H[/ »') 
dt  dt  d^ 

,       d  H  n,       d  H 

q^  :=.mr  =-^^>       q^^mr&  =- y^,  • 

Natürlich  würden  alle  diese  Gleichungen  auch  für  heliehig 
Tiele  materielle  Punkte  gelten,  die  sich  frei  in  der  Ebene 
bewegen,  wenn  man  Polarkoordinaten  einführt  Nur  würde 
dann  F  die  Koordinaten  aller  Punkte  enthalten. 

Bei  Transformation  räumliclier  rechtwinkliger  Koordi- 
naten X,  y,  X  in  räumliche  Polarkoordinaten  r,  &j  (p  will  ich 
mich  kürzer  fassen.     Sei 
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ar  ass  r  cos  & ,      y  —  r^mO-  cos  y,       «srsini^'sinf). 

Wächst  r  bei  konstantem  &  und  tp  um  ^r,  so  yerschiebt 
sich  der  Punkt  um  ^r  in  einer  Richtung,  die  wir  die 
Richtung  Yon  r  nennen.  Wächst  &  bei  konstantem  r  und  (f 
um  S&y  so  yerschiebt  sich  der  Punkt  um  rSd-  in  einer 
Richtung,  die  wir  kurz  die  von  &  nennen.  Wächst  end- 
lich q)  bei  konstantem  r  und  &  um  ^^,  so  yerschiebt  sich 
der  Punkt  um  rmiß-Stp  in  einer  Richtung,  die  wir  die 
yon  (f  nennen.  Die  Komponenten  der  auf  den  Punkt  wirken- 
den äuJBeren  Kraft  in  diesen  drei  Richtungen  seien  Rj  6  and 
<J>.  Die  drei  Verschiebungsarbeiten  sind  JB^r,  r&S&  und 
rsm{^.03(p,  daher  die  drei  generalisierten  Kräfte: 

Die  drei  Komponenten  des  während  dt  zurückgelegten  Weges 
in  den  drei  eben  besprochenen  Richtungen  sind  dr,  rd&, 
rsm&.dtp.    Daher  ist  die  Geschwindigkeit 

und  die  lebendige  Kraft 
woraus  folgt 

4^=TOr(^'»  +  <p'»8in».*),    ^=^mr*(p'*Bin»cos&,   |^  =  0 

0  T  O  xr  '  O  (p 

und  die  Gleichungen  43)  yerwandeln  sich  nach  einigen 
leichten  Reduktionen  in: 


m 


-f;-- "P"-<-(S)--*]-« 


mrsin  t*^  +  2m8in  *!^^  ^  +  2mrcoB&^  ^  =  «>• 
dr  dt  dt  dt    dt 

Alle     weiteren    Lagrange-Hamiltonschen     Gleichungen 
liefern  nichts  mehr,  was  für  dieses  Problem  yon  Wichtigkeit 
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wäre,  und  znr  bloßen  Einübung  mag  das  bei  den  ebenen 
Folarkoordinaten  Erbrachte  genügen. 

§12.    Voohmali  Drehung  eines  starren  Körpers   nm   eine 

feste  Achse. 

um  an  einem  Beispiele  von  der  einfachsten  Art  za 
zeigen,  daS  die  Lagrangeschen  Gleichungen  auch  ganz 
ohne  Beziehung  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Koordinat-en- 
system  angewendet  werden  können,  betrachten  wir  nochmals 
den  schon  im  L  Teile  behandelten  Fall  der  Drehung  eines 
starren  Körpers  um  eine  feste  Achse. 

Wenn  sich  irgend  ein  starrer  Körper  während  einer 
unendlich  kleinen  Zeit  dt  um  irgend  eine  Achse  um  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  dw  dreht,  so  beschreibt  ein 
materieller  Punkt  mit  der  Masse  m^  desselben,  der  sich  in 
der  Entfernung  r^  von  der  Drehungsachse  befindet,  dabei 
den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  da  =^r^dw.  Die  Ge- 
schwindigkeit des  materiellen  Punktes  ist  daher: 

ds  dtp 

^  =  77=^1  dJ- 

Die  lebendige  Kraft  desselben  ist: 

2     > \dt) 
Ebenso  ist  die  lebendige  Kraft  eines   zweiten   materiellen 
Punktes  des  Körpers  von  der  Masse  m^,  der  sich  in  der 
Entfernung  r,  Yon  der  Drehungsachse  befindet: 

2    ^\dt) 

Die  gesamte  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist  daher,  wenn 
man  dessen  Trägheitsmoment  m^r^^  +  m^r]  +  . » ,  bezüglich 
der  Drehungsachse  mit  K  bezeichnet: 

Es  soll  nun  auf  das  Massenteilchen  m^^  irgend  eine 
Kraft  P^  wirken.  Wir  legen  durch  m^  eine  Ebene  E  senk- 
recht zur  Drehungsachse,  welche  diese  im  Punkte  O  durch- 
Bchneide,  und  zerlegen  die  Kraft  P^  in  zwei  Komponenten, 
▼on  denen  die  eine  Dj  die  Richtung  der  Drehungsachse  hat, 
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also  senkrecht  zur  Ebene  E  steht,  die  andere  Q^  in  diese 
Ebene  fällt  n^  sei  die  von  O  anf  die  Richtung  von  Qj 
gefällte  Senkrechte.  Da  der  Weg  da  des  Massenteilchens 
in  die  Ebene  E  fällt,  so  leistet  die  Kraft  Dj  keine  Arbeit 
Die  gesamte  Arbeit  der  Kraft  P^  ist  also  gleich: 

Q^d8C0s{Q^f  äs)  =  OjrjrfM?cos(nj,  r^)  =  Q^n^dw, 

Nun  ist  aber  das  Produkt  Q^  n^  nichts  anderes  als  das, 
was  wir  im  I.  Teile,  §  29  das  Moment  der  Kraft  P^  be- 
züglich der  Drehungsachse  genannt  haben.  Wir  wollen  es 
mit  ifj  bezeichnen.  Sei  P,  irgend  eine  andere  auf  den 
festen  Körper  wirkende  Kraft,  und  Jtf,  ihr  Moment  bezüglich 
der  Drehungsachse,  so  findet  man  ebenso  für  die  Arbeit 
dieser  zweiten  Kraft  während  der  Drehung  des  Körpers  um 
den  unendlich  kleinen  Winkel  dw  den  Wert  M^dw  etc. 

Die  gesamte  Arbeit  SA  aller  auf  den  Körper  wirkenden 
Kräfte  ist  also,  wenn  wir  jetzt  den  Drehungswinkel  mit  ^w 
statt  mit  dw  bezeichnen: 

85)  8A^Sf4?'^M=:SivD^\ 

dabei  ist  D^  die  Summe  der  Drehungsmomente  aller  äußeren 
Kräfte  um  die  Drehungsachse,  wie  im  I.  Teile,  §  55. 

Es  hat  nun  gar  keine  Schwierigkeit^  die  schon  im 
I.  Teile,  §  55  auf  anderem  Wege  gewonnene  Bewegungs- 
gleichung für  einen  festen  Körper,  der  keiner  anderen  Be- 
wegung als  einer  Drehung  um  eine  feste  Achse  fähig  ist, 
nochmals  aus  den  Lagrangeschen  Gleichungen  zu  gewinnen. 
Der  dort  mit  w  bezeichnete  Winkel,  um  den  sich  der  Körper 
von  seiner  Anfangslage  bis  zur  Zeit  t  gedreht  hat,  ist  die 
einzige  Variable,  durch  welche  die  Position  des  Körpers 
bereits  eindeutig  bestimmt  ist  Dies  ist  also  die  einzige 
generalisierte  Koordinate  p.  Daher  ist  p'  gleich  der  Winkel- 
geschwindigkeit (o  ^  dw/dt. 

Die  generalisierte  Kraft  findet  man  nach  Gleichung  32), 
indem  man  den  Ausdruck  85)  durch  Sp  =  3w  diyidiert  Es 
ist  also  P^  D^,  Die  lebendige  Kraft  ist  nach  Formel  84) 
T=-l(o*jr.     Daher  ist: 

dT        BT       f.  BT        BT  ^ 


Bp         Biß  »X        Qp         ß^ 
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In  der  Gleichung  48]  ist,  weil  nur  eine  generalisierte  Ko- 
ordinate p  vorhanden  ist,  der  Index  wegzulassen.  Man 
erhält  also 

und  nach  Substitution  der  gefundenen  Werte 

was  mit  dem  im  I.  Teile,  §  55  Gefundenen  übereinstimmt. 

Doch  können  wir  nach  dieser  Methode  natürlich  nicht 
die  Kräfte  finden,  welche  auf  die  Lager  wirken. 

Andererseits  können  wir  aber  den  Satz  mit  Hilfe  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  noch  bedeutend  verallgemeinem. 
Wir  denken  uns  beliebige  feste  Körper  um  beliebige  feste 
Achsen  drehbar^  die  durch  Zahnräder  oder  Galsche  Ketten 
(welche  auch  Masse  haben  können)  so  verbunden  sind,  daß 
ihre  Winkelgeschwindigkeiten  in  konstantem  Verhältnis 
stehen.  Wir  können  dann  den  Weg  p,  welchen  irgend  ein 
Punkt  einer  Galschen  Kette  oder  ein  nicht  in  der  Ro- 
tationsachse liegender  Punkt  eines  rotierenden  Körpers  (der 
Antriebspunkt,  driving-point)  zurückgelegt  hat,  als  verall- 
gemeinerte Koordinate  wählen. 

p  kehrt  dann  selbstverständlich  nicht  jedesmal  zum 
Werte  Null  zurück,  wenn  der  Antriebspunkt  nach  einem 
oder  mehreren  Umläufen  wieder  an  die  alte  Stelle  zurück- 
gekehrt ist,  sondern  bloß  wenn  er  ebenso  viele  Umläufe  im 
einen  wie  im  entgegengesetzten  Sinne  gemacht  hat,  so  daß 
zwar  durch  den  Wert  von  p  die  Position  des  Systems,  nicht 
aber  durch  die  letztere  der  Wert  von  p  eindeutig  be- 
stimmt ist 

Die  Geschwindigkeit  jedes  materiellen  Punktes  mit  der 
Masse  nij^  des  Systems  ist  dann  gleich  der  Geschwindig- 
keit p'  des  Antriebspunktes,  multipliziert  mit  einer  Kon- 
stanten Oj^f  welche  berechnet  werden  kann,  wenn  die  Be- 
dingungen des  Systems  gegeben  sind.  Die  gesamte  lebendige 
Kraft  des  Systems  ist  also: 


f' 


Y^^a\ff^ 


Boltsmftnn,  MucthanU  U. 
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Wenn  der  Weg  p  des  Antriebspnnktes  mn  Sp  i^list, 
so  ist  die  gesamte  Arbeit  aller  anf  das  System  wirkenden 
Kräfte  gleich 

wobei  im  letzten  Ausdrucke  o»  der  Wert  des  Koeffizienten  a 
fQr  den  Angriffspunkt  irgend  einer  Kraft,  Q^  deren 
Komponente  in  der  Bichtung  des  Weges  a^Sp  des  An- 
griffspunktes jener  Kraft  ist  Die  generalisierte  Kraft  P, 
welche  die  generalisierte  Koordinate  i?  zu  vergrößern  sucht, 

ist  also  ^j^Qu^h'    Man  nennt  diese  Gröfie  auch  das  auf 

den  Antriebspunkt  reduzierte  Moment  aller  KriLfte.  Die 
Lagrangesche  Gleichung  43)  resp.  85a)  verwandelt  sich 
daher  ftr  unser  System  in: 


Da  der  Koeffizient  von  cPp/dt^  konstant  ist^  so  hat  sie 
wieder  genau  die  Form  der  Gleichung  13)  des  L  Teiles, 
welche  f&r  die  Bewegung  eines  einzigen  materiellen  Punktes 
in  einer  geradlinigen  oder  krummlinigen  Bahn  gilt 

Diese  Form  tritt  jedesmal  aui^  wenn  die  Position  sämt- 
liche Teile  eines  Systems  durch  eine  einzige  Variable  p  be- 
stimmt ist  und  d  T/dp  verschwindet,  wenn  also  der  Aus- 
druck für  die  lebendige  Kraft  bloß  den  Differentialquotienten 
der  betreffenden  Variablen  nach  der  Zeit  enth&lt,  von  dem 
Absolutwert  dieser  Koordinate  selbst  aber  unabhängig  ist 
Dies  trifft  z.  B.  bei  allen  Systemen  ein,  welche  Helmholtz 
Monozykel  ohne  langsam  veränderliche  Parameter  nennt 
und  von  denen  später  ausführlich  die  Bede  sein  wird. 
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IL  Allgememste  Drehnng  eines  starren  KOrpers. 


§  18.    Oeneraliiierte  Koordinaten  rar  Beitimmnng  der  Lage 
eines   itarren  nm   einen  festen  Punkt  drehbaren  Korpers. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Bewegung  eines  festen  Körpers, 
in  welchem  ein  einziger  Punkt  O  fest  gehalten  wird,  wäh- 
rend er  im  übrigen  yollkommen  firei  ist  und  auf  den  von 
außen  beliebige  Kräfte  wirken.  Es  handelt  sich  zunächst 
darum,  verallgemeinerte  Koordinaten,  d.  L  Variable  ein- 
zuführen,  durch  welche  die  Lage  des  festen  Körpers  im 
Baume  zu  einer  beliebigen  Zeit  i  eindeutig  bestimmt  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  den  fest  gehaltenen 
Punkt  O  zum  Ursprünge  zweier  verschiedener  rechtwinkliger 
Koordinatensysteme.  Die  Lage  der  Achsen  O  Z,  OY,  OZ 
des  einen  (des  fixen)  Koordinatensystems  soll  im  Saume 
unveränderlich  sein.  Die  Achsen  O^^  Otij  O^  des  anderen 
(des  beweglichen]  Koordinatensystems  sollen  ein  für  allemal 
fest  mit  dem  Körper  verbunden  sein,  so  daß  sie  bei  allen 
Bewegungen  des  festen  Körpers  ihre  relative  Lage  gegen 
diesen  nicht  verändern,  sondern  sich  einfach  mit  ihm  mit- 
bewegen. 

Die  relative  Lage  der  beweglichen  Koordinatenachsen 
gegen  den  Körper  kann  vorläufig  noch  ganz  beliebig  sein. 
Später  werden  wir  sie  so  wählen,  daß  die  beweglichen  Ko- 
ordinatenachsen Hauptträgheitsachsen  des  festen  Körpers 
sind,  was  immer  möglich  ist^  da  nach  L  Teil,  §  59  in  jedem 
festen  Körper  sich  mindestens  in  einer  Weise  drei  auf- 
einander senkrechte  Gerade  finden  lassen,  welche  Hanpt- 
taAgheitsachsen  sind. 

Beide  Koordinatensysteme  sollen  kongruent  (nicht 
Spiegelbilder)  sein,  also  entweder  beide  firanzösische  oder 
beide  englische  (L  Teil,  §  SO).  Ln  ersteren  Falle  nennen 
wir  eine  Drehung  um  eine  gerichtete  Drehungsachse  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  sie  für  ein  Auge,  das  von  dorther 
blickt,  wohin  die  Drehungsachse  gerichtet  ist,  im  Sinne  des 


S2  TL  §  18.   Evlen  Drehungskoordiiiateii.  [01.  S5. 

Uhrzeigers  oder  im  entgegengesetzten  geschieht  Im  letzteren 
Falle  nehmen  wir  das  Zeichen  einer  Drehung  verkehrt 
Immer  ist  also  die  Drehung ,  durch  welche  die  positive 
Abszissenachse  auf  kürzestem  Wege  in  die  Lage  der  posi- 
tiven ^-Achse  übergeht»  eine  positive  Drehung  um  die  posi* 
tive  ;t;-Achse. 

Zu  irgend  einer  Zeit  t  ist  nun  die  Lage  des  Körpers 
im  Saume  bestimmt  durch  die  relative  Lage  des  beweg- 
lichen Koordinatensystems  gegen  das  fixe.  Winkel,  welche 
diese  relative  Lage  eindeutig  bestimmen,  werden  also  auch 
die  Lage  des  festen  Körpers  im  Saume  eindeutig  bestimmen. 

um  solche  Winkel  zu  finden,  verfahren  wir  folgender- 
maßen. Wir  bezeichnen  eine  der  beiden  Hälften,  in  welche 
die  Durchschnittslinie  der  fixen  und  beweglichen  X  F-Ebene 
durch  den  Punkt  O  geteilt  wird,  mit  OR  Für  den  Zeit- 
anfang kann  man  jede  beliebige  dieser  beiden  Hälften  mit 
OR  bezeichnen.  Für  alle  anderen  Zeiten  ist  dann  dadurch 
bestimmt,  welche  der  beiden  Hälften  für  OR  zu  wählen  ist, 
daß  die  Lage  dieser  Geraden  OR  sich  kontinuierlich  mit 
der  Zeit  verändern  soll;  es  soll  also  die  0«rade  OR  niemals 
während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  plötzlich  in  die  ent- 
gegengesetzte Sichtung  überspringen. 

Die  relative  Lage  derartiger  Geraden  und  Ebenen  im 

Saume  versinnlicht  man  sich  am  besten,  wenn  man  sich 

wie  in  Fig.  1  die  Punkte  und  größten  Kreise  perspektivisch 

'  zeichnet,  in  denen  sie  eine  um  den  Punkt  O  mit  dem  Sadias 

eins  geschlagene  Kugelfläche  durchschneiden.  Die  Durch- 
schnittspunkte sollen  denselben  Buchstaben  erhalten,  mit 
denen  die  Endpunkte  der  betre£fenden  Geraden  bezeichnet 
wurden. 

XRY  und  ^Rf}  sind  also  die  Quadranten  der  größten 
Kreise,  in  welchen  der  positive  Quadrant  der  fixen  resp. 
beweglichen  X  F-Ebene  unsere  Kugel  durchschneidet  Der 
Winkel  der  Geraden  OX  und  OR  werde  mit  A  bezeichnet 
und  zwar  beginne  die  Zählung  dieses  Winkels  von  O  X  und 
gehe  in  dem  Sinne  fort,  in  dem  man  auf  kürzestem  Wege 
von  der  positiven  X-Achse  zur  positiven  F-Achse  gelangt 
Die  ganze  Sichtungsänderung,  welche  man  der  Geraden  OX 
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in  diesem  Sinne  fort  erteilen  muß,  bis  sie  in  die  Lage  OR 
übergeht,  sei  eben  der  Winkel  A  Bleibt  daher  OX  &x 
und  erhält  Ä  einen  positiven  Zuwachs,  so  dreht  sich  OR 
in  positivem  Sinne  um  OZ. 

Der  Winkel  zwischen  der  fixen  und  beweglichen  Z- Achse, 
und  zwar  von  der  ersteren  im  positiven  Sinne  um  die 
Achse  OR  gegen  die  letzte  gezählt,  heiße  G,  so  daß  bei 
festem  OZ  und  wachsendem  G  die  Achse  O^  eine  positive 
Drehung  um  Oi?  macht  C  ist  daher  auch  der  Winkel  der 
beiden  XF-Ebenen,  und  zwar  derjenigen  Ualbebenen,  in 
welche  OR  durch  eine  kleine 
positive  Drehung  um  0  Z  resp. 
Of  gelangt 

Da  A  deren  Durchschnitts- 
linie, C  deren  Neigung  be- 
stimmt, so  bestimmen  beide  R,{ 
Winkel  Ä  und  C  die  Lage  der 
1 17-Ebene  relativ  gegen  das  fixe 
Koordinatensystem,  also  auch 
im  Baume  eindeutig,  wodurch 
auch  die  Lage  von  0  f  eindeutig  ^'  ^' 

bestimmt  ist  Nach  unserer  Übereinkunft  über  die  Art  der 
Zählung  des  Winkels  C  entscheidet  der  Wert  dieses  Winkels 
auch,  in  welchem  Sinne  0^  zu  ziehen  ist. 

Die  Lage  der  beweglichen  Koordinatenachsen  und  da- 
mit die  des  festen  Körpers  ist  also  vollständig  bestimmt, 
wenn  noch  der  Winkel  B  der  beweglichen  Abszissenachse  O  | 
mit  der  bereits  bestimmten  Geraden  OR  gegeben  ist,  und 
zwar  soll  dieser  Winkel  von  OR  gegen  0|  in  dem  Sinne 
gezählt  werden,  in  dem  eine  negative  Drehung  um  0^  erfolgt, 
so  daß  also  bei  fixem  Oi?  die  bewegliche  Abszissenachse 
und  damit  der  Körper  bei  wachsendem  B  eine  negative 
Drehung  um  O^  macht 

Wir  wollen  die  Winkel  Ä,  B,  C  so  zählen,  daß  sie  im 
Verlauf  der  Bewegung  des  Körpers  niemals  einen  Sprung 
am  den  Betrag  2n  machen.  Sie  können  also  auch  größer 
als  2»,  ja  au(^  größer  als  beliebige  Yielüache  von  2n 
werden.     Durch  die  Lage  des  festen  Körpers  sind  daher 
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die  Werte  dieser  Winkel  nicht  eindeutig  bestimmt;  dagegen 
ist  umgekehrt  durch  den  Wert  dieser  drei  Winkel  die  Lage 
des  Körpers  eindeutig  bestimmt. 

Diese  drei  Winkel  können  daher  als  die  generalisierten 
Koordinaten  unseres  Problems  gewählt  werden ,  und  wir 
wollen  setzen: 

Pi  =^>  Pt^  ^9  P%  —  ^• 
um  die  Lage  dieser  Winkel  drastisch  zu  versinnlichen, 
können  wir  uns  den  Körper  in  einer  sogenannten  carda- 
nischen  Aufhängung  denken.  Von  drei  konzentrischen 
Kingen  liege  der  erste  fix  in  der  a;^Ebene;  der  zweite  sei 
im  ersten  um  die  fixe  «-Achse  drehbar  und  liege  augen- 
blicklich in  der  Ebene  ZOR\  der  dritte  sei  im  zweiten  um 
die  Achse  0  R  drehbar  und  liege  augenblicklich  in  der  Ebene 
RO^.  Dieser  trage  erst  den  darin  um  die  Achse  O^  dreh- 
baren Körper,  in  dem  eine  gegebene,  starr  mit  ihm  ver- 
bundene zu  O^  senkrechte  Gerade  augenblicklich  die  Lage 
0^  habe. 

§  14.    Generalisierte  Kräfte  bei  der  Drehung  eines  starren 

Körpers  um  einen  festen  Punkt 

Ehe  wir  an  die  Aufstellung  der  Bewegungsgleichungen 
gehen,  wollen  wir  folgende  Aufgaben  lösen:  1.  Welche  Lagen- 
änderung erfährt  der  Körper,  wenn  B  und  C  konstant  bleiben 
und  bloß  Ä  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  Sä  erfährt? 
Dabei  bleibt  selbstverständlich  wie  immer  die  Lage  der 
fixen  Koordinatenachsen  im  Räume  unveränderlicL  Da  C 
und  B  konstant  bleiben,  so  bleibt  die  Neigung  der  beweg- 
lichen ^Achse  gegen  die  fixe  konstant  und  auch  der  Winkel- 
abstand der  beweglichen  Abszissenachse  von  OR,  Es  rAckt 
nur  OR  msi  Sä  vor.  Der  ganze  Körper  dreht  sich  slso, 
da  er  fix  mit  dem  beweglichen  Koordinatensysteme  ver- 
bunden ist,  um  die  Ache  OZ  im  positiven  Sinne  um  den 
Winkel  SÄ. 

Diese  Drehung  kann  in  zwei  Komponenten  zerlegt 
werden,  eine  um  eine  Achse,  die  mit  der  Richtung,  welche 
augenblicklich  der  Achse  0^  zukommt,  zusammenfällt,  die 
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andere  nm  die  Achse  OR^y  welche  die  Darchschnittslinie 
der  Ebene  der  beiden  Z- Achsen  mit  der  |  i7*Ebene  ist  Die- 
selbe steht  natürlich  senkrecht  auf  0|  und  OB,  muß  also 
mit  0 17  denselben  Winkel  B  bilden,  den  0|  mit  OB  bildet, 
und  wir  wollen  sie  in  dem  Sinne  ziehen,  daB  dieser  Winkel 
Yon  Ofj  gegen  OB^  gezählt  gleich  B,  nicht  um  n  davon 
yerschieden  ist 

^BfjBj^  und  B^Z^  sind  in  der  Fig.  1  die  beiden  größten 
Kreise,  in  denen  einerseits  die  |f7-Ebene,  andererseits  die 
Elbene  der  beiden  Z-Achsen  die  Kugel  schneiden. 

Wir  wollen  noch  den  Kosinus  irgend  eines  Winkels 
mit  dem  entsprechenden  kleinen  lateinischen,  den  Sinus  mit 
dem  entsprechenden  kleinen  griechischen  Buchstaben  be- 
zeichnen, also  setzen: 

86)    cosJSssA,       BmB=^ßj      cosC^c,      sinC^y. 

Dann  ist  e8A  die  Komponente  der  Drehung  ^^  um  die 
Achse  O^j  und  y8A  die  Komponente  um  die  Achse  OB^. 
Letztere  kann  wieder  in  zwei  Komponenten  um  die  Achsen 
0^  und  Of]  zerlegt  werden.  Da  die  Achse  0|  mit  022^ 
den  Winkel  90^  +  B  bildet,  so  sind  die  beiden  letzteren 
Komponenten  —ßySA  und  bydA.  Die  gesamte  Lagen- 
änderung, welche  der  feste  Körper  erfährt,  wenn  B  und  C 
konstant  bleiben,  dagegen  A  um  8A  wächst,  kann  also  durch 
drei  Drehungen  eSA,  —  ßySA  und  bySA  um  die  drei  be- 
weglichen Koordinatenachsen  heryorgerufen  gedacht  werden. 

2.  Nun  soll  A  und  C  konstant  bleiben,  dagegen  B  um 
8B  wachsen.  Dann  macht  das  bewegliche  Koordinaten- 
system und  daher  auch  der  fix  damit  rerbundene  feste 
Körper  die  Drehung  —  ^j9  um  die  Achse  O^. 

8.  Wenn  endlich  A  und  B  konstant  bleiben  und  nur 
C  um  8C  wächst,  so  dreht  sich  der  Körper  um  den  Winkel 
^  C  um  die  Achse  0  B,  welche  Drehung  in  die  beiden  Kom- 
ponenten bSC  und  ßSC  um  0|  und  O17  zerlegt  werden 
kann.  Wenn  wir  im  folgenden  Ton  ,J)rehungen  um  die 
Achsen  0|,  Oti,  O^,  oder  von  „&ILftemomenten  oder 
Komponenten  eines  Vektors  bezüglich  derselben'^  etc.  sprechen, 
80  ist  das  immer  ein  abgekürzter  Ausdruck,  statt  zu  sagen 
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,,am  oder  bezüglich  solcher  Achsen,  welche  mit  den  Richtungen 
zusammenfallen,  die  augenblicklich  die  Koordinatenachsen 
Oi,  Ofj,  OC  habend  Wir  können  das  Resultat  unserer 
Betrachtungen  in  der  folgenden  Tabelle  darstellen,  wo  unter 
jeder  Winkeländerung  diejenigen  Drehungen  verzeichnet  sind, 
welche  zusammen  jener  Winkeländerung  entsprechen. 


87) 


ÖÄ 


ÖB   '    dC 


OS 

-ßröÄ 

-       böC 

Ov 

brÖA 

-     ßdc 

oi 

CÖÄ 

-dB     — 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  generalisierten  Kräfte 
finden.  Da  die  Winkel  A,  B,  C  die  Rolle  der  generalisierten 
Koordinaten  spielen,  so  finden  wir  die  generalisierten  Kräfte, 
indem  wir  gleichzeitig  Äj  B,  C  um  SA,  SB  und  S C  wachsen 
lassen  und  die  bei  der  hierdurch  erzeugten  Lagenänderang, 
welche  wir  die  Lagenänderung  K  nennen  wollen,  geleistete 
Arbeit  -  5"  F  auf  die  Form  P^dA  +  P^8B+P^SC  bringen. 
Die  Koeffizienten  der  Variationen  der  generalisierten  Ko- 
ordinaten sind  dann  die  generalisierten  Kräfte.  Da  sich 
unendlich  kleine  Drehungen  addieren,  so  setzt  sich  die 
Lagenänderung  K  aus  der  Summe  aller  im  Schema  87)  ver- 
zeichneten Drehungen  zusammen.  Sie  kann  daher  durch 
drei  Drehungen  erzeugt  gedacht  werden,  eine  Drehung  um 
die  Achse  0|  um  den  Winkel  --  ßySÄ  +  hSC,  eine  um 
die  Achse  Oi?  um  den  Winkel  bySÄ  +  ßSC,  und  eine 
Drehung  um  die  Achse  0^  um  den  Winkel  oSä-^  SB. 

Nach  Formel  85)  ist  die  Arbeit,  welche  geleistet  wird, 
wenn  sich  ein  fester  Körper  um  irgend  eine  Achse  um  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  dreht,  gleich  dem  Produkt  des 
Drehungs winkeis  in  die  Summe  der  Momente  aller  auf  den 
Körper  wirkenden  Kräfte  bezüglich  jener  Achse.  Bezeichnen 
wir  daher  die  Summe  der  Momente  aller  auf  unseren  festen 
Körper  wirkenden  Kräfte  bezüglich  der  Achsen  0|  resp. 
O  fj  und  O  ^  mit  D  resp.  E  und  F,  so  finden  wir  die  durch 
die  Drehung  um  0|  geleistete  Arbeit,  indem  wir  den  be- 
treffenden Drehungswinkel  mit  D  multiplizieren,  und  das- 
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selbe  gilt  für  die  Achsen  Otj  und  O^.  Da  femer  die 
gesamte  Arbeit,  welche  bei  der  Saperposition  mehrerer 
unendlich  kleiner  Bewegungen  geleistet  wird,  immer  gleich 
der  Summe  der  bei  diesen  Bewegungen  einzeln  geleisteten 
Arbeiten  ist,  so  ist  die  gesamte  mit  —  S^'V  bezeichnete  Arbeit 
gleich: 

D[-^ßrSA  +  hsC)  +  EiprSÄ  +  ßsc)  +F{oSÄ-^dB). 

Setzt  man  den  Koeffizienten  von  3Ä  in  diesem  Ausdrucke 
gleich  Pj,  den  von  SB  gleich  P,,  den  von  SC  gleich  P^, 
80  erhUt  man: 

88)  P^^--ßyD  +  brE  +  eFj  P^^^F,   P^  =  hD  +  ßE. 

§  15.    Lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers,  der  sich  um 

einen  festen  Punkt  dreht 

Wir  woUen  nun  weiter  den  Wert  berechnen,  welchen 
die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers  zu  irgend  einer  Zeit  t 
hat  Wir  lassen  zu  diesem  Zwecke  eine  unendlich  kleine 
Zeit  it  vergehen  und  bezeichnen  mit  dA,  dB  und  dC  die 
wirklichen  Zuwächse  dieser  drei  Winkel  während  der  Zeit  dt 
Das  Schema  87)  gilt  ftir  beliebige  unendlich  kleine  Zuwächse 
der  Winkel,  daher  auch  für  die  Zuwächse  dÄ^dB  und  dC. 
Die  während  der  Zeit  dt  eintretende  Lagenänderung  des 
Körpers  ist  also  äquivalent  drei  Drehungen,  einer  um  den 
Winkel 

89)  dtp^-^ßrdÄ  +  bdC 

um  die  Achse  0|,  einer  zweiten  um  den  Winkel 

90)  dx-^bydÄ  +  ßdC 

um  die  Achse  Oij,  und  einer  dritten  um  den  Winkel 

91)  dxfß^odA-dB 
um  die  Achse  O^. 

Die  durch  diese  drei  Drehungen  erzeugte  Lagenänderung 
ka&n  man  auch  durch  eine  einzige  Drehung  um  den  Winkel 

dw^y{dq>)*  +  {dx)*  +  {drlß)* 

um  eine  Achse  Q  ersetzen,  deren  Winkel  mit  den  drei 
Koordinatenachsen   0|,   Otj  und   O^  mit  {Q,  |),   [Q,  i/), 
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„am  oder  bezüglich  eolcher  Achsen,  v  V. 
zuaammeiifallGD ,   die   augenblickli^     ^^ 
0|,  Oti,  O;  haben".     Wir   kör,  ^'      » 
BetrachtQDgen  in  der  folgenden  ^\  4 
jeder  Winkeländerung  diejenige)  1^* 
welche  zusammen  jener  Wink.j  '' 


87) 


oc 


-T^S 


'^ 


Wir  wollen  nun  ;     ^^^ 
finden.    Da  die  Winke  \      * 
Koordinaten  spielen,^     y 
indem  wir  gleichzeit*  ^ 
lassen  und  die  bei     % 
welche  wir  die  Lr. 
Arbeit  -^'ra<? 
Die  Eoeffizientf. 
ordinalen  sind  ' 
unendlich  kle ' 
Lagenändera 
zeichneten   ' 
drei  Drehu 
die  Achse 
die  Ächr 
Drehunr 

Nf 
wenn 


ung, 
.elgeschwiL 
jlgeschwindigkeiL 
die  ganze  Lagen- 
^eit  dt  herrorbringl 
ohwindigkeit  oder  auch 
jdigkeit; 


[■««(ß,»?) 


^coMfl.£) 


uneu' 
Dm' 


j  Komponenten  in   den  fiichtangen 
ohnen  wir  die  letzteren  mit  A,  ft,  c,  *o 

flden  wir,  wenn  wir  för  dip,  dx  und  i^  die 
t(0)  und  91)  substituieren  und  wieder  Ä,  B,  C 
dBjdt,  dCjit  schreiben: 


-F. 


A 


fi«o  salu^ii  wir  (vergL  Formel  84],  daß  die  lebendige  Krftft 
^pfl  Körpers,  dessen  gesamte  Bewegung  in  einem  be- 
>fp]iuterL  Zeitmomente  sich  auf  eine  bloBe  Drehung  am  irgend 
^e  AcbsL'  reduziert,  gleich  dem  halben  Produkt  des  Trtg^ 


^^  "^SHeichnngen.  gj 

^^^  JV.        '^<^  *     ^J  '^  ^^  Wertes  von  P, 

^A^  .  ^  J  *3n  könnten  wir 

'^  ^;  Gleichungen 

^J\^  '"  \  durch  eine 

.  ^'  MasscL  58  wurden 

^  beweglicht  ^rdinaten- 

Eörper  yerbunav  ing  der 

arend  der  ganzen  Be\^  'chung 

s  die  Trägheitsmomente  de.  bloß 

oeweglichen  Koordinatenachsen.  ^o- 

aeselben  Größen,  die  wir  in  §  58  des  i.. 
e,  f  bezeichnet  haben,  während  die  dort 
jicbneten  Bichtongskosinns  der  Achse,  bezüglic«. 
aas  Trlkgheitsmoment  gesucht  wird,  jetzt  die  Werte 
^^Iwfw/w  haben.    Das  Trägheitsmoment  bezüglich  der 
.ise  12  ist  also  nach  der  dort  entwickelten  Formel  151) 

»■  ü"         «■  «■  ü"  1^" 

voiaos  dr^^irch  Multiplikation  mit  \w^  folgt: 

^a  wir  die  Lage  der  beweglichen  Koordinatenachsen 

idstiT  gegen  den  festen  Körper  wählen  können  wie  wir  wollen, 

»  wild  es  am  zweckmäßigsten  sein,  dies  so  zu  ton,  daß  sie 

Btt])tUgheitsachsen  des  festen  Körpers  sind.     Da  nach 

S  S9  des  L  Teiles  jeder  Körper  mindestens  drei  aufeinander 

^snbechte  Hanptträ^eitsachsen  hat,  so  ist  dies  immer  mög- 

Dann  wird  CT  ^W  =  X  ^0,  daher: 


!•  «•  «> 
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Hätte  der  E5rper  keine  andere  Drehung,  als  die  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  k  um  die  Achse  0|,  so  w&re 
T^^OX*.  Ebenso  wäre  die  lebendige  Kraft,  wenn  nur 
die  Drehungen  um  die  Achse  O  tj  resp.  O  ^  vorhanden  wären, 
^Hfi^  resp.  ^Jv\  Die  gesamte  lebendige  Kraft  ist  die 
Summe  dieser  drei  lebendigen  Kräfte,  welche  den  Drehungen 
um  0|  resp.  O17  und  O^  allein  entsprechen,  wenn  diese 
Koordinatenachsen  Hauptträgheitsachsen  sind,  nicht  aber  in 
allen  anderen  Fällen,  wie  überhaupt  die  lebendige  Kraft  der 
Superposition  mehrerer  Bewegangen  keineswegs  immer  gleich 
der  Summe  der  lebendigen  Kräft;e  der  E^zelbewegung  ist 


§  16.    Bie  Snlarachen  Gleichungen. 

Da  wir  drei  yerallgemeinerte  Koordinaten  haben,  so 
haben  wir  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen  43)  zu 
setzen  Ä  =:  1,  2  und  3.    Wir  wollen  zunächst  die  Gleichung 

behandeln,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  A  =  2  setzen.   Da 

p^  —  B  ist,  so  wird: 

dT 

Bei  Bildung  des  partiellen  Differentialquotienten  sind  die 
beiden  übrigen  generalisierten  Geschwindigkeiten,  alBo  Ä 
und  C,  sowie  alle  Koordinaten  A^  j9,  (7,  daher  auch  b,  /?,  Oj  y 
ganz  wie  Konstante  anzusehen.  Nach  den  Gleichungen  94) 
enthält  Yon   den   drei  Größen  A,  jtt,  tr  bloß  die  letzte  die 

Größe  B  und  es  ist  x-4?  =  —  1»  daher  wird: 

Bei  der  Differentiation  nach  p^^  B  muß  A^  C,  Ä^  By  C\ 
daher  auch  e  und  y  konstant  betrachtet  werden.  Es  folgt, 
wenn  man  sich  der  Bedeutung  von  b  und  ß  erinnert,  aus 
den  Gleichungen  94) 

ji byA'-ßC ,i. 
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daher: 

Die  Substitotion  dieser  Werte  und  des  Wertes  von  P, 
aus  den  Gleichungen  88)  in  Gleichung  98)  liefert: 

Die  beiden  anderen  Bewegungsgleichungen  könnten  wir 
ableiten,  indem  wir  in  den  Lagrangeschen  Gleichungen 
h^\  und  A  =  8  setzen.  Wir  gelangen  jedoch  durch  eine 
andere  Betrachtungsweise  rascher  zum  Ziele.  Es  wurden 
zwar  die  Winkel  Ä,  B,  C^  welche  bezüglich  der  Koordinaten- 
achsen eine  unsymmetrische  Lage  haben,  zur  Ableitung  der 
Gleichung  99)  benutzt,  sie  kommen  jedoch  in  der  Gleichung 
selbst  gar  nicht  mehr  vor.  Dieselbe  enthält  vielmehr  bloß 
Größen,  welche  sich  bei  zyklischer  Yertauschung  der  Ko- 
ordinatenachsen selbst  zyklisch  vertauschen. 

Genau  so  wie  wir  die  Gleichung  99)  ableiteten,  hätte 
man  eine  andere  Gleichung  ableiten  können,  indem  man 
den  Winkel  der  beiden  Abszisseuachsen  mit  C,  die  Winkel 
der  y-  resp.  i;* Achse  mit  der  Durchschnittslinie  der  beiden 
yxrEhenen  mit  A  resp.  B  bezeichnet  hätte.  Dann  hätte 
man  dieselbe  Gleichung  erhalten;  nur  wären  darin  die 
Größen  X,  fAy  v^  femer  die  Größen  Z),  E,  F  und  ebenso 
G,  HfJ  untereinander  zyklisch  vertauscht.  Es  werden  also 
jedenfalls  auch  noch  die  beiden  durch  zyklische  Vertauschung 
aus  99)  folgenden  Gleichungen 

d  (dT\  BT  BT    ,    r, 

dt  Vö/i/       ^  By        ^  Bl  ^ 
richtig  sein  müssen.    Hierbei  ist  nach  96) 


100) 


d 


101) 


BT 


Bp 


=  — ^Ti-  O'fi  +  Jv, 
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daher: 

Wählt  man  die  beweglichen  Koordinatenachsen  so^  daß 
sie  Hauptträgheitsachsen  des  festen  Körpers  sind,  was  man 
natürlich  immer  tnn  wird,  wenn  nicht  ganz  spezielle  Gründe 
dagegen  sprechen,  so  wird  0'  =^  H*  ^  J'  ^Q^  daher 

103)  '^^OX,       |f  =  fff»,       ly-^», 

und  die  Gleichungen  99)  und  100)  verwandeln  sich  in: 


104) 


dv 


^[Q'-'B)Xii  +  F. 


dt 

Diese  Gleichungen  heißen  die  Eulerschen  Gleichungen. 
Sie  bestimmen  zunächst  iL,  /ii,  r  als  Funktionen  der  Zeit  and 
man  hat  dann  noch  Äy  B  und  C  durch  Integration  der 
Gleichungen  94)  als  Funktionen  der  Zeit  zu  berechnen,  wo- 
durch erst  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers,  d.  h. 
seiner  Lage  zu  jeder  Zeit  gelungen  ist,  eine  Angabe,  die 
freilich  häufig  dadurch  erschwert  wird,  daB  man  die  Mo- 
mente Z),  Ef  F  der  Kräfte  erst  berechnen  kann,  wenn  man 
die  Bewegung  des  Körpers  im  Baume  selbst  schon  kennt 

§  17.    Behandlung  dreier  einfBicher  SpeiialfMle. 

Aus  den  Gleichungen  104)  ist  sofort  folgendes  er- 
sichtlich: 

1.  Wenn  die  drei  Hauptträgheitsmomente  0,  H  und  / 
Terschieden  sind,  und  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  also 
D  ^  E^  F^O  ist,  so  können  die  Gleichungen 

dl       dfi       dp  yv 

nur  dann  bestehen,  d.  h.  die  Botationsachse  kann  ihre  Lage 
gegen  den  Körper  nur  dann  unverändert  beibehalten,  wenn 
entweder  /a  ^p  =  0   oder  A  »  r  ^  0   oder  X^s  /izsQ  ist. 
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d.  L  wenn  die  Drehimg  um  eine  der  drei  Hauptträgheits- 
achsen stattfindet.  Es  stimmt  dies  mit  dem  im  L  Teile, 
§  60  gefundenen  Besnltate  überein,  daß,  wenn  ein  Körper 
um  eine  unTerftnderliche  Achse  rotiert,  die  nicht  Haupt- 
trägheitsachse ist,  stets  Kräfte  auf  diese  Achse  wirken 
müssen. 

2.  Wenn  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  gleich  sind, 
so  werden  die  Gleichungen  104)  voneinander  unabhängig 
mid  jede  derselben  stimmt  mit  der  Gleichung  überein, 
welche  wir  für  die  Drehung  um  eine  feste  Achse  erhalten 
haben.  Es  wird  also  dann  die  Drehung  um  eine  der  Ko- 
ordinatenachsen durch  die  Drehung  um  die  beiden  anderen 
Koordinatenachsen  nicht  beeinflußt  (als  nur  dadurch,  daß 
durch  jene  anderen  Drehungen  etwa  die  Momente  der  Kräfte 
bezüglich  der  ersten  Koordinatenachse  geändert  werden). 

Die  Drehung  um  jede  der  Koordinatenachsen  geschieht 
also  genau  so,  als  ob  der  Körper  nur  um  diese  Achse 
drehbar  wäre  und  in  jedem  Zeitmomente  das  gleiche 
Drehungsmoment  um  dieselbe  drehend  wirken  würde.  Wenn 
z.  B.  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  so  geschieht  die  Drehung 
imi  jede  der  Koordinatenachsen  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit 

8.  Es  sollen  zwei  Hauptträgheitsmomente  untereinander 
gleich,  z.B.O^Hf  das  dritte  aber  davon  verschieden  sein 
und  keine  äußeren  Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  also 
2)  SS  ^  sa  jP  aa  0  sciu.  Dauu  folgt  aus  der  letzten  der 
Gleichungen  104)  rakonsi;  die  beiden  anderen  aber  ver- 
wandeln sich,  wenn  man  setzt 

105)  ^^v  »  h 
in 

woraus  man  ohne  Schwierigkeit  findet: 

106)  X  »  f  cos[A(<  +  r)],      iJL  » isin[A(^  +  r)]. 

•  nnd  r  sind  die  beiden  Integrationskonstanten. 

Wir  wollen  nun  die  geometrische  Bedeutung  der  Größen 
Olf  H/jL  und  Jv  aufsuchen  und  zwar  nicht  bloß  in  diesem 
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speziellen,  sondern  im  ganz  allgemeinen  in  diesem  AbschniUe 
behandelten  FaUe.  Irgend  ein  Massenteilchen  m  des  festen 
Körpers  befinde  sich  zor  Zeit  t  im  Pankte  Ä  des  Baumes 
nnd  gelange  infolge  der  Drehung  kdt  nach  B.  Die  Projek- 
tionen  dieser  beiden  Punkte  auf  eine  fixe  Ebene,  welche  zur 
Zeit  t  mit  der  17^- Ebene  zusammenfällt,  seien  Ä'  und  ff. 
Dann  ist  Ä'  B  ^OÄ.X.dt.  Die  doppelte  Fläche  des  Dreiecb 
OÄ'B  aber  ist  OÄ'^.k.dt.  Daher  ist  das,  was  wir  in  §  31 
des  L  Teiles  das  Flächenmoment  der  Masse  m  bezüglich  der 
Achse  0|  genannt  haben,  gleich  m.  O^'*.  k,  und  die  Summe 
der  Flächenmomente  aller  Massenteilchen  des  Körpers  be- 
züglich der  Achse  0|  ist  l.'^mOA'^  ^  OX.  Man  sieht 
leicht,  daB  durch  die  Drehungen  ^{2<  und  vdi  jedes  dieser 
Flächenmomente  nur  um  einen  verschwindenden  Betrag 
geändert  wird.  Ebenso  sind  Hfi  und  Jv  die  Summen  der 
Flächenmomente  aller  Massenteilchen  des  Körpers  bezüghch 
der  Achsen  Otj  und  O^. 

Diesen  drei  Größen  sind  (ebenfalls  nach  dem  in  §  31 
des  I.  Teiles  Auseinandergesetzten)  zur  Zeit  t  die  Kosinus 
der  drei  Winkel  proportional,  welche  diejenige  Achse  mit 
den  drei  Koordinatenachsen  bildet,  bezüglich  welcher  die 
Summe  der  Flächenmomente  aller  Massenteilchen  des 
Körpers  ein  Maximum  ist. 

Nun  kehren  wir  zu  dem  jetzt  behandelten  speziellen  Falle 
zurück.  Da  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  ist  die  Lage  dieser 
Achse  unveränderlich  im  Baume  (vergL  wieder  §  31  des 
I.  Teiles).  Wir  wollen  diejenige  Hälfte  derselben,  um  welche 
die  Drehung  im  positiven  Sinne  geschieht,  als  die  positive 
OZ- Achse  wählen.  Dann  ist  also  der  Kosinus  und  Sinus 
des  Winkes  der  beiden  «- Achsen: 

tn^x  J^  J^  Ö» 


Diese  Ausdrücke,  daher  auch  der  Winkel  der  beiden  a>> Achsen, 
sind  konstant. 

£iS  soll  nun  die  positive  Of-*Ach8e  in  dem  Sinne  gezogen 
werden,  daß  v  positiv  ist  Die  Lage,  welche  die  Achse  der 
zu  V    senkrechten   Winkelgeschwindigkeit  y^Ä"  +  ^*  ■■  $  za 
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Anfang  der  Zeit  hat,  wählen  wir  als  0|- Achse  und  ziehen 
sie  wieder  in  dem  Sinne,  daß  die  Drehung  des  Körpers  um 
die  positive  0|-Ach8e  zn  Anfang  der  Zeit  im  positiven 
Sinne  geschieht  Dann  ist  für  /  =  0,  fi »  0  und  X  positiv, 
daher  in  den  Gleichungen  106)  r  =>  0  und  i  positiv.  Da 
auch  die  Drehung  um  OZ  im  positiven  Sinne  geschieht^  so 
hegt  zu  Anffing,  und  daher  immer  C  zwischen  0^  und  90^ 
und  es  ist  in  den  Gleichungen  107)  die  Wurzel  mit  posi- 
tivem Zeichen  zu  nehmen. 

Die  Gleichungen  94)  liefern  femer: 

IA  =  iC08(ÄQ  =  — /9;/-rr>     fi  =  iBUi{ht)  =  by-rr^ 
at  at 

T,      .          dA       dB 
V  =  konst  =s  c-rr tt • 
dt         dt 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zusammengehören. 
Aus  der  letzten  der  Gleichungen  108)  folgt 

,    ei        , 
P=^± Ä, 

r 

oder,  wenn  man  die  Werte  e  und  y  aus  107)  substituiert: 

Damit  dies  mit  105)  stimmt,  müssen  die  oberen  Zeichen 
gew&hlt  werden,  und  man  hat: 

Die  invariable  Achse  OZ  liegt  anfangs  in  der  f^- Ebene 
zwischen  der  positiven  |-  und  positiven  ^-Achse,  da  die 
Komponente  der  Drehung  um  alle  diese  drei  Achsen  für 
t »  0  positiv  ist;  daher  fällt  OB  mit  der  negativen  Oi^-Achse 
zusammen,  da  um  O ^  die  Drehung  von  +0 Z  gegen  +0^ 
also  in  unserem  Falle  auch  von  +0|  gegen  +0^  eine 
positive  sein  soll;  denn  bei  einer  positiven  Drehung  um  OB 
muß  C  wachsen.  Legen  wir  die  O  F- Achse  in  die  Bichtung, 
die  an&ngs  O17  hat,  also  die  0  X-Achse  in  die  anfängliche 

BoItimftBBy  Kitfiwrik  n.  6 
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Ebene  der  beiden  ^Achsen  und  zwar  in  die  Halbebene,  die 
0|  enthält»  so  ist  auch  ^o  ™  -  ^0^- 

O^  beschreibt  eine  Eegelfläche  um  die  Achse  OZ, 
wobei  sich  die  Ebene  der  beiden  %-Achsen  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit A'  «  ily  um  die  ««Achse  dreht,  was  einer 
Drehung  des  Körpers  um  O^  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit tr  und  gleichzeitig  um  eine  in  der  Ebene  der  ^Achsen 
auf  O^  senkrechte  Achse  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  t 
entspricht  Die  augenblickliche  Drehungsachse  Si,  um  welche 
sich  der  Körper  mit  der  ebenüeills  konstanten  Winkel- 
geschwindigkeit y^ *  +  i*  dreht,  liegt  auch  in  der  Ebene 
der  beiden  ;c- Achsen,  und  zwar  zwischen  OZ  und  0^, 
wenn  0>  J,  sonst  auf  der  anderen  Seite  von  OZ,  Aa 
tg(Z,  C)  =  Oi/Jv,  tg(fl,  f)  =  ijv  ist 

§  18.    Algebraische  Losung  der  Au^be  im  Falle  dei 

Fehlens  äußerer  Kräfte. 

Wir  gehen  nun  über  zur  Betrachtong  des  Falles,  wo 
das  Trägheitsellipsoid  ein  dreiachsiges  E^psoid  ist  und 
keine  äußeren  Kräfte  wirken,  aleo  D  =  E=*  F'^O  ist,  so 
daß  die  Gleichungen  104)  folgende  Form  annehmen: 


109) 


Multipliziert  man  von  diesen  Gleichungen  die  erste  mit  Xj 
die  zweite  mit  pL,  die  dritte  mit  v,  und  addiert  alle  drei, 
so  erhält  man: 

d 


i_  /(yi«  +  g^«  + Ji>«\  ^  Q 


d 

Bezeichnet    man    daher    den    konstanten    Wert    des    ein- 
geklammerten Ausdruckes  mit  ^A;^  so  folgt 

110)  GX^  +  Hfi^  +  Jv^:=k^, 

was  nichts  anderes  als  die  Q-leichung  der  lebendigen  Kraft 
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ist,  da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  die  doppelte 
lebendige  Kraft  des  Körpers  darstellt 

Multipliziert  man  Yon  den  Gleichungen  109)  die  erste 
mit  6Ay  die  zweite  mit  H/jl,  die  dritte  mit  Jt^,  und  addiert 
wieder^  so  folgt  in  derselben  Weise 

111)  ffU«  +  äV'  +  ^^^^  =*  A*> 

wobei  h  eine  zweite  Integrationskonstante  darstellt  Da 
Olj  Hfl  und  Jv  die  Flächenmomente  der  gesamten  Masse 
des  Körpers  bezüglich  der  Achsen  O^,  Oij  und  O^  sind 
(yergl.  §  17,  Punkt  3),  so  ist  h  das  maximale  Flächenmoment 
des  Körpers,  also  dessen  Flächenmoment  bezüglich  der  in- 
rariabeln  Achse  K  (vergl.  I.  Teil,  §  81),  deren  Winkel  mit 
den  beweglichen  Koordinatenachsen  durch  die  Gleichungen 

[    coB(^,|)«4-öA,       cos(ir,i?)  =  ^flf*, 

112)  j  '^  '* 

[  cos(Ä',  f)  =  yJ|f 

gegeben  sind.  Ziehen  wir  sie  immer  in  dem  Sinne,  daß 
das  Flächenmoment  des  Körpers  bezüglich  derselben  positiv 
ist,  so  haben  wir  h  mit  positiyen  Vorzeichen  zu  wählen,  und 
die  Kosinus  der  Formel  112)  haben  dasselbe  Vorzeichen 
wie  i,  resp.  /i  und  v. 

Die  invariable  Achse  K  behält  während  der  ganzen 
Bewegung  ihre  Lage  im  Baume  unveränderlich  beL  Dagegen 
sind  die  Kosinus  112)  veränderlich,  da  die  Achsen  0|,  O17, 
0^  sich  mit  dem  Körper  mitbewegen  und  daher  ihre  Lage 
im  Baume  fortwährend  ändern. 

Durch  Elimination  von  v  resp.  von  fi  aus  den  Glei- 
chungen 110)  und  111)  erhalten  wir /u  resp.  v  durch  X  aus- 
gedr&ckt  Substituieren  wir  die  betreffenden  Werte  von  fi 
und  f'  in  die  erste  der  Gleichungen  109),  so  erhalten  wir: 

113)  ^,^  _  älGVEJ 

Es  werden  also  die  Größen  k,  fij  v  im  allgemeinen  durch 
elliptiache  Funktiooen  der  Zeit  dargestellt 

Den  speziellen  Fall,  wo  zwei  Hauptträgheitsmomente 
einander  gleich  sind,  wo  sich  also  die  Funktionen  auf  trigono- 

5' 
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metrische  reduzieren,  haben  wir  schon  erschöpfend  im  Yorigen 
Paragraphen  behandelt.  Die  elliptischen  Funktionen  redu- 
zieren sich  auch  auf  trigonometrische  für  h  »  kyS^  wenn 
also  der  Abstand  der  im  nächsten  Paragraphen  zu  be- 
schreibenden Ebene  T  vom  Mittelpunkte  des  Trägheits- 
ellipsoides  gleich  der  mittleren  Halbachse  desselben  ist 

Wie  im  allgemeinen  Falle  die  Integrale  von  der  obigen 
Form  auf  die  sogenannte  Normalform  zu  bringen  und  in 
einfachster  Weise  durch  spezielle  elliptische  Funktionen 
auszudrücken  sind,  wird  in  den  Lehrbüchern  fär  diese 
Funktionen  ausführlich  gelehrt  Ich  will  darauf  um  so 
weniger  eingehen,  als  eine  einheitliche  Bezeichnung  der 
elliptischen  Funktionen  noch  nicht  eingeführt  ist  Ich  will 
vielmehr  zur  Entwickelung  einer  von  Poinsot  begründeten 
Theorie  übergehen,  welche  uns  gestattet ^  uns  von  der  Art 
der  Bewegung  des  in  Bede  stehenden  Körpers  ein  anschau- 
liches Bild  zu  machen. 


§  19.    Poinsots  geometriflohe  Konstruktion. 

Weder  die  Achsen  0|,  Otj,  0^  noch  das  zum  Punkte  0 
gehörige  Trägheitsellipsoid  des  festen  Körpers  verändern 
ihre  Lage  relativ  gegen  den  Körper.  Es  genügt  daher, 
sich  von  der  Bewegung  des  Trägheitsellipsoides  im  Baume 
ein  anschauliches  Bild  zu  machen.  Die  Gleichung  des- 
selben ist  entsprechend  den  Gleichungen  152)  und  153]  des 
L  Teiles,  §  58 
114)  Oi^  +  Hfj^  +  JS'^l, 

wobei  I,  fj,  ^  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes  des  als 
Fläche  zu  denkenden  Trägheitsellipsoides  bezüglich  der  be- 
weglichen Koordinatenachsen  sind. 

Die  augenblickliche  Drehungsachse  Q  bildet  mit  den 
Koordinatenachsen  Winkel,  deren  Kosinus  nach  den  Olei- 
chungen  93)  gleich  A/o),  /i/o),  t^/o)  sind.  Bezeichnen  wir 
mit  £i^  den  Punkt,  wo  dieselbe  die  Fläche  des  Trägheits- 
ellipsoides durchsticht,  so  ist  O  Q^  derjenige  Halbmesser  des 
Trägheitsellipsoides,  welcher  die  Bichtung  der  augenblick- 
lichen Drehungsachse  hat    Ist  q  dessen  Länge,  so  sind 
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115)  |  =  -«i.,       f,  =  iJL,        f=^ 

die  Koordinaten  seines  Endpunktes  Q^.  Da  dieser  Punkt 
auf  dem  Trägheitsellipsoide  liegt,  so  erfüllen  diese  Werte  die 
Gleichungen  114).    Es  ist  also: 


KJ 

u;  ^" 

'  r«r;  -^  - 

\ « 

woraus  folgt: 
116) 

(0  ^  kg, 

117) 

*-  * 

s--*' 

^=h 

f= 

V 

k' 

Die  augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit  (o  ist  also 
in  jedem  Momente  proportional  der  Länge  desjenigen  Halb- 
messers des  Trägheitsellipsoides,  welcher  die  Richtung  der 
augenblicklichen  Drehungsachse  hat 

Wir  wollen  noch  im  Punkte  Q^  eine  Tangentialebene  T 
an  das  Trägheitsellipsoid  legen.  Die  von  0  auf  die  Ebene  T 
gefällte  Normale  habe  die  Länge  p  und  bilde  mit  den  Ko- 
ordinatenachsen die  Winkel  {py  ^),  {p,  17),  {p,  ^. 

Wir  machen  nun  von  folgendem  bekannten  Satze  der 
analytischen  Geometrie  Gebrauch.  Wählt  man  die  Achsen 
eines  beliebigen  Ellipsoides,  dessen  Halbachsen  a^bjO  sind, 
als  Koordinatenachsen,  zieht  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides 
auf  die  im  Punkte  mit  den  Koordinaten  |,  97,  ^  an  dasselbe 
errichtete  Tangentialebene  eine  Senkrechte,  so  hat  diese  die 

Länge 

1 
p^ 


[/  a*  ^  6*  ^  0* 


und  bildet  mit  den  Koordinatenachsen  Winkel,  deren  Kosinus 


"fi^i*^         Vs-M 


COS  (;?,  0  = 7 — - 


V   a*      b* 
sind.    In  unserem 'Falle  sind  die  Halbachsen: 
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a^ljfä,      b^l/YH,      o^i/yj. 

Da  Si^  der  BerührungspuDkt  ist,  so  sind  auch  für  |,  17,  ^ 
die  Werte  117)  einzusetzen,  und  es  wird: 

/  k  ,     y.       Gl  ,      .       Hu 

p  =  -^,     cos(p,|)  =  -jj-,     cos (p,  1?)  =x -^ , 

cos(i?,  ^  =  -^. 


118) 


Die  erste  Formel  zeigt,  daB  die  Länge  p  der  von  O  auf  die 
Tangentialebene  T  gefällten  Senkrechten  im  Verlaufe  der 
Bewegung  der  Körper  konstant  bleibt,  die  drei  übrigen,  daß 
auch  die  Richtung  dieser  Senkrechten  im  Räume,  daher 
auch  relativ  gegen  die  fixen  Koordinatenachsen  unveränder- 
lich bleibt.  Denn  diese  Senkrechte  hat  die  Richtung  der 
invariablen  Achse,  da  ja  die  für  cos(p,  1),  cos (p,  17)  und 
cos(p,  ^)  gefundenen  Werte  mit  denen  identisch  sind,  die 
wir  für  die  Kosinus  der  Winkel  fanden,  welche  die  invariable 
Achse  mit  den  beweglichen  Koordinatenachsen  bildet 

Wenn  wir  daher  in  der  Richtung  der  invariablen  Achse 
nach  der  Seite  hin,  um  welche  das  maximale  Flächen- 
moment mit  positivem  Zeichen  erscheint,  vom  Punkte  0  aus 
die  Strecke  kfh  auftragen  und  durch  ihren  Endpunkt  eine 
zur  invariablen  Achse  senkrechte  Ebene  T  legen,  so  wird 
diese  Ebene  während  der  ganzen  Bewegung  des  Körpers 
vom  Trägheitsellipsoid  berührt. 

Wir  berufen  uns  femer  auf  folgenden  allgemeinen 
phoronomischen  Satz.  Es  seien  uns  zwei  beliebige  bewegte 
Körper  gegeben,  die  sich  in  einem  Momente  in  einem  Punkte 
berühren,  an  dem  die  Oberfläche  keines  der  beiden  Körper 
eine  Kante  oder  Spitze  hat.  Es  sind  drei  Fälle  möglich: 
1.  In  der  Relativbewegung  des  zweiten  Körpers  gegen  den 
ersten  Körper  ist  die  Komponente  der  Geschwindigkeit  des- 
jenigen Punktes  P  des  zweiten  Körpers,  in  dem  dieser  den 
ersten  berührt,  normal  zur  Berührungsebene  von  Null  ver- 
schieden. Sie  muß,  da  wir  die  Gestalt  der  Körper  als 
unveränderlich  voraussetzen,  in  bezug  auf  den  ersten  Körper 
nach  außen  gerichtet  sein,  die  beiden  Körper  trennen  sieb 
(wenigstens  an  dieser  Stelle).     Diese  Geschwindigkeit  muß 
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sich  zudem  unmittelbar  vorher  diskontinuierlich  mit  der  Zeit 
geändert  haben,  da  sonst  der  Punkt  P  des  zweiten  Körpers 
aus  dem  Innern  des  ersten  herauskommen  müßte.  2.  Diese 
Normalkomponente  ist  Null,  aber  der  Punkt  P  hat  relativ 
gegen  den  ersten  Körper  eine  von  Null  verschiedene  Ge- 
schwindigkeitskomponente, deren  Richtung  in  die  gemeinsame 
Tangentialebene  f&Ilt;  dann  sagt  man,  die  Körper  gleiten 
an  dieser  Stelle  aneinander.  S.  Auch  die  Tangentialkompo- 
nente  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  der  relativen 
Bewegung  des  zweiten  Körpers  gegen  den  ersten  Körper  ist 
Nall|  so  daß  dessen  Weg  bei  dieser  Relativbewegung  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  dt  klein  höherer  Ordnung  als 
dt  ist,  also  durch  dt  dividiert  mit  abnehmendem  dt  der 
Grenze  Null  zueilt;  dann  sagt  man,  die  Körper  rollen  auf- 
einander. 

Die  folgende  ist  eine  allgemeinere  Definition  des  Rollens, 
von  welcher  die  soeben  gegebene  ein  Spezialfall  ist  und 
welche  auch  den  Fall  einschließt,  daß  mehrere  Berührungs- 
punkte vorhanden  sind,  die  auch  in  Kanten  oder  Spitzen 
der  Oberflächen  liegen  können ;  nur  schließen  wir  den  Fall 
ans,  daß  auf  eine  endliche  Strecke  unendlich  viele  Kanten 
oder  Spitzen  fallen.  „Zwischen  den  Zeiten  t  und  t  +  dt 
findet  ein  RoUen  zweier  fester  Körper  aufeinander  statt, 
wenn  eine  oder  mehrere  Stellen  vorhanden  sind,  wo  die 
Oberflächen  beider  Körper  zur  Zeit  t  die  Entfernung  Null 
hatten,  und  wenn  an  allen  diesen  Stellen  je  zwei  Punkte  des 
einen  und  anderen  Körpers,  welche  zur  Zeit  t  die  Entfernung 
Null  hatten,  auch  zur  Zeit  t  +  dt  eine  Entfernung  haben, 
die  unendlich  klein  höherer  Ordnung  als  dt  isf 

Das  Trägheitsellipsoid  berührt  die  Ebene  T  nur  in  einem 
Punkte ,  und  zwar  hat  der  Punkt  des  Trägheitsellipsoides, 
in  wdchem  dieses  die  Ebene  T  berührt,  weder  eine  normale 
noch  tangentiale  Geschwindigkeit,  da  er  in  der  augenblick- 
lichen Drehungsachse  liegt,  deren  sämtliche  Punkte  momentan 
ruhen  (während  dt  nur  Wege  zurücklegen,  die  unendlich 
klein  höherer  Ordnung  2^b  dt  sind).  Das  Trägheitsellipsoid 
rollt  also  auf  der  festen  Ebene  T,  wodurch  seine  Be- 
wegung vollständig  bestimmt  ist 
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§  20.    Poloide,  Berpoloide. 

Die  Bahn  des  festen  Körpers,  d.  h.  der  Inbegriff  der  snk- 
zessiTen  Lagen,  die  er  im  Verlaufe  der  Zeit  annimmt,  sowie  aach 
der  sukzessiven  Lagen  der  augenblicklichen  Drehungsachse 
ist  durch  die  Gestalt  und  G-röße  des  Trägheitsellipsoides  und 
den  Wert  des  Verhältnisses  kjh  yollsl&ndig  bestimmt  Die 
Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  ist  gleich  dem  mit  k 
multiplizierten  Halbmesser  ()  des  Trägheitsellipsoides,  dessen 
Endpunkt  in  der  Ebene  T  liegt.  Um  daher  die  G-eschwindig- 
keit  des  Körpers  in  seiner  Bahn  bestimmen  zu  können,  maß 
man  k  und  h  separat  kennen.  Die  Punkte,  in  denen  nach- 
einander die  Berührung  des  Trägheitsellipsoides  und  der 
Ebene  T  stattfindet,  bilden  sowohl  auf  dem  Ellipsoide  als 
auch  auf  der  Ebene  eine  kontinuierliche  Kurve.  Die  erstere 
Kurve  heißt  die  Poloide,  die  letztere  die  Serpoloide.  Die 
Poloide  hat  eine  lemniskatenartige  Gestalt  und  besteht  aas 
einem  zusammenhängenden  Zuge  oder  aus  zwei  abgeson- 
derten Teilen.  Die  Serpoloide  ist  eine  sternartige  ge- 
schlossene oder  ungeschlossene  Kurve,  ähnlich  den  in  den 
Figg.  10,  11  etc.  des  L  Teiles,  §  22  dargestellten  Bahnen 
bei  der  Zentralbewegung. 

Die  Poloide  ist  der  geometrische  Ort  aller  Darch- 
schnittpunkte  der  augenblicklichen  Drehungsachse  mit  der 
Oberfläche  des  Trägheitsellipsoides.  Bezeichnen  wir  wie  im 
vorigen  Paragraph  mit  |,  fj,  ^  die  Koordinaten  eines  dieser 
Punkte  (des  Punktes  Q"),  so  folgt  aus  den  Gleichungen  111] 
und  117): 

Der  Punkt  ii'  liegt  also  auch  noch  auf  dem  durch 
diese  Gleichung  dargestellten  Ellipsoide,  dessen  Halbachsen 
der  Richtung  nach  mit  denen  des  Trägheitsellipsoides  za- 
sammenfallen,  aber  die  Längen  haben: 

h  h  h 

kQ'     kH^     kJ  ' 
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Das  letztere  Ellipsoid  ist  also  gestreckter,  d.  L  es  weicht 
▼on  der  Kugelgestalt  stärker  ab  als  das  Trägheitsellipsoid. 

Die  DurchschDittslinie  der  beiden  EUlipsoide  ist  die 
Poloide.  Es  mögen  beide  Ellipsoide  dreiachsig  sein 
und  zwar  sei  O  <  H<  J,  so  daß  also  zur  Achse  0|  die 
größte  Halbachse  beider  Ellipsoide  und  das  kleinste  Träg- 
heitsmoment des  Körpers  gehört  Dieser  soll  nun  unver- 
ändert bleiben  und  wir  studieren  yerschiedene  Bewegungen 
desselben,  wobei  die  Anfangslage  der  augenblicklichen 
Drehungsachse,  also  das  Verhältnis  A/A;  wechseln  soll,  welches 
ja  Yon  den  Anfangsgeschwindigkeiten  der  Teilchen  des  Kör- 
pers abhängt  Dann  bleibt  also  das  Trägheitsellipsoid  un- 
rerändert  und  auch  das  zweite  Ellipsoid  bleibt  ähnlich  zu 
sich  selbst  und  ändert  nur  seine  absolute  Größe. 

Solange  A/&  <  ^O  ist,  sind  alle  drei  Halbachsen  des- 
selben kleiner  als  die  des  Trägheitsellipsoides ;  es  liegt  also 
das  zweite  Ellipsoid  ganz  innerhalb  des  Trägheitsellipsoides 
und  die  betreffenden  Werte  der  Konstanten  entsprechen 
keiner  möglichen  Bewegung.  Wird  hfk^  YÖj  so  berühren 
sich  beide  Ellipsoide  an  den  beiden  Polen  der  großen 
Achse.  Der  Körper  dreht  sich  also  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Achse  des  kleinsten  Trägheits- 
momentes. Ist  hjk  ein  wenig  größer,  so  beginnen  sich  beide 
Ellipsoide  ein  wenig  zu  schneiden  und  zwar  anfangs  in  zwei 
ganz  kleinen,  die  beiden  genannten  Pole  umgebenden  Kurven. 
Die  augenblickliche  Drehungsachse  bleibt  also  immer  ganz 
nahe  der  Achse  des  kleinsten  Trägheitsmomentes.  Mit 
wachsendem  Werte  von  hjk  wächst  auch  das  zweite  Ellipsoid. 
Die  beiden  Schnittkurven  entfernen  sich  immer  mehr  von 
den  beiden  Polen  der  größten  Achse  und  vereinigen  sich 
endlich  zu  einer  einzigen  Kurve,  welche  sich  an  zwei  mit 
den  Polen  der  mittleren  Achse  des  Trägheitsellipsoides  zu- 
sammenfallenden Punkten  selbst  durchschneidet  und  in  der 
Form  der  sich  selbst  durchschneidenden  Lemniskate  ähnelt 
Die  Drehung  kann  zwar  auch  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Achse  stattfinden,  welche  die  Bich- 
tong  der  mittleren  Halbachse  des  Trägheitsellipsoides  hat, 
aber  die  augenblickliche  Drehungsachse  kann  sich  nicht  in 
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einem  Kegel  bewegen,  dessen  Seite  immer  einen  sehr  kleinen 
Winkel  mit  der  Bichtimg  der  mittleren  Halbachse  des 
Tr&gheitsellipsoides  einschUeBt 

Wächst  h/k  noch  mehr,  so  zerftUt  die  lemniriotten- 
artige  Eurre  wieder  in  zwei  getrennte  Hälften,  welche  aber 
jetzt  die  beiden  Pole  der  kleinsten  Achse  des  Tragheits- 
elUpsoides  umgeben  und  sich  immer  mehr  nach  diesen 
zurückziehen,  bis  für  hjk^  yj^  die  Berührung  nur  mehr  in 
diesen  stattfindet,  der  Körper  also  um  die  Achse  seiDes 
größten  Trägheitsmomentes  rotiert  Ein  ein  wenig  kleinerer 
Wert  Ton  hjk  entspricht  einer  Bewegang  des  Körpers,  wo- 
bei die  augenblickliche  Drehungsachse  immer  sehr  nahe  der 
Achse  des  größten  Trägheitsmomentes  Uegt.  Oröfieren 
Werten  entspricht  keine  mögliche  Bewegung  mehr. 

Apparate  zur  Versinnlichung  der  geometrischen  Dar- 
stellung der  Bewegung  eines  frei  um  einen  Punkt  dreh* 
baren  Körpers  haben  Mach,  Obermayer^)  und  andere 
konstruiert 

Die  eine  Hälfte  des  Trägheitsellipsoides  ist  ans  Hob, 
Gfips  oder  Metall  modelliert  und  mittels  eines  Kugelgelenkes» 
das  sich  im  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  befindet^  nach  allen 
Eichtungen  frei  drehbar.  Das  Kugelgelenk  wird  durch 
folgende  Vorrichtung  getragen. 

An  einem  horizontalen  Brette,  das  die  oben  besprochene 
Ebene  T  darstellt,  ist  eine  Tertikai  nach  aufwärts  gehende 
Stange  befestigt,  welche  einen  horizontalen  Querstab  trägt 
Dieser  Stab  trägt  dann  nochmals  höher  oder  tiefer  steUbar 
eine  kürzere  vertikal  nach  abwärts  gerichtete  Stange,  an 
deren  unterem  Ende  das  Kugelgelenk  angebracht  ist;  man 
stellt  nun  die  letztere  Stange  bald  tiefer,  bald  weniger  tief^ 
jedoch  immer  so,  daß  das  Ellipsoid  das  Brett  berührt  und 
kann  bei  jeder  Einstellung  der  Stange  vermöge  des  Kugel- 
gelenkes das  Ellipsoid  auf  dem  Brette  in  solcher  Weise 
wälzen,  daß  es  ohne  GHeitung  rollt  Es  führt  dann  genan 
dieselbe  Bewegung  aus,  welche  das  mit  einem  fr^  um  einen 
Punkt  drehbaren  Körper  fest  verbundene  Trägfaeitsellipsoid 


0  Carls  Sepertorium  Bd.  4,  S.  861  und  Bd.  1&,  B.  54. 
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bei  der  ohne  Einfloß  ?on  Kräften  nach  den  Gesetzen  der 
Mechanik  erfolgenden  Bewegung  des  Körpers  ausfilhren 
wQrde. 

Legt  man  durch  die  Serpoloide  einen  im  Baume  festen 
Kegel,  durch  die  Poloide  einen  fest  mit  dem  bewegten 
Körper  verbundenen  Kegel,  welche  beide  ihre  Spitze  im 
festen  Punkte  0  haben,  so  roUt  während  der  Bewegung  der 
letztere  Kegel  auf  dem  ersteren. 

Man  kann  auch  aus  dieser  Konstruktion  die  schon  ge- 
fbndenen  Sätze  über  die  Stabilität  der  Rotation  um  die 
Achse  größten  und  kleinsten  Trägheitsmomentes  und  die 
Labilität  der  Botation  um  die  Achse  des  mittleren  Haupt- 
trägheitsmomentes herleiten.  Wenn  sich  nämlich  der  Körper 
anfangs  um  eine  Achse  drehte,  die  mit  der  größten  Achse 
des  Trägheitsellipsoides  einen  sehr  kleinen  Winkel  bildet 
(d.  h.  einen  Winkel  der  klein  ist  gegen  den  Quotienten  der 
größten  Halbachse  in  die  Differenz  der  größten  und  mittleren 
Halbachse),  so  ist  p  nur  wenig  kleiner  als  die  größte  Halb- 
achse des  Trägheitsellipsoides  und  alle  Halbmesser  des- 
selben, welche  erhebliche  Winkel  mit  der  größten  Achse 
bilden,  sind  kleiner  als  p,  reichen  daher  nicht  bis  zur  Ebene  71 
Die  Drehung  muß  also  immer  um  eine  Achse  geschehen, 
die  sehr  nahe  der  größten  Halbachse  liegt,  diese  ist  stabile 
Rotationsachse.  Man  kann  auch  sagen:  Wenn  sie  anfangs 
Rotationsachse  ist  und  dann  eine  sehr  kleine,  nur  während 
kurzer  Zeit  wirkende  störende  Kraft  auf  den  Körper  wirkt, 
80  weicht  die  gestörte  Bewegung  nach  Aufhören  der  stören- 
den Kraft  für  alle  spätere  Zeit  nur  sehr  wenig  von  der 
ursprünglichen  ab. 

Man  beweist  ebenso,  daß  auch  die  kleinste  Achse  des 
Tiigheitsellipsoides  in  demselben  Sinne  eine  stabile  Rota- 
tionsachse ist  Die  Botation  kann  auch  eine  beliebig  lange 
Zeit  hindurch  gleichförmig  um  die  mittlere  Achse  des  Träg- 
heitsellipsoides geschehen.  Tritt  aber  dann  durch  kurze 
Zeit  eine  kleine  störende  Kraft  auf,  so  geschieht  nach  ihrem 
Verschwinden  die  Botation  nicht  mehr  genau  um  die  mittlere 
Achse.  Die  Gestalt  der  Poloide  gleicht  dann  der  einer 
Lemniakate,  die  sich  nahezu  an  der  Stelle,  wo  die  mittlere 
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Achse  die  Ellipsoidfläche  trifft,  selbst  schneidet,  die  der 
Serpoloide  einer  Spirale  ähnlich  der  Bahn  bei  der  Zentral- 
bewegung, die  dem  Fußpnnkte  der  Senkrechten  p  beliebig 
nahe  kommen  und  sich  beliebig  oft  um  ihn  heromschlingen 
kann  und  dann  wieder  davon  entfernt  Die  augenblickUche 
Drehungsachse  entfernt  sich  daher  immer  mehr  und  schließ- 
lich um  endliches  von  der  mittleren  Achse  des  Trägheits- 
ellipsoides.  Man  sagt,  die  Botation  um  diese  kann  zwar 
andauern,  ist  aber  labil. 

Falls  das  Trägheitsellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  isi, 
sieht  man  leicht,  wie  diese  geometrische  Darstellung  wieder 
zu  den  Resultaten  führt,  die  wir  schon  in  §  17  analytisch 
ableiteten. 

§   21.      Allgemeine    Gleichungen    für    die    Drehung   eines 
schweren  Botationskörpers  um  einen  festen  Punkt 

Wir  haben  den  Fall,  daB  zwei  Hauptträgheitsmomente 
eines  um  einen  festen  Punkt  beliebig  beweglichen  festen 
Körpers  bezüglich  dieses  Punktes  untereinander  gleich  sind, 
schon  i^  §  17  ausführlich  unter  der  Voraussetzung  diskutiert; 
daß  keine  äußeren  Kräfte  wirken.  Wir  kehren  zu  diesem 
Falle,  weil  er  der  physikalisch  wichtigste  ist,  nochmals 
zurück  und  setzen  zunächst  allgemein  die  Wirksamkeit  ganz 
beliebiger  äußerer  Kräfte  voraus.  Später  werden  wir  be- 
sonders auf  die  Schwerkraft  unser  Augenmerk  richten. 

Wir  wählen  die  Achse  des  von  den  beiden  anderen 
verschiedenen  Trägheitsmomentes  zur  0^- Achse,  so  daß 
also  O  ^  H  ist  und  die  allgemeinen  Gleichungen  104] 
folgendermaßen  lauten: 

119)  I     E  =  OfjL  ^(J^  Cf)Xv 

Wir  wollen  bloß  das  Drehungsmoment  F  um  die  Achse  0^ 
in  unseren  Rechnungen  belassen,  es  aber  aus  einem  sogleich 
ersichtlichen  Grunde  mit  —  93  bezeichnen.  Statt  D  und  E 
aber  wollen  wir   die   Drehmomente  (£  und  8  der  äußeren 
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Kräfte  nm  die  Achsen  OR  and  OZ  einführen.  Man  findet 
aus  den  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken  |i?Z  und 
VRZ  der  Fig.  1,  §  13,  Seite  53  leicht 

120)  cos{0^,  0Z)  =  -  ßr,      coq{0^j  OZ)  =  br 

(yeigL  das    später  vorkommende   Schema  139)   §  23).     Es 

ist  also: 

(i  =  Db  +  Eß, 

"H^  —  Dßy  +  Ehy  +  Fg. 

Wir  wollen  hier  für  D,  E,  Fj  die  Werte  119),  darin  aber 
fllr  A,  ^  1^  die  Werte  94)  und  fttr  A',  ^',  v'  die  daraus  durch 
Differentiation  nach  der  Zeit  folgenden  Werte: 

A'  =  -  ßyA"  +  hG'  -'hyÄ'B'  -^  ßcÄ  CT  ^ßB'CT 
fi'  =  byA"  +  ß(r'  --ßyÄ'B'  +  hcÄ  C  +  hB'  C 
ff'  ^eA"  -^B"  -^yACr 

substituieren.     Es  folgt: 

6;=  Q{C'  -^oyÄ^  +  JyioA^^ÄBT) 

a  =  -^[J{o^^'  -  cB')  +  Oy^Ä^  = 

121)  j  =  J[o^A'  -  cB"  -  2cyÄ  C  +yB'  Cr)  + 

+  0{y^r  +  2cyÄG) 

»  =  J^-^{-  oA'  +  B)^  /(-  cÄ'  +  B'  +  yÄ  C). 

Man  hätte  diese  Belationen  leicht  direkt  aus  den  La- 
grangeschen Bewegungsgleichungen  43)  in  der  folgenden 
Weise  erhalten  können.  Man  sieht  sofort,  daß  nach  der 
durch  Gleichung  32)  ausgedrückten  Definition  der  verall- 
gemeinerten Eraft  die  Größen  81,  9  und  S  die  verallgemei- 
iierten  Kräfte  nach  den  Koordinaten  A^  B  und  G  sind.  Es 
liefern  daher  die  Lagrangeschen  Gleichungen: 

d    dT        BT 


122) 


dt  dÄ'  dA 

d_  dT  dT 

dt  dB'  dB 

dt  dC  dC 


=  (s:. 


78  II*   §  81-   Schwerer  Botatfonakörper.         [Ol.  12S-125. 

Nun  ist  aber  die  lebendige  Kraft: 
Die  Substitution  der  Werte  94)  gibt: 

123)  r«  |^(y'-4'*  +  ^')  +  4(^-^' "-  ^'• 

Die  Einführung  dieses  Wertes  in  die  Gleichungen  122] 
liefert  sofort  die  Gleichungen  121).  Es  ist  mir  nicht  ganz 
versl^dlich,  warum  Helmholtz,  welcher  dieselben  Glei- 
chungen nach  der  letzteren  Methode  entwickelt  hat,  sagt^ 
das  Moment  9  (Helmholtz  nennt  es  (7)  müsse  seinen  Stütz- 
punkt am  inneren  beweglichen  Ringe  der  kardanischen  Auf- 
hängung haben,  durch  welche  er  sich  die  freie  Beweglich- 
keit des  Körpers  um  einen  Punkt  vermittelt  denkt  Für 
die  bloße  Tatsache^  daß  die  Achse  des  Momentes  8  sich 
mit  der  Achse  des  größten  Hauptträgheitsmomentes  des 
Körpers  mitbewegen  muß,  ist  doch  dieser  Ausdruck  nicht 
ganz  der  richtige. 

Falls  das  Moment  der  auf  den  festen  Körper  wirkenden 
äußeren  Kräfte  zu  allen  Zeiten  bezüglich  der  Achse  0^  des 
Yon  den  beiden  anderen  yerschiedenen  Hauptträgheits- 
momentes gleich  Null  ist,  was  z.  B.  immer  der  Fall  ist, 
wenn  die  Angrifbpunkte  aller  äußeren  Kräfte  auf  dieser 
Achse  liegen^  ist  S  »  0,  und  die  dritte  der  Gleichungen  121) 
liefert: 
124)  öÄ  ^B'  ^v^koikBL 

Die  Gleichungen  121)  verein&chen  sich  dann  und  man 
erhält: 


126) 


Vl^-^{Jve+  Gy^Ä') 


(j«  GiCr'-^oyA'^j+JrvÄ'. 

Wir  spezialisieren  nun  diese  Formeln  weiter^  indem 
wir  annehmen,  daß  auf  den  in  Bede  stehenden  Körper,  der 
bezüglich    des    Drehpunktes    zwei    gleiche    Hauptträgheits- 


')  Helmholtz,  Die  physikalische  Bedeatang  des  Prinzips  dsr 
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momente  hat,  nur  eine  einzige  Kraft  p  von  nnveränder- 
licher  Größe  und  Bicbtang  wirkte  deren  AngrifiSgpunkt  auf 
der  durch  den  Drehpunkt  gehenden  Hauptträgheitsachse 
0^  liegt,  der  das  verschiedene  Hauptträ^eitsmoment  ent- 
spricht Diesw  Fall  ist  z.  6.  realisiert,  wenn  bloß  die 
Schwere  auf  den  Körper  wirkt  und  sein  Schwerpunkt  in 
OC  Hegt 

Wir  wählen  die  unveränderliche  Bichtung  der  Kraft 
zor  negativen  fixen  OZ- Achse,  ziehen  also  im  Falle  der 
Schwere  die  positive  fixe  OZ- Achse  vertikal  nach  aufwärts. 
Femer  wählen  wir  diejenige  Halbachse,  auf  welcher  der 
Angriffspunkt  der  Kraft  p,  also  im  Falle  der  Schwere  der 
Schwerpunkt  liegt,  als  positive  0^-Achse  und  bezeichnen 
dessen  E2ntfernung  vom  Drehpunkte  mit  /,  so  daß  also  im 
Falle  der  Schwere  p  das  Gewicht  des  Köipers  und  /  die 
Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Drehpunkte  ist.  Die 
Kraft  p  ftbt  jetzt  nmr  ein  Moment  ply  aus ,  welches  den 
Winkel  C  zu  vergrößern  sucht,  keines  in  der  Bichtung  der 
Winkel  Ä  oder  R    Es  ist  also: 

a  =  »  =  o,    a^pir, 

und  die  Gleichungen  125]  verwandeln  sich  in 
126)  Jifo  +  ar^Ä'  :^M, 

127)  o[C"^or^^  +  Jffr^'=p^ry 

wobei  M  eine  Konstante  ist  Dazu  kommt  noch  die  Glei- 
chung 124). 

Ol,  HfjL  und  Jv  sind  die  Flächenmomente  des  Kör- 
pers bezüglich  der  Bichtungen,  welche  die  Achsen  0|,  O17, 
0^  augeiü)licklich  im  Baume  haben. 

128)  Ol  cos («,  I)  +  HfjL  cos  [Zj  rj)  +  Jv  cos  (»,  f ) 

ist  also  das  Flächenmoment  des  Körpers  bezflglich  der  fixen 
Achse  OZ.  Nun  ist  co8(%^^a>0,  cos{zy^=B'^ßyj  cos{z,fj)=by 
(TtrgL  aieichuBg  120)  und  das  Schema  139)  des  §  28). 
Sftbstitnert  man  noch  fbr  il,  ^,  t^  die  Werte  94),  so  geht 
der  Aufdrsek  128)  in  die  linke  Seite  der  Gkichong  126) 
über.     Letztere  Gleichung  besagt  also,   daß  das  £l&o]Mn- 
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moment  des  Körpers  bezüglich  der  Achse  OZ  konstant  ist, 
was  selbstverständlich  ist,  da  ja  die  Kraft  p  bezüglich  dieser 
Achse  stets  das  Moment  Null  hat 

Dazn  kommt  noch  die  Ghleichung  der  lebendigen  Kraft, 
welche  wir  am  einfjEU^hsten  in  folgender  Weise  gewinneD. 
Wir  multiplizieren  die  Gleichung  127)  mit  (7  and  addieren 
dazu  die  mit  Ä  multiplizierte  Ableitung  der  Gleichung  126) 
nach  t    Es  folgt: 

G[(r  C  +  y^Ä Ä*  +  oy  C Ä^  =ply  C 

und  daraus  durch  Integration 

129)  ff  ((/«  +  y^A'^  +  2plo  « /, 

wobei  X  oiiio  ^^^^  Integrationskonstante  ist  Daß  dies  in 
der  Tat  nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  ist,  erkennt  man  leicht  folgendermaBen.  Da  v  kon- 
stant ist,  reduziert  sich  der  yeränderUche  Teil  der  leben- 
digen Kraft  auf  \0(X*  +  fA%  was  gemäß  der  Gleichungen  94) 
gleich  |ff  (CT*  +  y^A'^  ist  Die  Arbeit  der  Kraft  aber  ist 
fp lydt  ^-~plo  +  konst 

Eliminiert  man  aus  den  Gleichungen  126)  und  129)  die 
Größe  Ä'y  so  erhält  man  d  t  durch  einen  Differentialausdrack 
gegeben,  der  nur  G  und  (f  ff  enthält  Die  Substitution  des  so 
erhaltenen  Ausdruckes  ÜLedtin  Gleichung  126)  liefert  anchcli 
in  Form  eines  Dififerentialausdruckes,  der  nur  ff  und  dC  ent- 
hält Die  Integration  des  ersten  Dififerentialausdruckes  liefert 
ff  als  elliptische  Function  von  t^  die  des  zweiten  ff  als  ellip- 
tische Funktion  von  A.  Wir  ftihren  dies  hier  nicht  weiter 
aus,  sondern  wollen  nur  in  einiger  noch  spezielleren  Fällen 
den  Typus  der  Erscheinungen  aus  den  Gleichungen  her- 
leiten. 

§  22.    Spezialfille. 

L  Für  1^  ==  0  gehen  die  Gleichungen  126)  und  129)  in 
die  Bewegungsgleichungen  eines  gewöhnlichen  physischen 
Pendels  über,  das  unter  dem  E^flusse  der  Schwerkraft 
allein  um  einen  festen  Punkt  drehbar  ist  und  folgende  Be- 
dingungen erfüllt: 
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1.  Die  Verbindangslmie  des  Drehpunktes  and  Schwer- 
pnnktes,  welche  wir  die  Pendelachse  nennen,  muß  Haupt- 
trftgheitsachse  sein. 

2.  Auf  dieser  Achse  muß  seine  augenblickliche  Drehungs- 
achse zu  Anfang  der  Zeit  senkrecht  stehen,  wenn  es  zu 
dieser  Zeit  überhaupt  eine  Bewegung  hatte. 

3.  Die  Trägheitsmomente  bezüglich  aller  durch  den 
Drehpunkt  senkrecht  zur  Pendelachse  gelegten  Achsen 
müssen  gleich  sein. 

Die  Gleichungen  126)  und  129)  stimmen  in  diesem 
Falle  Tollkommen  mit  den  Gleichungen,  welche  wir  im 
I.  TeflCi  §  40  S.  144  ff.  fbr  die  Bewegung  des  einfachen  Pen- 
dels feinden,  wenn  wir  an  Stelle  des  dort  mit  w  bezeichneten 
Winkels  180^  —(7,  an  Stelle  des  mit  &  bezeichneten  Winkels 
den  Winkel  Ä  und  an  Stelle  der  Eonstanten  g^  k  und  H  die 
Eonstante /'l^/G',  fixjO  und  l^/fO  netzen.  Es  tritt  also  an 
Stelle  des  Winkels,  welchen  die  yom  Aufhängepunkte  nach 
dem  beweglichen  materiellen  Punkte  gezogene  Gerade  mit  der 
Vertikalen  bildet»  der  Winkel,  den  die  Pendelachse  mit  der 
Vertikalen  bildet,  an  Stelle  des  Winkels,  den  die  durch  den 
Aufhängepunkt  und  den  beweglichen  materiellen  Punkt  ge- 
legte Vertikalebene  mit  einer  fixen  Vertikalebene  bildet,  der 
Winkel,  den  die  durch  die  Pendelachse  gelegte  Vertikal- 
ebene  mit  einer  fixen  Vertikalebene  bildet 

IL  Wir  betrachten  den  Fall,  daß  v  yon  NuU  ?erschie- 
den  ist,  aber  der  schwere  Körper  sich  niemals  weit  von 
seiner  Buhelage  entfernt,  so  daß  also  die  positive  O^- Achse 
immer  nahezu  vertikal  nach  abwärts  gerichtet,  und  wenn 
wir  C=  180^  — r  setzen,  r  eine  kleine  Größe  ist^)  Daher 
kann  y  =  sin  C7  =  r,  c  =  cos (180^  —  r)  =—  1  +  -J^r*  gesetzt 
werden  und  die  Gleichungen  126)  und  129)  verwandeln  sich  in: 

130)  r^{OÄ'  +  ^Jv)  ^x  +  JPy 

131)  ö(/»  +  r«ii'»)  =  r  +  2i>  i  ^plr^. 

Wir  wollen  nun  die  Lage  des  Körpers  nicht  relativ  gegen 
das   fixe    Koordinatensystem,    sondern    gegen    ein    drittes 

^)  Ein  positives  p  bedeutet  also  eine  Rotation,  die  von  der  posi- 
tiren  y-  gegen  die  positive  a> Achse  auf  kürzestem  Wege  geschieht 
BoUsmftnn,  Muchanlk  IL  S 
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EoordinatenBjBtem  0X\  OT,  OZ'  beatimmen.  OZ"  soll 
immer  mit  der  fixen  ^Achse  OZ  zusammenüalleiL  OX* 
soll  zu  Anfang  der  Zeit  mit  0  X  zasammenfiEdlen,  sich  aber 
in  der  festen  a;y-Ebene  mit  der  konstanten  Geschwindig- 

keit  -^  um  die  feste  «-Achse  im  negatiTen  Sinne  drehen, 

also  so,  wie  man  auf  kürzestem  Wege  Ton  der  positiven  y- 
zur  positiven  x- Achse  gelangt    Die  beiden  Achsen  OX  und 

OX'  BoUen  also  zur  Zeit  i  den  Winkel  -r-^  miteinander 

einschließen.  Zur  selben  Zeit  ist  daher  der  Winkel  zwischen 
OR  und  OX' 

Wir  führen  lieber  den  Winkel  &  zwischen  der  Vertikal- 
ebene, die  die  Pendelachse  O^  entUlt,  und  der  XOZ' 
Ebene  also  den  Winkel  ein,  welchen  jene  beiden  von  der 
«-Achse  begrenzten  Halbebenen  miteinander  bilden,  von 
denen  die  eine  die  Achse  0^,  die  andere  die  Achse  OX' 
enthält  Da  die  erstere  Halbebene  immer  senkrecht  auf 
OB  steht^  so  ist: 

182)      *  =  (-^  OB,  OX')  -  90«  =  ^  +  -^  -  90^ 

Wenn  h  und  A;  neue  Integrationsiconstanten  sind,  so  gehen 
die  Gleichungen  130)  und  131)  durch  KinfflhmTig  des 
Winkels  &  über  in 

188)       r«iy-t,  |/»  +  r«^'«-Ä-(^  +  ^)r>. 

Dies  sind  aber  genau  wieder  die  Gleichungen,  welche  wir 
im  L  Teile,  §  40  S.  146  ftir  sehr  kleine  Schwingungen  des 
einfachen  Pendels  fanden.  Bei  kleinen  Schwingungen  ge- 
schieht also  die  Bewegung  des  rotierenden  Pendels  relati? 
gegen  das  fixe  EoordinateDsystem,  oder,  wie  man  sagt» 
absolut  im  Baume  gerade  so^  wie  die  des  gewöhnlichen 
nicht  rotierenden  Pendels  relativ  gegen  ein  Koordinaten- 
system, das  sich  mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit 

-^  im   positiven  Sinne  um   die  nach  aufwärts  gezogene 

Vertikale  dreht,  also  wenn  dies  die  Winkelgeschwindigkeit 
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der  Brde  wäre,  wie  die  eines  am  Pole  aufgehängten  Fou- 
canltschen  Pendels  relativ  gegen  die  Erde.  Beim  rotieren- 
den Pendel  müssen  noch  die  schon  am  Anfange  dieses 
Paragraphen  heryorgehobenen  Bedingungen  erfüllt  sein,  daß 
die  Verbindungslinie  Tom  Drehpunkt  und  Schwerpunkt 
Hauptträgheitsachse  ist  und  daß  die  Trägheitsmomente  be- 
ztkglich  aller  durch  den  Drehpunkt  senkrecht  zu  dieser  Ver- 
bindungslinie (der  Pendelachse)  gezogener  Achsen  gleich  sind. 

Die  Pendelachse  des  nicht  rotierenden  Vergleichspendels 
kann  sich  natOrlich,  je  nach  den  Werten  der  Eonstanten, 
absolut  im  Baume  in  einer  EbenOi  einem  elliptischen  oder 
Ereiflkegel  bewegen. 

Dieselbe  Bewegung  macht  nach  der  alten  Undulations- 
theorie  des  Lichtes  ein  Ätherteilchen,  wenn  sich  geradlinig, 
elliptisch  oder  zirkulär  polarisiertes  Licht  in  einem  Körper 
fortpflanzt,  der  die  Polarisationsebene  dreht,  denn  es 
durchläuft  ja  dieselben  Bewegungsphasen  nacheinander^ 
welche  die  Terschiedenen  Ätherteilchen  des  Strahles  nach 
der  alten  Undulationstheorie  gleichzeitig  haben.  Daher 
erklärt  man  die  elektromagnetische  Drehung  der  Polari- 
sationsebene des  Lichtes  oft  durch  die  Annahme,  daß  die 
Volumelemente  Bestandteile  enthalten ,  die  um  die  Achse 
der  magnetischen  Kraft  rotieren. 

Dieselbe  Bewegung  erhält  man  auch,  wenn  man  mit 
einem  um  die  Pendelachse  nach  allen  Seiten  gleichbeschaffenen 
Pendel  ein  Gyrotrop  fest  yerbindet,  welches  sich  rasch  um 
die  Pendelachse  als  Rotationsachse  dreht  Dieses  Pendel 
sdiwingt  wie  ein  Foucaultsches  schwingen  würde,  wenn 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  viel  größer  wäre  oder 
wie  obiges  Ätherteilchen.  Durch  eine  daran  befestigte 
Büchse,  aus  welcher  ein  feiner  Sandstrahl  auf  ein  unter- 
gelegtes Brett  fließt»  kann  man  die  Bahn  eines  Punktes  der 
Achse  fixieren.  Entsprechend  der  ungleichen  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  rechts-  und  linkszirkular  polarisierten 
Strahles  hat  das  Pendel,  wenn  es  als  Ereispendel  schwingt 
ftr  die  eine  und  andere  Umlaufsrichtung  verschiedene 
Schwingungsdauer. 

HL  Die  Bewegung,  welche  man  die  Präzessionsbewegung 

6* 
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eines  Kreisels  nennt «  wird  folgendermaßen  erzengt:  Eän 
schwerer  Rotationskörper,  der  sich  sehr  rasch  um  seine 
Rotationsachse  0  ^  dreht»  wird  möglichst  mhig  auf  eine  Vor- 
richtung angesetzt,  die  einen  ?om  Schwerpunkte  yerschie- 
denen  Punkt  O  der  Achse  fixiert 

\Jv^  ist  die  Energie  der  Rotation  des  Körpers  um 
die  Achse  O^j  welche  während  der  ganzen  Bewegung  kon- 
stant  bleibt 

ist  die  übrige  Energie  des  Körpers  gegenüber  der  Rohe 
desselben  in  seiner  Gleichgewichtslage  (d.  h.  letztere  als 
Energienullpunkt  gewählt).  E  muß  nach  Gleichung  129] 
natürlich  ebenfalls  konstant  bleiben.  Die  Bedingung,  daß 
C  nahe  gleich  180^  sei,  lassen  wir  nun  fallen.  Die  Be- 
dingung, daß  der  Körper  sehr  rasch  rotiert,  aber  ruhig 
aufgesetzt  wird,  präzisieren  wir  dahin,  daß  E  zu  AnÜBUdg 
tmd  daher  immer  klein  gegen  \Jv^  sein  solL 

Da  im  Ausdrucke  für  E  alle  drei  Addenden  wesentlich 
positiv  sind,  so  muß  um  so  mehr  der  erste  derselben  \0y^£^ 
klein  gegenüber  \  Jv^  sein.  Wir  setzen  nun  voraus,  daß  0 
nicht  sehr  groß  gegenüber  J  ist.  Da  jedenfalls  ;"  ^  1  ist, 
80  folgt,  daß  auch  Ö*  y^  A^  klein  gegen  •/*  9\  daher  0  y^  Ä 
klein  gegen  Jiß  ist.  Wenn  wir  die  Werte  zu  Anfang  der 
Zeit  mit  dem  Index  Null  bezeichnen,  so  folgt  aus  126): 

"  Jp 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sind  im  Zähler 
beide  Ausdrücke  klein  gegen  den  Nenner,  daher  ist  die 
ganze  rechte  Seite  klein  und  c  immer  sehr  nahe  gleich  e^. 
Es  wird  also  der  Winkel  C  immer  fast  konstant  bleiben, 
die  Achse  des  Kreisels  sinkt  nicht,  sondern  behält  ihre 
Neigung  gegen  die  Vertikale. 

IV.  Bewegungen,  wo  C  konstant  ist,  sind  übrigens  auch 
möglich,  wenn  \Ji^  nicht  groß  gegen  E  ist  und  wir  wollen 
alle  diese  Bewegungen  im  folgenden  unter  einem  behandeln. 
Wenn  G  konstant  ist,  muß  nach  129)  und  130)  auch  Ä 
konstant  sein.     Setzt  man  die  unter  dieser  Voraussetzung 
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aus  den  Gleichungen  94)  abgeleiteten  Werte  von  dX/dt  und 
dp/dt  in  die  beiden  ersten  der  Gleichungen  119),  so  folgt: 

—  6yG^'F=»(ö- J)v6  yÄ'  +plrb 

•^ßyOÄB  ^[0--J)vßrÄ  +plrß. 

Diese   beiden  Gleichungen  sind  identisch.    Durch  Kürzung 
der  ersten  mit  h  y  oder  der  zweiten  mit  ß  y  folgt  mit  Bück- 
sicht auf  124): 
134)  OcÄ^  -  JvÄ  +pl^Q 


135)  A ^^^ 

Sei  zuerst  Cgieich  180®  —  «,  wobei  «  <  90°  ist,  so  wird: 

./  _  -Jv±  yj« y«  -H  4 gp /cos g 
Ä  — _  >~ • 

2  Q  cos  6 

Für  V  ^0  entspricht  dies  einem  gewöhnlichen  so- 
genannten Ejreispendel,  d.  h.  einem  Pendel,  dessen  Schwer- 
punkt sich  in  einem  horizontalen  Kreise  bewegt.  Die  Dauer 
eines  Hinganges  ist  njÄ,  Ist  v  von  Null  verschieden,  so 
enthält  das  Kreispendel  einen  um  die  Verbindungslinie 
seines  Schwerpunktes  und  Aufhängepunktes  ohne  Reibung 
rotierenden  Körper.  Die  Schwingungsdauer  ist  dann  ver- 
schieden, je  nachdem  das  Pendel  in  der  einen  oder  anderen 
Richtung  herumgeht  Der  Zahlenwert  von  Ä  ist  größer, 
daher  die  Schwingungsdauer  kürzer,  wenn  Ä'  das  entgegen- 
gesesetzte  Vorzeichen  wie  v  hat,  d.  h.  wenn  der  rotierende 
Körper,  dessen  Achse  mit  der  negativen  OZ- Achse  einen 
spitzen  Winkel  bildet,  so  daß  ein  positives  v  annähernd 
einer  gleichsinnigen  Rotation  wie  ein  abnehmendes  A  ent^ 
spricht,  im  gleichen  Sinne  rotiert  als  das  Pendel  herumgeht 
Dies  haben  wir  für  sehr  kleine  Entfernungen  von  der  Ruhe- 
lage schon  sub  11  bewiesen  und  haben  schon  dort  auf  die 
Analogie  hingewiesen  mit  der  Verschiedenheit  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  rechts  und  links  zirkulären 
Lichtes  in  Medien,  welche  die  Polarisationsebene  des  Lichtes 
drehen. 

Für  C7s90^  wird  die  Umlaufisgeschwindigkeit  fiir  die 
ümlaufsrichtung,  für  welche  A  und  v  entgegengesetzt  be- 
zeichnet sind,  unendlich,  für  die  andere  gleich 
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186)  ^. 

Ist  C  ein  spitzer  Winkel,  so  ist  eine  derartige  Bewegung 
nur  möglich  für 

and  zwar,  wenn  das  üngleichheitszeichen  gilt,  mit  zwei  yer- 
schiedenen  Geschwindigkeiten  im  gleichen  Sinne. 

Kehren  wir  wieder  zu  der  sab  m  gemachten  Speziali- 
sierung zurück,  d.  h.  nehmen  wir  an,  daß  v  sehr  groB 
ist  Dann  wird  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  184)  in 
allen  drei  FÜlen  ((7<90^  (7=90^  (7>90«)  sehr  groß 
(im  zweiten  genau  unendlich).  Die  andere  nimmt  in  allen 
drei  Fällen  mit  wachsendem  v  ab  und  hat  f&r  große  v 
angenähert  den  Wert  136).  Sie  entspricht  also  der  be- 
kannten sogenannten  Präzessionsbewegung.  Da  Ä'  positiT 
ist,  so  dreht  sich  dabei  die  Ebene  der  OZ-  und  O^-Achse 
im  positiven  Sinne  um  O  Z^  wenn  die  Rotation  im  positiTsn 
Sinne  um  0^  erfolgt 

Genau  dieselbe  Präzessionsbewegung  ist  natürlich  immer 
möglich,  wenn  unter  sonst  gleichen  umständen  statt  der 
Schwerkraft  beliebige  andere  Ejräfte  wirken,  sobald  sich  nur 
deren  Wirksamkeit  auf  ein  Moment  SR  reduziert,  das  bloB 
die  Achse  0^  gegen  OZ  oder  davon  wegzutreiben,  also 
den  Körper  um  eine  auf  diesen  beiden  Geraden  senkrechte 
Achse  zu  drehen  sucht  Man  hat  dann  in  den  obigen 
Formeln  bloß  3k  jy  statt  pl  ui  schreiben. 

Den  Sinn  der  Präzessionsbewegung  findet  man  unter  allen 
Umständen  folgendermaßen:  Man  denkt  sich  zuerst  die  Achse 
O^  auf  kürzestem  Wege  senkrecht  gegen  0  Z  gedreht  Dann 
denkt  man  sich  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Achse  0& 
der  nicht  mit  0  zusammenfällt,  eine  Kraft  angebracht,  die  den 
Körper  in  demselben  Sinne  wie  das  Moment  SR  zu  drehen 
sucht,  und  verlängert  diese  Kraft  in  dem  Sinne,  in  dem  sie 
wirkt,  bis  zur  Peripherie  des  rotierenden  Körpers.  Die 
Richtung,  wohin  sich  der  getroffene  Punkt  der  Peripherie 
infolge  der  Rotationsbewegung  des  Körpers  augenbUckUch 
bewegt,  fällt  mit  der  Richtung  zusammen,  in  der  sich  der- 
selbe Punkt  infolge  der  Präzession  bewegt 
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§  28.     KompoMüten  der  Srehnng  um  die  fixen  AoliBen. 
Winkel  der  fixen  und  bewegliohen  AoliBen, 

Zwischen  den  yerschiedenen  beim  Probleme  der  Botation 
eines  festen  Körpers  um  einen  fixen  Pnnkt  Yorkommenden 
GrBBen  besteht  noch  eine  große  Anzahl  wichtiger  Be- 
ziehangen,  welche  wir  nun  kennen  lernen  wollen.  Wir  haben 
in  den  Gleichungen  94)  die  augenblickliche  Winkelgeschwin- 
digkeit 0»  in  drei  Komponenten  um  die  beweglichen  Ko- 
ordinatenachsen als  Drehungsachsen  zerlegt  Wir  wollen 
sie  nun  in  drei  Komponenten  um  die  drei  fixen  Koordinaten- 
achsen OXfOT,OZ  als  Drehungsachsen  zerlegen  und  diese 
letzteren  Komponenten  mit  l,m,n  bezeichnen.  Wir  be- 
trachten jede  der  drei  Lagenfinderungen ,  welche  ein- 
treten, wenn 

1.  bei  konstantem  B  und  C  der  Winkel  Ä  um  dÄf 

2.  bei  konstantem  Ä  und  C  der  Winkel  B  um  dB, 

8.  bei  konstantem  Ä  und  B  der  Winkel  C  um  dC 
wächst,  und  zerlegen  jede  in  drei  Drehungen  um  die  drei 
fixen  Koordinatenachsen.  Die  erste  Lagenänderung  bedarf 
keiner  weiteren  Zerlegung,  da  sie  einer  Drehung  um  OZ 
um  den  Winkel  dÄ  entspricht  Die  zweite  Lagenänderung 
ist  eine  Drehung  um  den  Winkel  dB  im  negativen  Sinne 
nm  die  Achse  O ^,  also  um  den  Winkel  -^  dB  im  positiyen 
Smne  um  dieselbe  Achse.  Wir  wollen  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  größten  Kreise  ^Z  und  |i7  der  Fig.  1»  §  18 
S.  53|  welcher  Z  am  nächsten  liegt,  mit  iZ^,  und  den  der  Ver- 
längerung der  beiden  größten  Kreise  XRY  und  ^ZR^  mit 
R^  bezeichnen  (letzterer  Punkt  ist  in  der  Figur  nicht  ge- 
zeichnet). Die  obige  Drehung  um  die  Achse  O^  zerlegen 
wir  nun  in  zwei  Komponenten  um  OZ  und  OB^.  Elrstere 
ist  -^0 dB,  letztere  ydB.  Letztere  wird  noch  in  zwei  Kom- 
ponenten —  uydB  und  +  aydB  um  OX  und  0  Y  zerlegt 

Die  dritte  oben  betrachtete  Lagenänderung  bestand 
darin,  daß  bei  konstantem  A  und  B  der  Winkel  C  um  dC 
wächst  Dabei  dreht  sich  der  Körper  um  die  Achse  OB 
un  den  Winkel  dO,  welche  Drehung  um  die  Achsen  OX 
^d  0  7  die  Komponenten  adC  und  adC  liefert  Wenn  wir 
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also  ganz  wie  im  Schema  87)  S.  56  in  die  erste  Vertikalreihe 
die  Komponenten  der  ersten,  in  die  zweite  die  der  zweiten, 
in  die  dritte  die  der  dritten  Lagenändemng  schreiben;  in 
die  erste  Horizontalreihe  aber  die  Drehungskomponenten 
um  OX,  in  die  zweite  die  am  O  F,  in  die  dritte  die  um 
OZ,  so  erhalten  wir  folgendes  Schema: 


187) 


dA 

dB 

dC 

ox 

— 

-  afdB 

adC 

07 

— 

aydE 

adC 

OZ 

dA 

-  edB 

Um  l,  m,  n  zu  finden  genügt  es  anzunehmen,  daß  A 
während  der  Zeit  dt  um  dA  —  Ädt,  B  um  dB  =  Bdi, 
C  um  dG=s  C dt  wächst  Die  gesamte  durch  d^  dividierte 
Drehung,  welche  der  Körper  dabei  um  die  Achse  OX  er- 
fährt, ist  die  Komponente  /  der  Winkelgeschwindigkeit  in 
der  Richtung  0  Xj  und  da  Analoges  ftir  die  F-  und  Z-Achse 
gilt,  so  ist  also: 

138)     /«-a;'F  +  aC",     m^ayB  +  a(f^    n^Ä-eB. 

Wir  wollen  nun  die  Winkel,  welche  je  eine  bewegliche 
mit  je  einer  fixen  Koordinatenachse  einschließt,  durch  die 
drei  Winkel  A,  B,  C  ausdrücken.  Wir  bezeichnen  den  Ko- 
sinus jedes  Winkels,  den  die  Achse  0^  mit  irgend  einer 
der  fixen  Koordinatenachsen  einschließt,  mit  u,  v  und  w 
haben  die  gleiche  Bedeutung  für  die  Achsen  Ot/  und  0^. 
Je  nachdem  die  bewegliche  Koordinatenachse  den  betreffen- 
den Winkel  mit  OX,  CT  oder  0 Z  einschließt,  soll  der 
Buchstabe  ftLr  den  Kosinus  unten  den  Index  x,  y  oder  z  er- 
halten. 

Wir  denken  uns  in  Fig.  1  wieder  alle  Punkte  auf 
der  Kugeloberfläche  durch  größte  Kreise  yerbunden;  dann 
finden  wir  u^,  ti  ,  v^,  v  aus  den  sphärischen  Dreiecken 
XB^,  TE^,  XRfj,  YE^j  u^  und  v^  aus  den  sphärischen 
Dreiecken  Z/Z|  um  ZRtj,  w^  und  w^  aus  den  sphärischen 
Dreiecken  ^EX  und  ^E  F.  Die  in  dieser  Weise  sich  ergebenden 
Werte  können  wir  in  der  folgenden  Tabelle  zusammenstellen: 
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139)    ' 


ox 

07 

OZ 

oi 

Ua  »  ab  +  aße 

tiy  B  a6  —  aße 

^^-ßr 

On 

Vgsmaß^abe 

v^^  aß  -^  aho 

«.  =  *r 

ot 


10«  =:  0 


Nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
hat  man  femer: 


140) 


V  +  V  +  V  ^^  * 


140a) 


X           tf     ■          •     y' 

».= 

"        fc      ^           ^^Ä       W ' 

X               Jf     «              «     f 

•         ^^Ä    X         ^^x     •' 

W    ssU  V    —  UV 
y          »    X          X  » 

U    sss  t7  t£^    -.  t;  t<7  , 
•^g           "flj'"'«            •      x" 

9               X     •              X      tf' 

XXX 

^^^M     ^^9ä    ^^^%ä 

-1, 

i 

U   V    tP 

wobei  in  den  Gleichungen  140  a)  das  Zeichen  wechseln 
müßte,  wenn  das  lateinische  und  griechische  Koordinaten- 
system nichts  wie  in  Schema  139)  angenommen  ist,  kon- 
gruent, sondern  Spiegelbilder  wären.  Hierfür  sowie  für  die 
Formeln  140  a)  werden  wir  einen  besonderen  Beweis  zu  An- 
fang des  §  25  liefern.  AUe  diese  Formeln  folgen  auch  durch 
Substitution  der  Werte  des  Schemas  139). 


§  24.    Die  Drehung,  ausgedruckt  duroh  die  Differentiale  der 
Koiinuf  der  Winkel  iwischen  den  fixen  und  beweglichen 

Achten. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  ti^,  v^^u^...  die  Werte,  welche 
die  Kosinus  der  Winkel  zwischen  den  fixen  und  beweglichen 
Koordinatenachsen  zur  Zeit  t  haben,  mit  u^  +  ^^^y  ^x  +  ^^x' 
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u^  +  du^. . .  die  Werte^  welche  dieselben  EosinuB  zur  Zeit 
t  +  dt  haben,  und  wollen  daraoB  die  drei  Drehnngen  Idi, 
(Adi,  vdt  um  die  drei  Achsen  0|,  Otj^  O^  berechnen,  welche 
zusammengenommen  der  gesamten  Lagenftnderung  äquivalent 
sind,  welche  der  Körper  während  der  Zeit  d  t  erfährt. 

Wir  wollen  da  die  Achsen  O^^Oti^O^  doppelt  adehen. 
Die  einen  sollen  ohne  unteren  Index  bezeichnet  werden, 
sich  mit  dem  Körper  mitbewegen  und  zur  Zeit  i  +  di  die 
Lagen  0^'\  Of{'\  OC  haben.  Die  anderen  0|i,Oi?i,  Of^ 
sollen  zur  Zeit  i  mit  O^^  Ofj,0^  zusammenfallen,  aber  fix 
im  Baume  und  daher  auch  unveränderlich  in  ihrer  Lage 
gegen  OX,OT,OZ  bleiben.  Dann  bilden  also  0|,  O17, 0^ 
zur  Zeit  i  und  O^^fOfi^^O^  immer  mit  den  fixen  Ko- 
ordinatenachsen Winkel,  deren  Kosinus  u^,  v,,  u^  . . .  sind. 
Or'f  Ofj'"  und  OC"  aber  büden  mit  OX,  0  F,  OZ  Wüikel, 
deren  Kosinus  u,  +  du^^  v^  +  dx^,  u^  +  du^  . . .  sind. 

Die  gesamte  Lagenänderung  des  Körpers  während  der 
Zeit  d  t  kann  man  sich  durch  folgende  drei  Drehungen  her- 
vorgebracht denken: 

1.  Der  Körper  erfährt  die  Drehung  Xdt  um  die  Achse 
0|j.  Schon  bei  dieser  Drehung  soll  die  Achse  0 17  fest 
mit  dem  Körper  verbunden  sein  und  in  die  Lage  Oif  über- 
gehen. Es  ist  also  der  Winkel  zwischen  Otj  und  Oif  gleich 
dem  Drehungswinkel  Xdt  Da  dieser  Winkel  sehr  klein  ist, 
so  ist  mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinem  höherer 
Ordnung: 

Xdt  -  8in(0^,  Ofj')  =»  cos(0^j,  Ofj'). 

2.  Der  Körper  erfährt  die  Drehung  /it  if  <  um  die  Achse 
Ofi^.  Dabei  soll  die  Achse  Otj',  welche  natürlich  wieder 
fest  mit  dem  Körper  verbunden  ist,  in  die  Lage  Ofj"  über- 
gehen. Da  sie  sich  hierbei  in  einer  Ebene  verschiebt,  die 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden  0^^  und  Off 
steht,  so  ändert  sich  dabei  der  Kosinus  der  beiden  letzteren 
Geraden  nur  um  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung,  mit 
dessen  Vernachlässigung  man  daher  hat: 

cos(Ofi,  Ofji")^Xdt. 
S.  Der  Körper  erfährt  noch  die  Drehung  t^df  um  die 
Achse  01^.    Dadurch  soll  die  noch  immer  fest  mit  dem 
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Körper  yerbundene  Achse  Oi{'  in  die  Lage  Of("  über- 
geführt werden.  Da  sie  sich  hierbei  wieder  in  einer  Ebene 
bewegt,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden 
0{^  und  Ofi'  steht,  so  ändert  sich  deren  Kosinus  wieder 
um  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung,  es  ist  also  schließlich: 

141)  cos(OCi,  Off")^Xdt. 

Off"  ist  aber  genau  die  Lage  der  Achse  O17,  welche 
schon  oben  mit  Otj"'  bezeichnet  wurde.  Denn  es  ist  die 
Lage,  die  dadurch  entsteht,  daß  der  Körper  seine  gesamte 
während  dt  erfolgende  Lagenänderung  erfährt  und  dabei 
die  Achse  O17  fest  mit  ihm  verbunden  bleibt  Die  Kosinus 
der  Winkel,  welche  Ot}"'  mit  den  fixen  Koordinatenachsen 
bildet,    sind    daher    diejenigen    Größen,    welche    wir    mit 

%  +  ^*»»  ^y  +  ^^y»  Vt  +  <i^g  bezeichnet  haben,  während  Ofj 
mit  denselben  Koordinatenachsen  diejenigen  Winkel  bildet, 
deren  Kosinus  wir  mit  to^j  w  und  w^  bezeichnet  haben. 
Daher  ist: 

COS(0Ci,   00  =  «'.(«'.  +  ^«'J  +  «'yCS  +  ^^^  + 

wegen 

143)  v^w^  +  v^w^  +  v^w^  =»  0 

(yergl.  die  Relationen  140). 

Bedenken  wir,  daß  m  du^  etc.  nur  Glieder  höherer 
Ordnung,  die  also  durch  dt  dividiert  mit  abnehmendem  dt 
sich  der  Grenze  Null  nähern,  vernachlässigt  sind,  so  daß 
die  Quotienten  dujdt  etc.  genau  das  sind,  was  man  als  die 
Differentialquotienten  dieser  Größen  nach  der  Zeit  be- 
zeichnet, so  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Ausdruck  142)  in 
die  Gleichung  141)  einsetzen  und  durch  dt  dividieren: 

1  Ad\  ^  dvg.         dVf,    .         dVg 

144)  x»«,,_  +  tr,-^  +  «;.-^. 

Die  Differentiation  der  Gleichung  148),  welche  offenbar  zu 
allen  Zeiten  gilt,  nach  der  Zeit  lehrt  uns,  daß  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  144)  auch  gleich 

dWg  di€^  dwa 

•  dt  V  dt  «  dt 


142)  { 
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ist    Man  erhält  daher  auch: 

^  AK\  'i  ^^*  ^^9  ^^» 

145)  X v,^-v^-^-v,-j^. 

Die  zyklische  Yertauschnng  liefert: 

IdfT,   .        dt€g   ,        dto,  du,  dug  du, 

r      ^' dt  ^    9  dt  ^    '  dt  *  dt  n  dt         *  dt 

du,   .        du^    .        du,  dvg  dv^  dr, 

*  =  "'-JT  +  S-^  +  **'  rfT "-TT  -"»Tf  -  ".77 

Diese  Gleichungen  könnten  verifiziert  werden,  indem 
wir  in  ihre  rechte  Seite  f&r  v.,  tcr  . . .  ihre  Werte  aus  dem 
Schema  139)  einsetzen.  Durch  Differentiation  dieser  Werte 
nach  der  Zeit  kann  man  dvjdtj  dwjdt.,.  finden,  die 
dann  auch  in  die  rechte  Seite  der  Gleichungen  144),  145) 
und  146)  einzusetzen  sind.  Man  würde  so  für  die  rechten 
Seiten  in  144),  145)  und  146)  wieder  die  Werte  erhalten, 
die  nach  94)  gleich  A,  f»,  und  v  sind. 

Wir  können  analog  auch  l,fn,n  durch  u^y  v^,  u^  . . . 
und  deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  ausdrücken. 
Idt,  mdt  und  ndt  sind  die  drei  Drehungswinkel,  welche 
dem  Körper  um  die  Achsen  OX,  OT,  OZ  erteilt  werden 
müssen,  um  die  Lagenänderung  zu  erzeugen,  welche  er 
während  der  Zeit  dt  wirklich  erfährt 

Man  würde  offenbar  dieselbe  relative  Lagenändenmg 
des  Körpers  relativ  gegen  die  Achsen  OX^  OT,  OZ  er- 
halten,  wenn  man  den  Körper  und  damit  die  Achsen 
0|,  O17,  0^  fix  im  Baume  ließe,  aber  die  drei  fest  mit- 
einander verbundenen  Koordinatenachsen  OX,  OT,  OZ  zu- 
erst um  OX  um  den  Winkel  —  Idt,  dann  um  0  F  um  den 
Winkel  —mdt,  und  zuletzt  um  OZ  um  den  Winkel  —ndt 
drehen  würde.  Sie  sollen  dadurch  in  die  Lagen  0  X"',  0  T" 
und  OZ'"  übergehen.  Da  diese  drei  Geraden  relativ  gegen 
0|,  Ofiy  0^  dieselbe  Lage  wie  die  Gteraden,  die  wir  früher 
mit  0^'\  Off'\  OC"  bezeichneten,  relativ  gegen  OX.Ol, 
0  Z  haben,  so  ist  z.  B. : 

jco8(or",o|)=w^  +  dti^,   cos(or",Oi7)=t;^.frfv 

^   \  cos(Or",  O^^w^  +  dw, 

um  die  Lage  O  T"  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  wieder 
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die  Achsen  OXj  OY^  OZ  doppelt  gezeichnet  Die  ersten 
ohne  nnteren  Index  sollen  die  oben  besprochenen  Drehungen 
tun  die  Winkel  ^Idt,  --mdty  --ndt  machen.  Die  zweiten^ 
die  wir  mit  OX^,  OT^^  OZ^  bezeichnen  wollen^  sollen  fix 
im  Baume  nnd  daher  ancb  rdatiy  gegen  0^fOf},0^  bleiben, 
da  wir  jetzt  auch  die  Lage  der  letzteren  Achsen  un- 
yeränderlich  lassen.  Die  Drehong  —  Idt  geschieht  am  die 
Achse  OX.  Durch  dieselbe  gehe  OF  in  die  Lage  OT 
über,  so  daß  man  analog  der  Gleichung  141)  hat: 

148)  -/d^  =  sin(Or,  Or)  =  cos(Or,  OZ^j. 

Durch  die  beiden  Drehungen  ^mdt  und  ^ndt  um 
die  Achse  O  Y^  und  0  Z^  soll  die  Gerade  0  F  in  die  Lagen 
OY"  und  OT"  übergehen.  Es  ist  dann  OT"  mit  der 
oben  schon  so  bezeichneten  Geraden  identisch,  und  da  durch 
die  beiden  zuletzt  erwähnten  Drehungen  der  Kosinus  sich 
nur  um  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  ändert,  so  folgt 
aus  Gleichung  148): 

149)  C08(0r'",  02i)  =  -/d<. 

Da  nun 

cos(0^,  0|)  =  w,,    cos(OZi,  Oi;)  =  i;,,     cos(0  Zj,  0£)  =  m;, 

ist,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  147) 

008(0  r",  OZj)  =  u^{u^  +  du^  +  v^[v^  +  dv>i  +  w^{w^  +  dio), 

woraus  wir  in  Verbindung  mit  Gleichung  149),  ganz  wie  wir 
früher  die  Gleichung  144)  erhielten,  finden: 

iRAx    f  du^         dvp  dwy  du»   .       dv,   ,       dw, 

^  'dt        'dt         'dt         y  dt  ^9  dt  ^    V  dt 

mit  zwei  analogen  durch  zyklische  Vertauschung  gebildeten 
Gleichungen.  Würde  man  die  im  Schema  139)  zusammen- 
gestellten Werte  für  %,  v^jU^  .  .  ,  hier  substituieren,  aus 
diesen  durch  Differentiation  nach  der  Zeit  dii^/d^ ...  bilden 
imd  auch  diese  Werte  substituieren,  so  würde  man  wieder 
die  Gleichungen  138)  erhalten. 

§  25.    Verschiedene  andere  Relationen. 

Betrachtet  man  die  drei  unter  den  Gleichungen  140) 
Torkommeuden  Gleichungen 
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w,  V.  +  Wy  Vy  +  w,  V,  =»  0 

**«*^*  +  Wy%  +  w.u?,  «  0 

als  lineare  Gleichungen  ftr  u^^  u^,  u^  and  setzt  die  De- 
terminante der  Eoefi&zienten 


«.» V  "» 

».,  r,,  ü. 

--4, 

«>.,tr,,w. 

«.  J- »,«>,- 

«y  J  ='«i»''«- 

-  1^  t^  • 

Ol     If 

so  folgt: 


151) 


Addiert  man  die  Qnadrate  dieser  drei  AosdrQckey  so  erhAlt 
man  links  J*.    Die  rechte  Seite  kann  man  leicht  in  die  Form 

bringen.    Es  folgt  also  J  ^±1. 

Bringt  man  die  positive  0  X-Achse  mit  der  positiyen 
0|- Achse,  nnd  gleichzeitig  die  positive  0 17- Achse  mit  der 
positiven  0  F- Achse  zur  Deckung,  so  decken  sich,  falls  die 
Eoordinatensyteme  kongruent  sind,  auch  die  positiven 
^Achsen.  Es  ist  also  u  =3  0  »  «;.  »  1,  und  aus  der  ersten 
der  Gleichungen  151)  folgt  J  =»  +  1 .  Falls  die  Koordinaten- 
systeme Spiegelbilder  sind,  so  deckt  sich  die  positive  Z-Achse 
mit  der  negativen  ^-Achse.  Es  ist  also  ii^  s  t?  =  —  v^ «  1 
und  es  folgt  J  «>  —  l . 

Natürlich  behält  J  in  beiden  Fällen  seinen  Wert  auch 
für  alle  anderen  relativen  Lagen  der  Koordinatenachsen, 
da  es,  wenn  sich  die  Lage  kontinuierlich  ändert,  nicht 
plötzlich  von  —  1  zu  +  1  überspringen  kann.  Wir  setzen 
immer  kongruente  Koordinatensysteme  voraus,  so  daß  also 
J  =  +  1  ist 

Wir  wollen  nun  mit  x,y,x  die  Koordinaten  irgend 
eines  Punktes  P  des  festen  Körpers  bezüglich  der  fixen 
Koordinatenachsen  zur  Zeit  t  bezeichnen.    |,  ^,  ^  seien  die 
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Koordinaten  desselben  Punktes  bezüglich  der  beweglichen 
Koordinatenachsen.  Die  letzteren  Koordinaten  ändern  sich 
natOrlich  nicht  mit  der  Zeit.  Dann  hat  man  nach  den  be- 
kannten Formeln  für  Koordinatentransformation : 

(I—  !*.«+  u^y+  u^x 
^  —  ü,  «  +  üy  y  +  V, » 


In  jeder  dieser  Gleichungen  zieht  ein  lateinisches  x,  y 
oder  »  auch  den  Index  x  oder  y  oder  x  nach  sich,  ein 
griechischer  Buchstabe  |i  17  oder  f  aber  den  Buchstaben 
u,  V  oder  w. 

Wir  wollen  nun  die  Zuw&chse  dx,dy^dx  berechnen^ 
welche  die  Koordinaten  x,y,x  durch  diejenige  Lagen&nderung 
erfahren,  die  der  Körper  während  der  Zeit  d  t  erfährt  Diese 
Lagenänderung  kann  durch  die  drei  Drehungen  2  d  <  um  die 
Achse  OX,  mdt  um  die  Achse  OY,  ndt  um  die  Achse  OZ 
erzeugt  werden.  Bezeichnet  man  die  KoordinatenzuwächsCi 
welche  durch  die  erste  resp.  zweite  oder  dritte  Drehung 
allein  erzeugt  würden,  mit  dem  Index  l  resp.  m  oder  n,  so 
ist  nach  Formel  145)  (§  55  des  L  Teiles): 

das^aiOy  dy^^^lxdt,      dx^^lydt 

dx^^mxdtj  dy^^O,  dx^^-^mxdi 

dx^s^-^nydt,       dy^^nxdi,         dn^^O. 

Die  durch  die  gesamte,  während  d  t  stattfindende  Lagen- 
änderung entstehenden  Koordinatenzuwächse  sind  bis  auf 
miendlich  Kleines  höherer  Ordnung  die  Superposition  dieser 
Zuwächse.  Dividiert  man  die  Gesamtznwächse  durch  dt, 
80  eilen  die  Quotienten  mit  abnehmendem  dt  folgenden 
Grenzwerten  zu,  welche  also  die  Differentialquotienten  der 
Koordinaten  nach  der  Zeit  darstellen: 
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154) 


—  ^mx-^ny 

dy  j 

at 

dx        j 


d 

Dieselben  Formeln  erh&lt  man,  wenn  man  die  erste  der 
Oleichangen  152)  nach  der  Zeit  differenziert.  Da  die  be- 
weglichen Koordinatenachsen  mit  dem  festen  Körper  an- 
yei^Lnderlich  verbunden  sind,  so  sind  dabei  |,  fj,  ^  als  kon- 
stant zn  betrachten.     £}s  folgt  also: 

dx       f.  dUm    ,      dvig  _i  y^^» 

Substituiert  man  ftbr  1, 17,  ^  deren  Werte  aus  den  Glei- 
chungen 153),  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  150) 
wieder  die  erste  der  Gleichungen  154).  Wenn  man  die 
halbe  Masse  jedes  Massenpunktes  des  Körpers  mit  dem 

Quadrate    seiner   Geschwindigkeit    f^)' +  (^f)*  +  (^)* 

multipliziert,  darin  -^ »  -^  und  -^  durch  die  Werte  154) 

ersetzt  und  über  alle  Massenpun^te  sununiert,  so  erhält 
man  wieder  den  Ausdruck  95)  für  die  lebendige  Kraft  7, 
den  wir  schon  kennen. 

Unter  den  obigen  Formeln  haben  alle,  in  denen  die 
Momente  D,  E,  F  nicht  vorkommen,  einen  rein  geometrischen 
Charakter.  In  geometrischer  Beziehung  spielen  aber  die 
Achsen  OX,  OY  und  0  Z  genau  dieselbe  Bolle  wie  die 
Achsen  0|,  O17,  0^.  Die  relativen  Lagen  und  daher  alle 
rein  geometrischen  Beziehungen  bleiben  vollkommen  die- 
selben, ob  die  Achsen  OX^OY^OZ  fix  sind  und  die  Achsen 
0|,  Ofij  O^  die  Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o) 
um  die  augenblickliche  Drehungsachse  machen,  deren  Kom- 
ponenten um  die  ersteren  Achsen  /,  m,  n,  um  die  letzteren 
X,f/L,v  sind,  oder  ob  umgekehrt  die  Achsen  0{,  Ofj^O^ 
fix  sind,  und  die  Achsen  0  X,  OY,  0  Z  gerade  die 
entgegengesetzte  Drehung  machen,  deren  Komponenten 
die  Achse  OX,  OY,  OZ  dann  natürlich  — /,  —  m,  —  «> 
um   die   Achsen  0{,  Oiy,  OJ   aber   —  A,  —  ft,  —v   sind. 
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Wir  können  also  in  allen  Formeini  welche  die  Drehnngs- 
momente  D,  E,  F  nicht  enthalten,  die  Achsen  OX,  OT, 
OZ  mit  den  Achsen  0|,  O^,  O^  und  umgekehrt  ver- 
tauschen, wodurch  sich  auch  die  Winkel  Ä  und  B  ver- 
tauschen, dagegen  (7  in  —  C7  und  folglich  auch  C  in  —  C 
und  7^  in  —  7^  übergeht  Alle  derartige  Formeln  von  rein 
geometrischem  Charakter  bleiben  daher  richtig ,  wenn  wir 
jede  in  der  folgenden  Seihe  angeführte  GröBe  mit  der  in 
der  nächsten  Beihe  unter  ihr  stehenden,  und  umgekehrt 
jede  in  der  zweiten  Reihe  stehende  mit  der  darüber  stehen- 
den vertauschen: 

^1  Vf  »»  V  w,,  v^j  v.i  w',»  M'y,  ^,    *»,    n,    Ä,    C,     e>,  OX^  OT^OZ 
l  n,  &  V  tt^„  Wyi  %i  w.,  v^,  — A,-jLt,-v,J9,  -C,  -Q?,  Oi,  Ofj,  oc. 

u^,  Vy,  w^  dagegen  müssen  ungeändert  bleiben.  Durch  diese 
Vertausdiung  erhält  man  z.  B.  aus  u^  ah  --  aßo  die  ent- 
sprechende Formel  für  t;,,  ebenso  aus  l^--  ayB  +  aC 
den  ftr  —  A  gefundenen  Wert  etc.  Derartige  Vertauschungs- 
regeln  ersparen ,  wenn  man  die  eine  Hälfte  der  Formeln 
gefunden  hat^  die  Arbeit  der  Ableitung  der  anderen  Hälfte. 
Hat  man  aber  alle  Formeln  bereits  abgeleitet^  so  bilden  die 
Vertauschungsregeln  wenigstens  eine  oft  willkommene  Eon- 
trolle f&r  die  Bichtigkeit  der  Bechnung. 

§  26.    Sie  ZusammenüuBung  der  in  den  behandelten 
ipeiielleii  Fftllen  geftindenen  Kesultate  liefert  die  allgemeinste 

Bewegung  eines  starren  Körpers. 

Wir  haben  bewiesen,  daß  sich  bei  Einwirkung  ganz 
beUebiger  Kräfte  auf  einen  vollkommen  freien  Körper  dessen 
Schwerpunkt  wie  ein  einziger  materieller  Punkt  bewegt,  auf 
den  alle  diese  Kräfte  gleichzeitig  wirken  und  daß  die 
Drehung  um  den  Schwerpunkt  so  geschieht^  als  ob  derselbe 
ohne  Änderung  der  sonstigen  Umstände  festgehalten  würde. 
Da  wir  die  beiden  letzteren  Probleme  nach  dem  vorgenom- 
menen lösen  können,  so  haben  wir  auch  das  aUgemeine 
Problem  der  Bewegung  eines  vollkommen  freien  Körpers 
imter  Einwirk^g  beliebiger  Kräfte  indirekt  gelöst  und  es 

Bpltim«n]i,  Meehuilk  IL  7 
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ist  dies  in  der  Tat  der  Weg^  den  man  meist  einschlagen 
wird,  da  man  dadurch  die  kompliziertere  Aufgabe  in  zwei 
möglichst  einfache  zerlegt  Natürlich  haben  wir  aber  damit 
noch  nicht  die  Bewegungsgleichungen  für  den  allgemeinsten 
Fall  explizit  hingeschrieben. 

Behandelt  man  das  Problem  von  Yomherein  in  Toller 
Allgemeinheit^  so  werden  die  Gleichungen  zwar  erheblich 
komplizierter  und  unanschaulicher,  aber  man  hat  den  Vorteil, 
daß  man  alle  Aufgaben,  die  wir  nacheinander  lösten,  in 
derselben  Formel  beisammen  hat  und  durch  Spezialisienmg 
derselben  gewinnen  kann.  Wer  sich  für  die  Schönheiten 
dieser  Behandlungsweise  interessiert^  der  sei  außer  aof 
Lagranges  M6canique  analytique  auf  Eirchhoffs  Vor- 
lesungen über  Mechanik  verwiesen. 

Ich  will  hier  nur  kurz  zeigeui  wie  man  von  den  bisher 
behandelten  Spezialfällen  aus,  da  sie  ja  implizit  den  all- 
gemeinsten Fall  enthalten,  auch  wieder  ohne  große  Schwie- 
rigkeit zu  den  allgemeinsten  Formeln  gelangen  kann. 

Um  in  der  allgemeinsten  Weise  die  Lage  eines  toII- 
kommen  freien  festen  Körpers  gegen  ein  fixes  Koordinaten- 
system   OX,  07,  OZ 
^'  zu  definieren,  legen  wir 

durch  einen  beliebigen 
Punkt  Q  des  festen 
Körpers  drei  Koordi- 
natenachsen Q^f  Qfit 
Q^j  die  sich  mit  diesem 
fest  Yerbunden  mitbe- 
wegen (die  beweglichen 

Koordinatenachsen). 
Wir  bezeichnen  mit 
(^9  ß>  7%  welche  Buch- 
staben wir,  sowie  o»  ^  ^ 
jetzt  nicht  mehr  in  demselben  Sinne  wie  bisher  Ter- 
wenden,  die  Koordinaten  des  Punktes  Sk  bezüglich  des  fixen 
Koordinatensystems,  und  mit  u^v,w  die  Komponenten  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  Sl  in  den  Richtungen  der  be- 
weglichen Koordinatenachsen ;  femer  mit  o,  6»  o  die  Koordi- 


Fig.2. 


GL  155-158.]         II.   §  26.   AUgemeinste  Bewegung.  99 

oaten  des  Punktes  O  bezüglich  der  beweglichen  Koordinaten- 
achsen, mit  Ijfn^n  und  Xj  ik^v  die  Komponenten  der  augen- 
blicklichen Drehongsgeschwindigkeit  des  Körpers  nach  den 
fixen  resp.  beweglichen  Koordinatenachsen,  und  mit  |,  17,  ^ 
die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  8  des  Körpers  bezüg- 
lich der  beweglichen  Koordinatenachsen  (vergl.  Fig.  2).  End- 
lich setzen  wir  analog  wie  früher: 

U,  =r  cos (-X:,  1),         «y«COS(r,  1),         r^«COS(Z,  17).  .. 

Würde  der  Punkt  Q  ruhen,  so  wären  bei  gleicher  Dreh- 
bewegung des  Körpers  um  den  Punkt  ii  die  Komponenten 
der  Oeschwindigkeit  des  Schwerpunktes  iS  in  den  Richtungen 
der  beweglichen  Koordinatenachse: 

155)  —  lyt'  +  CMf       —  fi  +  |«'>       —  |/»  +  i7^- 

(Infolge  der  Drehung  X  allein  wären  sie  ja  nach  den  For- 
meln 145)  des  L  Teiles  Null,  -^X^^  +Xfi\  addiert  man 
dazu  die  durch  zyklische  Vertauschung  folgenden  Geschwin- 
digkeitskomponenten infolge  der  Drehungen  /n  und  tr,  so 
folgen  die  Formeln  155);  yergl.  auch  die  Formeln  154).) 
Dazu  addiert  sich  noch  die  Progressivbewegung  des 
Punktes  fi,  so  daß  die  wirklichen  Geschwindigkeitskompo- 
nenten des  Schwerpunktes  S  in  der  Richtung  der  beweg- 
Hchen  Koordinatenachsen 

156)  y«u  — lytr  +  f/»,    /  =  v  — C^  +  l«'»    1^  =  «^  — Im  +  ^^ 

sind.  Die  lebendige  Kraft  der  im  Schwerpunkte  vereint 
gedachten  Gesamtmasse  M  des  Körpers  ist  also: 

157)  :^(y«  +  ;^«  +  ^«) . 

Die  lebendige  Kraft  der  Drehung  um  den  Schwerpunkt  ist: 
168)      \(QX^  +  HfjL^  +  Jv^  -  ffpLV  -  H'iir  -  rXn  =  7\. 

Dabei  haben  (?,  E^J^  0%  H',  T  dieselbe  Bedeutung  bezüg- 
lich dreier  durch  den  Schwerpunkt  parallel  ü^,  iit}  und 
Q^  gelegter  Achsen,  die  sie  firüher  bezüglich  0|,  Otj,  0^ 
hatten.  Haben  noch  0^,H^fJ^j  0^\H^\J^'  dieselbe  Be- 
deutung bezüglich  der  Achsen  i2{,  Qtjf  Ü^t  so  ist  also 


100  n.   §26.   AUgemeinate  Bewegung.  [Gl  159. 

öj  =  ö  +  Jf I«,        H^  ^H  +  Jf  17«         J^^J+M^ 

(yergl.  Formel  149),  §  67  des  I.  Teiles). 

Die  gesamte  lebendige  Kraft  des  Körpers  ist  nach  dem 
im  I.  Teile  am  Schiasse  des  §  64  entwickelten  Theorem  die 
Summe  der  Ausdrücke  157)  und  158),  also  wenn  man  noch 
die  Werte  156)  substituiert: 

>  =  Y[(t*-i7t'+fiu)«+(t;-fA+|i^)>+(u^-|M+i?i)']+ 
+  i(ö>L*  +  Eli}  +  Jv^  -  ffiuv  -  JT  Ay  -  rifk. 


169) 


Wir  wollen  nun  die  Summe  der  Komponenten  aller 
auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  in  den  Richtungen  der 
beweglichen  Koordinatenachsen  mit  X,  Y,  Z  bezeichnen. 
Die  Größe  X  ist  dann  nach  dem  Schwerpunktssatze  gleich 
der  Gesamtmasse  M  des  Körpers  multipliziert  mit  der  Be- 
schleunigung des  Schwerpunktes  in  der  Richtung,  die  mit 
der  Richtung  zusammenfällt,  welche  die  bewegliche  Ab- 
szissenachse gerade  zur  Zeit  t  hat  Die  G^chwindigkeito- 
komponente  des  Schwerpunktes  in  dieser  Richtung  ist  zur 
Zeit  t  gleich  qp.  Zur  Zeit  i  +  t  haben  die  beweglichen 
Koordinateuachsen  etwas  andere  Richtungen:  Si^^ij^^v 
Si^  ^j .  Die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes in  diesen  Richtungen  sind  zur  Zeit  ^  +  r: 

dq>  dr  dw 

Die  Komponente  der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
zur  Zeit  /  +  r  in  der  Richtung,  welche  die  bewegliche  Ab- 
szissenachse zur  Zeit  t  hatte,  ist  daher: 

qp,  =  ff^  cos  (fl  I,  flj li)  +  Xi  cos  (fl|,  fli  lyj  -f  V'i  cos  (ß|,  Q^  f J. 

Nun  ist  bis  auf  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung 
cos(.fi|,  fij  IJ  =»  1.  Da  wir  femer  sahen,  daß  sich  die 
Drehungen  der  Parallelverschiebung  einfach  superponieren, 
so  ist  analog  mit  141) 

cos(ß|,  ßii?j)  =  -!»«•,      cos(ß{,  a^^)^^Tj 
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daher  mit  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem  Ton  der 
Ordnung  r*: 

Die  Beschleunigung  des  Schwerpunktes  in  der  Richtung, 
welche  die  bewegliche  Abszissenachse  zur  Zeit  (  hatte, 
aber  ist 

Um  ?^  =  ^  -  r/ + /»  V'* 

und  da  diese  Beschleunigung  mit  M  multipliziert  gleich  X 
sein  muß,  so  hat  man  schließlich: 

M^  =  Mvx  -  Mfirp  +  X. 

Diese  Gleichung  kann  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  159) 
Ton  T  und  die  Werte  156)  von  <PfXi  '^  ^^ch  so  geschrieben 
werden 

1ft^^  «*    ÖT  BT  dT    ,    ^ 

*  dt   du  dv        ^  dw  ' 

was  mit  der  Gleichung  12)  der  6.  Vorlesung  der  Kirch- 
hoffschen  Mechanik  übereinstimmt 

Da  die  Drehung  um  den  Schwerpunkt  genau  so  ge- 
schieht, als  ob  dieser  festgehalten  wäre,  so  hat  man  ent- 
sprechend den  Gleichungen  99)  und  100) 

ioi\  d    d  T*  B  li  B  T*    .    y^ 

wobei  Dj  das  Drehungsmoment  aller  auf  den  Körper  wirken- 
den Kräfte  um  eine  der  beweglichen  Abszissenachsen  par- 
allel durch  den  Schwerpunkt  gezogene  Achse  ist.  Bezeichnen 
wir  mit  D  das  Drehungsmoment  derselben  Kräfte  bezüglich 
einer  Achse,  die  mit  der  Lage  der  beweglichen  Abszissen- 
achse zur  Zeit  t  zusammenfällt,  so  ist  nach  §  29  des  I.  Teiles: 

Wir  köunen  daher  die  Gleichung  161)  in  der  Form  schreiben: 
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Nun  folgt  aas  158)  und  159): 

dl  **  dX   ""^ar  ■*'^dfp 

öv  "  dl'        ^  du  '^^  dv 
dt    dl  ""  d*    dl       ^  dt    dr  ■*■ 

+  ^rf7a;^-V'a7  +  ^d^  ^*^ 

Drückt  man  yermöge  dieser  Gleichangen  die  in  162)  er- 
scheinenden Werte  von  ^,  |5  und  ^  durch  ||,  t^ 

dl      diA  dp  dl     Ofi 

und  Y-  ^^  ^^^  substituiert  fbr  Z,  T,  Z  deren  Werte  aus 

160),  so  liefert  die  Gleichung  162) 

iß„.        d    dT  dT  dT    ,       dT  dT    ,    y. 

1^3)     -dtTl-''Tr-l'TV  +  '^-dV-'^I^  +  ^' 

was  mit  Kirchhof fs  Gleichungen  18)  (1.  c.)  übereinstimmt 
Die  Komponente  der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
in  der  Richtung  der  fixen  Abszissenachse  ist  entsprechend 
den  Gleichungen  153): 

Da  die  fixen  Achsen  ihre  Lage  im  Baume  nicht  ändern, 
so  ist  die  Komponente  der  Beschleunigung  des  Schwerpunktes 
in  der  fixen  Abszissenrichtung  einfach  der  Differential- 
quotient dieser  Größe  nach  der  Zeit  Multipliziert  man 
diesen  noch  mit  Mj  so  muß  das  Produkt  gleich  der  Samme 
Xfix  der  Komponenten  aller  auf  den  K&rper  wirkenden 
Kräfte  in  der  Bichtung  der  fixen  Abszissenachse  sein,  wo- 
durch man  die  Gleichung 

1«^)  ^  r- öIT  +  ^-TiT  +  •^.öT^J  «  ^^ 

erhält,  welche  mit  der  ersten  der  von  Kirchhoff  (1.  c.)  mit 
Nummer  14  bezeichneten  Gleichungen  identisch  ist 

Endlich  sind  die  Flächenmomente  des  ganzen  Körpers 
bezüglich  dreier  durch  dessen  Schwerpunkt  S  parallel  der 
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augenblicklichen  Richtong   der  Achsen   Q^y  Qfjy  Q^   ge- 

d  T     BT     8  7* 

zogenen  Achsen  gleich  ^r '  ~ö~^ '  'g^ '  ^^^  Flächenmomente 

des  Körpers  bezüglich  dreier  gleichgerichteter,  durch  den 
fixen  Eoordinatenursprong  0  gezogener  Achsen  0^,  Ofjy 
0^  sind  nach  §  31,  S.  112  des  I.  Teiles  um  die  Momente 
größer,  welche  der  stets  in  8  befindlichen  und  mit  8  mit- 
bewegten Masse  M  bezüglich  der  letzteren  Achsen  zukäme. 
Da  die  Punkte  0  und  S  bezüglich  der  Achsen  .fi|,  üfi,  Q^ 
die  Koordinaten  a,  b,  e  resp.  |,  fj,  ^  haben,  so  sind  die  Ko- 
ordinaten von  S  bezüglich  der  Achsen  0|,  O17,  0^  gleich 
|  —  a,  17  —  6>  C  —  0-  Die  Geschwindigkeitskomponenten 
von  S  in  den  Richtungen  der  beweglichen  Koordinatenachsen 
sind  nach  156) 

1    BT       1    dl        1    dT 

M  du'     M   dv'     M  die' 

daher  ist  das  Flächenmoment  der  in  8  konzentriert  ge- 
dachten Masse  M  bezüglich  der  Achse  0|: 

Das  Flächenmoment  m^  des  ganzen  Körpers  bezüglich 

derselben  Achse  finden  wir,  indem  wir  hierzu  noch  -^ 

'  dl 

addieren.  Daraus  ergeben  sich  dann  durch  zyklische  Ver- 
tanschung  die  Flächenmomente  m,  und  m^  des  Körpers 
bezfigUch  Ofj  und  0^,  so  daB  man  hat: 


166) 


/V  \d2  /c,  x^^i^^ 

/»        ,  a  I       ,        ..dT    ,  dT. 


Das  Flächenmoment  des  Körpers  bezüglich  der  fixen  Ab- 
sziBsenachse  aber  ist: 

Hier  hat  man  für  m^,  m„ ,  m^  die  Werte  1 65)  zu  sub- 
stituieren. Bedenkt  man,  daß  die  Abszisse  des  Punktes  0 
bezüglich  der  Achsen  JQ  {,  i2  ^,  JQ  ^  gleich 
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ist»  daB  ans  160)  folgt 

dT  BT      ^dT       dT^ 

and  nimmt  dazu  die  Tier  ans  diesen  beiden  Gleicbnngen 
durch  zyklische  Vertauschnng  folgenden  Gleichungen,  so 
ergibt  sich  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  140  a): 

I  t   ra  ^ö^,        dT    ,       BT    ,        dT 

Setzt  man  den  Differentialquotienten  dieser  Größe  nach 
der  Zeit  gemäß  dem  Flächensatze  gleich  dem  gesamten 
Drehungsmoment  D^x  &ller  Kräfte  bezüglich  der  fixen  Ab- 
szissenachse und  bildet  aus  der  betreffenden  Gleichung  durch 
zyklische  Vertauschnng  zwei  neue  Gleichungen,  so  erhSlt 
man  das  let/.te  System  der  für  einen  vollkommen  fireien 
Körper  geltenden  Gleichungen.  Man  sieht  sofort,  daß  es 
unter  Berücksichtigung  der  Abweichungen  unserer  Bezeich- 
nungen von  denen  Kirchhoffs  mit  dem  Gleichungsaysteme 
identisch  ist,  welches  dieser  1.  c.  mit  Nummer  15  beEeichnei 


IIL  Die  yerschiedenen  Formen  des  Wirknngs- 

prinzipes. 


§  27.    Die  Gleichungen,  welche  far  nicht  holonome  gener»- 
liiierte  Koordinaten  an  die  Stelle  der  Lagrangesehen  treten. 

Ehe  wir  die  allgemeine  Diskussion  der  yerschiedenen 
Formen  des  Wirkungsprinzipes  in  Angriff  nehmen,  wollen 
wir  noch  die  Zusatzglieder  berechnen,  welche  zu  den  La- 
grangeschen Gleichungen  hinzutreten,  wenn  die  angewandten 
generalisierten  Koordinaten  nicht  holonom  sind.    Sie  sind 
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dann  jedenfalls  durch  Gleichnngen  yon  der  Form  der  Olei- 
chungen  23)  mit  den  rechtwinkligen  verknüpft. 

Wir  nennen  den  aus  diesen  bei  Eonstanthaltung  aller 
Pj^  folgenden  Dififerentialqaotienten  von  o^  nach  i  den  par- 
tiellen nach  ^  und  bezeichnen  ihn  mitda^/d^;  eine  analoge 
Bedentang  hat  dx^jdp^,  so  daß  man  also  hat: 

167)  ^^n\    U-irt. 

Aas  denselben  Gleichungen  folgt: 

168)  x'^^n""  +^nlp\. 

Dagegen  ist  bei  Bildung  der  <^a:^  die  Zeit  konstant  zu 
erhalten,  so  daß  man  hat: 

169)  Sx^^^n\8p^. 

Versteht  man  daher  unter  einem  partiellen  Differential- 
quotienten der  a!^  einen  solchen,  wobei  von  den  Variabeln  ij 
p^  und  p\  alle  konstant  erhalten  werden,  bis  auf  die  eine, 
nach  Y^elcher  differenziert  wird,  so  ist: 


öa^       du*       ^  BH* 


""     Ä-^+2 


^Ph        dpk       ^J    dp), 


Pt 


letzteres  gemäß  den  Gleichungen  167).   Durch  Differentiation 
derselben  Gleichungen  folgt: 


Es  ist  also: 


dpH       dt\dp^)~  dp^  d  t    '*' ^'P '\  d  p^         dp,}' 

Wir  setzen  nun  kttrzehalber 

173)    ?:^*_^J_j.    ifi_^_^ 

dpu         dt    ~*»'        dpt        dpt~*'M' 
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80  daB  wir  schreiben  können: 


r 


Die  geometrische  Bedeutung  der  hier  neu  eingefthrten 
Größen  ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtungen. 

L&Bt  man  zuerst  pj^  nm  dpj^  und  hernach  p^  um  ip^ 
wachsen,  so  nimmt  die  Größe  o^  zuerst  um  /7Jt  dp^^  hernach 

/^      «-ff?      \ 
um  Ii7r  +  ^ — dPkj^Pi  zu.    Diejenige  Stelle  des  Baumes, 

wohin  w&hrend  dieses  ganzen  Prozesses  der  materielle  Punkte 
dessen  Masse  m^  ist,  von  seiner  Ausgangsstellung  aus  vor- 
schoben wird,  heiße  J^<.  Nun  soU  umgekehrt  zuerst  i?^  und 
dp^  und  dann  erst^?^  um  dp^^  wachsen,  so  daß  zuerst  a^  um 

Ilidp^  und  dann  um  {ni  + -g-^dpAdp^^  wächst     Dabei 

gelange  derselbe  materielle  Punxt,  dessen  Masse  m^  ist,  von 
seiner  unverschobenen  Lage  nach  J^i.  Man  sieht  sofort, 
daß,  wenn  A;  =  r,  r  +  1  oder  r  +  2  ist^  die  Größe 

fa  2Z*      d  1Z*\ 

nichts  anderes  ist,  als  die  Projektion  der  geraden  Verbin- 
dungslinie ÄkiÖki  der  beiden  Punkte  J^i  und  ß^i  des  Bau- 
mes auf  diejenige  Koordinatenachse,  nach  welcher  die  x^ 
gezählt  werden.  Bezeichnet  man  diese  Projektion  mit 
Chilii,  so  ist  also: 

Ähnlich  seien  £l^  und  F^  die  beiden  Punkte  des  Baur 
mes,  wohin  sich  das  Massenteilchen  m^  verschiebt,  wenn 
einmal  zuerst  t  um  di  und  dann  pj^  um  dpj^,  das  andere 
Mal  zuerst  pj^  um  dp^^,  dann  erst  i  xun  di  wächst  Ferner 
sei  OkHi  die  Projektion  von  Bj^F^  auf  diejenige  Koordi- 
natenachse, nach  welcher  die  a^  gezählt  werden.  In  der- 
selben Weise,  in  der  sich  früher  die  geometrische  Bedeutong 
von  2*^  ergab,  findet  man  jetzt  daß 
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ist 

Bezeichnet  man  die  Faktoren,  mit  denen  Lagrange  die 
Bedingungsgleichnngen  6)  multiplizierty  mit  /^  i  ju^  • .  •  jt&r  y  so 
folgt  ans  6)  nnd  4)  in  der  bekannten  Weise: 

175)  -ai«m»a4'+:|;iftli,     *«  1,2,8  ...  8n. 

8» 

Führt  man  in  dem  Ansdmcke  ^'-^^^a^  statt  der  Sxj^ 
die  Spj^  yerm&ge  der  Gleichungen  28)  ein,  welche  in  unserem 
Falle  liefern:  8xj^=^  ^^ntSp^^,  so  erhält  man: 

176)  ^Xj.Sx.^'^^X^nUp^. 

Der  Koeffizient  yon  Spj^  in  dem  Ausdrucke  rechts  soll, 
wie  bei  holonomen  generalisierten  Koordinaten  die  nach  der 
Koordinate  pj^  wirkende  Kraft  genannt  und  mit  Pj^  bezeichnet 
werden,  so  daß  man  also  hat 

177)    P^~^x,in''^(mxi  +  '^iHt,)K^ 

letzteres  gemäß  der  Oleichung  175). 

Wir  wollen  nun,  wie  wir  es  bei  Ableitung  der  La- 
grangeschen Oleichungen  im  vorigen  Paragraphen  taten, 

den  Ausdruck  x\  -^^  nach  der  Zeit  differenzieren.  Es  folgt: 

Bei  holonomen  Koordinaten  kann  man  offenbar  ohne 
weiteres 

dt  UW  ""  ^Ph 

setzen.    Allein  bei  nichtholonomen  ist  dies  nicht  mehr  ge- 
stattet    Denn  es  ist: 

a4  =  /7*  +  ^«/7Ji^;, 
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daher: 


wogegen : 


daher: 


dPh 


-/zj. 


ist    Man  hat  daher: 
oder  nach  Gleichung  174): 

Wir  multiplizieren  nun  diese  Gleichung  mit  fii^,  addieren 

T 

beiderseits  ^^fh^k'Ä~^  ^^^  summieren  schließlich  bezüg- 
lich k  von  1  bis  3n. 

Beginnen  wir  ganz  links  und  schreiten  zu  immer  mehr 
rechtsstehenden  Gliedern  der  Gleichung  180)  Yor,  so  ist 

1.  nach  Gleichung  171): 


1  1 


qj^  hat  die  bekannte  Bedeutung.  Es  ist  das  Moment 
bezüglich  der  Ä-ten  Koordinate  und  wird  gebildet,  indem 
man  die  lebendige  Kraft 

182)  T^^kfn,x'i 

als  Funktion  der  pj^  und  p\  ausdrückt  und  dann  nach  p\ 
partiell  differenziert 

2.  Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  daß  die  pj^  die 
Bedingungsgleichungen  identisch  erfüllen.  Dann  ist  bei 
konstanter  Zeit  für  jedes  /  (1,  2  . .  .  <r): 
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183)  ^ll*«Tk=0, 

wenn  sich  die  pj^  beliebig  ändern,  daher  auch,  wenn  alle 
anderen  bis  auf  eines,  das  wir  wieder  p^^  nennen  wollen, 
sowie  die  Zeit  konstant  bleiben.  Mit  anderen  Worten,  es 
ist  für  jeden  Wert  von  l  und  h: 

8» 

184)  J5li|^  =  0,     /=1,2,8..T.    Ä=1,2,3...Ä. 

3.  Nach  Gleichung  177)  ist: 

185)  ^(-»4'+^^,g||g»P.. 

4.  Ans  Gleichung  182)  folgt: 

186)  yim^x'  ^""^      ^^ 


Es  ergibt  sich  also: 

187)    ^^n+lf-^^^H^'^lsJ  +  ^it^'*, 

Es  sei  nun  t>^  sowohl  die  Größe  als  auch  die  Bichtung 
der  Geschwindigkeit  des  r-ten  materiellen  Punktes,  welcher 
die  Masse  m^^m^^j^  =m^^,  hat,  so  daß  x'^,  x'^^^,  ^'r^t 
die  Komponenten  von  t)^  in  den  drei  Koordinatenrichtungen 
sind.  Femer  seien  u^  und  u^^  die  Richtungen  und  die  durch 
didpj^  resp.  dpj^dp^  dividierten  Größender  Geraden,  welche 
früher  mit  B^Fh  und  AliEli^i  bezeichnet  wurden.  Dann  kann 
man  die  Gleichung  187)  auch  in  der  Form  schreiben: 

')  Wenn  auch  die  Zeit  Öi  wachsen  würde,  so  würden  die  x 

zudem  etwas  andere  Funktionen  der  p  werden  und  man  hätte  jetzt 

för  jedes  /: 

8« 

Diese  Gleichung  gilt  jedoch  für  unsere  jetzigen  Betrachtungen 
nieht,  da  mit  allen  bisher  durch  das  Zeichen  d  bezeichneten  Variationen 
keine  Veränderung  der  Zeit  verknüpft  ist 
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188) 


wobei  in  der  ersten  Snmme  r  bloß  die  Werte  l,4,7...3n— 2 
zu  durchlaufen  hat 

Hiermit  ist  also  1.  erwiesen,  dass  die  Lagrangeschen 
Gleichungen  in  unveränderter  Form  bei  Anwendung  nicht- 
holonomer  Koordinaten  ungültig  sind,  und  2.  jedesmal  das 
Eorrektionsglied  berechnet,  welches  man  ihnen  beifügen 
muss,  damit  sie  wieder  gültig  werden. 

Der  Beweis  erleidet  nur  eine  unwesentliche  Modifikation, 
wenn  die  Anzahl  s  der  generalisierten  Coordinaten  gr5fier  ist 
als  die  Anzahl  i^  Sn^r  der  Freiheitsgrade  des  Systems. 
Dann  bleiben  zwischen  den  generalisierten  Koordinaten  noch 
tf  —  f  S3  0-  Bedingungsgleichungen  bestehen,  von  denen  einige 
holonom,  andere  nichtholonom  sein  können.  Von  den  r 
zwischen  den  rechtwinkligen  Koordinaten  bestehenden  Be- 
dingungsgleichungen werden  dann  also  bloß  r—<r  durch  die 
generalisierten  Koordinaten  identisch  erfüllt 

Die  Variationen  3xj^  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
bei  konstanter  Zeit  müssen  nach  wie  vor  die  r  Gleichungen  6) 
erfüllen.  Wir  können  alle  diese  Gleichungen  in  eine  einzige 
zusammenfassen y  indem  wir  jede  mit  einem  willkürUchen 
Faktor  /jl^  multiplizieren  und  nachher  alle  addieren.  Dadurch 
erhalten  wir  die  resultierende  Gleichung: 

189)  :^^A»,r»*a*-o. 

Die  Festsetzung,  daß  diese  Gleichung  für  beliebige 
Werte  der  /jl  bestehen  soll,  vertritt  Yollkommen  die  r  Glei- 
chungen 6). 

Wenn  wir  nun  in  der  Gleichung  189)  die  Sx  durch  die 
Sp  ersetzen,  so  muß  sich  die  Anzahl  der  willkürlichen 
Faktoren  X  von  r  auf  <r  reduzieren,  da  ja  zwischen  den  8p 
nur  0-  Gleichungen  bestehen,  welche  wir  in  der  Form 
schreiben  wollen: 
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190)  5>»i*i>fc  =  0,      1^1, 2. ..ff. 

Die  Gleichnng  189)  muß  sich  daher  nach  Einfühnmg 
der  Sp  auf  folgende  redozieren: 


0  f 


wobei  die  X  jedenfalls  <r  lineare,  voneinander  unabhängige 
Funktionen  der  /t*  sind. 

Die  Faktoren  fJi^,  fß^  >  •  •  (h  wurden  nun  nach  Lagrange 
so  gewählt,  daß  der  Ausdruck 

für  alle  Werte  der  Sxj^  verschwindet  Nach  Einführung  der 
generalisierten  Koordinaten  verwandelt  sich  dieser  Aus- 
druck in 


sp,=o 

oder 


s>.»i} 


2h-  ^ 


rf?»    ,    BT 


wobei  wieder  r  die  Werte  1 ,  4,  7  .  • .  3n  —  2  zu  durchlaufen 
hat  Wegen  der  für  die  fi  getroffenen  Wahl,  aus  welcher 
analoge  Eigenschaften  für  die  X  resultierten,  muß  die  linke 
Seite  der  letzten  beiden  Gleichungen  für  alle  überhaupt 
möglichen  Werte  der  Spj^  verschwinden  und  man  erhält  die 
Be  wegungBgleichungen : 
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191) 


oder 


192) 


1l?=^*+l|  +  ^. 


>r«'r  k 


co8(ö,u;)  + 


+  ^uj,co8(t),irj]  +  ^A,«i  =  0. 


Die  durch  den  Mangel  der  Holonomität  der  Koordi- 
naten bedingten  Zusatzglieder  zu  den  Lag  ran  gesehen 
Gleichungen  sind  also  ganz  dieselben  geblieben,  wie  in  dem 
Falle,  dass  die  Anzahl  der  generalisierten  Koordinaten 
gleich  der  Zahl  der  Freiheitsgrade  des  Systems  ist,  so  daß 
zwischen  den  generalisierten  Koordinaten  keine  Oleichungen 
mehr  übrig  bleiben  und  es  ist  somit  die  gestellte  Aufgabe 
in  voller  Allgemeinheit  gelöst 


§  28.    Beispiel  nun  yorigen  Paragraphen. 

Wir  wollen  die  gefundenen  allgemeinen  Gleichungen  an 
folgendem  Beispiele  ^]  illustrieren.  Zwei  Riemenscheiben  sind 
durch  einen  Treibriemen  verbunden,  welcher  parallel  der 
Achse  der  Scheiben  in  ähnlicher  Weise  hin-  und  her- 
geschoben werden  kann,  wie  man  einen  Treibriemen  von 
einer  wirkenden  Scheibe  auf  eine  Leerscheibe  oder  um- 
gekehrt verschiebt  Die  eine  Riemenscheibe  verjüngt  sich 
nach  einer  Seite  hin,  wogegen  sich  die  andere  nach  der 
entgegengesetzten  Seite  nach  einem  solchen  Gesetze  verjüngt^ 
daß  ein  und  derselbe  Treibriemen  überall  paßt,  wenn  er 
in  der  geschilderten  Weise  verschoben  wird.  Eine  solche 
Verschiebung  des  Riemens  bewirkt  gewissermaßen  eine  Ver- 
änderlichkeit der  Radien  r  undr.  der  beiden  Riemenscheiben 
und  daher  auch   des  Übersetzungsverhältnisses  p^'='r^/r^. 


>)  Borchardts  Journ.  Bd.  98,  Heft  1,  &  87,  1881k 
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Ist  daher  y^  die  Winkelgeschwindigkeit  der  einen,  w' 
die  der  anderen  Biemenscheibe,  so  hat  man  w'  ^p^p\. 
Wenn  ^2  yeränderUch  ist,  so  kann  mani?,  nnd  die  gesamte 
Winkeldrehung  |?^  der  ersten  Riemenscheibe  während  einer 
gewissen  Zeit  als  Koordinaten  eines  Punktes  A^  der  ent- 
weder der  zweiten  Riemenscheibe  angehört  oder  mit  ihr  fest 
verbunden  ist^  wählen.  Es  sind  dies  nichtholonome  Koordi- 
naten, da  es  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  A  nicht 
gleichgültig  ist,  ob  zuerst  p^  und  dann  i?,,  oder  umgekehrt 
zuerst  p^  und  dann  p^  sich  um  dieselben  Beträge  ändern. 

Der  gleiche  EfiEekt  würde  erzielt,  wenn  sich  zwischen 
zwei  nach  entgegengesetzten  Seiten  konisch  sich  verjüngenden 
drehbaren  Rotationskörpern  eine  Scheibe  8  drehen  würde, 
die  auf  keinem  der  Rotationskörper  gleiten  könnte  und  die 
paraUel  ihrer  Drehungsachse  verschiebbar  wäre. 

Man  kann  vielleicht  zweifeln,  ob  derartige  Bedingungen 
ohne  jede  Gleitung  realisierbar  sind.  Jedenüalls  haben  aber 
die  Bedingungen,  an  welche  wir  uns  das  aus  den  beiden 
Riemenscheiben  bestehende  mechanische  System  gebunden 
dachten,  genau  die  Eigenschaften,  welche  Hertz  in  seiner 
Mechanik  von  nichtholonomen  Bedingungen  fordert  (Hertz's 
Mechanik,  1.  Buch,  Abschnitt  IV).  Daß  das  in  diesem  Bei- 
spiele gebrauchte  mechanische  System  nicht  holonom  ist^ 
ersieht  man  auch,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Winkel- 
stellnng  w  der  zweiten  Riemenscheibe  nur  durch  die  Glei- 
chung dp^=:adp^  bestimmt  ist,  welche  nicht  integriert  werden 
kann.  Daher  ist  diese  Winkelstellung  und  die  Lage  jeder 
Masse,  deren  Bewegung  davon  abhängt,  in  nicht  holonomer 
Weise  durch  die  Koordinaten  p^  und  p^  bestimmt. 

Die  Summe  der  lebendigen  Kraft  aller  mit  den  beiden 
Riemenscheiben  fest  verbundenen  Massen  kann  %ls  Funktion 

vonj9,  und  -^  ausgedrückt  werden.    Sie  ist 

T^i{K+LpDp'\, 

wenn  i  die  Zeit  ist  und  K  und  L  die  Trägheitsmomente 
aUer  mit  der  ersten,  respektive  zweiten  Riemenscheibe  fest 
verbundenen  Massen  bezüglich  der  jeweiligen  Drehungsachsen 

BoUsniftiiii,  Madumlk  n.  8 
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smd.  Alles  übrige  denken  wir  uns  dabei  massenlos,  so  unter 
anderen  den  Biemen,  resp.  die  Scheibe  S. 

Wir  wollen  die  Bewegongsgleichungen  nnr  in  dem 
speziellen  Falle  ableiten,  daß  unser  ganzes  System  ans 
einem  einzigen  Massenpunkte  von  der  Masse  m  besteht, 
welcher  mit  der  Achse  im  unyeiftnderlichen  Abstände  r  daTon 
fest  yerbunden  ist^  um  welche  die  Drehung  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit fi/  geschieht    Dann  ist  also  K^  Oj  L^mf^> 

Wir  wählen  die  Ebene,  in  welcher  die  Masse  m  rotiert, 
ak  Koordinatenebene,  den  Mittelpunkt  des  Kreises,  in  dem 
sie  sich  bewegt,  ab  Koordinatennrsprung,  und  bezeichnen  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  der  Masse  m  zu  irgend  einer 
ZiCit  mit  x^,  x^. 

Dann  reduzieren  sich  die  Oleichungen  23)  auf 

193)  dx^  =  jcr;  dp^  +  n\  dp^,  dx^ «  n\  dp^  =  17; tfft, 

wobei 

n\ «  n\ «  0,    jcr;  =-ft«,,    n\  ^p,x,. 

Daraus  folgt: 


dXm 


dn\  _     dxi 


oft 


^Pt 


api 


ft*«i* 


ÖJ7?  ,         3«i_- 


194) 


Sil  •"      Sil 
x'   =  — r' 

oia  est 


Oft 

—    -  —  —  ^^  ^      asL 
ÖPi  oft  ^ 


äPi         dp^  ^' 

Das  Oleichungssystem  187)  reduziert  sich  auf  die  beiden 
Gleichungen: 


195) 


dqx  _ 


dT 


dt 


dg, 

dt 


+  ^\iX\iP\+iltP\)l> 
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und  die  Substitution  der  gefundeneu  Werthe  liefert: 
196)  liA^?i)  =  -i-,P^+y,y',p'„     P,  =  0. 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen  in  ihrer  gewöhnlichen 
Form  aber  würden  falsche  Bewegungsgleichungen  liefern. 
So  würde  z.  B.  die  gewöhnliche  Lagrangesche  Gleichung 
auf  die  Koordinate  p^  angewandt  lauten: 

Nun  enthält  der  Ausdruck  für  T  das  p\  gar  nicht,  es 
ist  also  ^3  as  0,  dagegen  enthält  er  das  ungestrichene  j9,  und 
es  ist  dTldp^  =  mr^p^p'].  Aus  der  gewöhnlichen  Form 
der  Lagrang  eschen  Gleichung  würde  also  folgen 

waSy  wie  man  leicht  einsieht,  eine  Ungereimtheit  wäre,  wo- 
gegen das  Yon  uns  gefundene  Resultat  P,  =s  0  physikalisch 
YoUkommen  evident  ist 

Dieselben  Gleichungen  passen  auf  folgenden  FaU.  Mit 
einer  horizontalen  Achse  sei  eine  vertikale  ebene  Scheibe 
fest  verbunden,  p^  sei  deren  Drehung  zu  irgend  einer  Zeit. 
Daneben  steht  eine  vertikale  Achse  von  quadratischem  Quer- 
schnitt, welche  Massen  trägt  und  deren  Drehungswinkel  tv 
sei.  Auf  ihr  gleite  eine  Bohre  von  gut  passender  Höhlung 
mit  quadratischem  Querschnitte.  Mit  der  Röhre  ist  eine 
kreisförmige  horizontale  Scheibe  vom  Radius  eins  fest  ver- 
bunden, welche  auf  der  vertikalen  Scheibe  rollt  und  darauf 
zwar  radial  aber  nicht  tangential  gleiten  kann.  Der  ver- 
änderlich gedachte  Abstand  des  Mittelpunktes  der  horizon- 
talen Scheibe  vom  Punkte,  wo  die  Verlängerung  der  hon- 
zontalen  Achse  die  vertikale  Achse  trifft,  ist  p^.  Dem  Ubel- 
stand,  daß  eine  einzige  in  einem  fixen  Ejreise  bewegliche 
Masse  durch  zwei  Koordinaten  bestimmt  erscheint,  können 
wir  abhelfen,  indem  wir  die  Gleichungen  für  den  Fall  ab- 
leiten, daß  die  Masse  m  oder  eine  zweite  Masse  mit  der 
horizontalen  Scheibe  fest  verbunden  ist 

8* 
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§  29.    Yariatioii  der  Integrationigreiiseii. 

Wir  wollen  nun  wieder  zu  den  Formeln  des  §  6  und 
speziell  zur  Gleichung  41)  zurückkehren. 

Für  jede  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  ge- 
gebenen Bedingungen  gem&ß  erfolgende  (natürliche)  Be* 
wegung  gilt,  wie  dort  bewiesen  wurde,  die  Gleichung  42), 
aus  welcher  die  Bewegungsgleichungen  48),  resp.  49) 
folgen.  Umgekehrt  folgt  aus  den  Bewegungsgleichungen 
die  Gleichung  42);  denn,  wenn  wir  die  allgemeinste  Form 
der  Bewegungsgleichungen,  nämlich  die  Gleichung  49)  mit 
Spj^  multiplizieren  und  bezüglich  aller  h  summieren,  so  er- 
halten wir 

was  infolge  der  Bedingungsgleichungen  des  Systems  yer- 
schwindet.  Multipliziert  man  die  linke  Seite  mit  di  und 
integriert  Yon  i^  bis  <|,  so  ergibt  sich  in  der  Tat  die  Glei- 
chung 42). 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  reduziert  sich  die 
Gleichung  41)  auf: 

197)  S[sT+^P^Sp^yt^p\q^ap^     . 

Diese  Gleichung  gilt  jedesmal,  wenn  folgende  Be- 
dingungen erfüllt  sind: 

1.  Die  unvariierte  Bewegung  mufi  eine  „natürliche'' 
sein,  d.  h.  sie  mufi  mit  den  Bedingungsgleichungen  vereinbar 
sein  und  ihr  zeitlicher  Verlauf  muß  die  Bewegungsgleich:  ngen 
des  Systems  erfüllen. 

2.  Die  Variation  mufi  ebenfalls  mit  den  Bedingungs- 
gleichungen vereinbar  sein,  d.  h.  für  ein  holonomes  System 
mufi  jeder  Zustand  der  variierten  Bewegung,  für  ein  nicht 
holonomes  aber  jeder  Übergang  von  irgend  einem  Zustande 
der  unvariierten  zum  korrespondierenden  Zustande  der 
variierten  Bewegung  mit  den  Bedingungsgleichungen  veiv 
einbar  sein. 
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Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  daß  eine  Eraftfiinktion  V 
existiert^  daß  also 


^^p^8p^ — ^'y 


die  vollständige  Variation  einer  Funktion  —  V  der  verall- 
gemeinerten Koordinaten  darstellt  und  daher  mit  —  J  F  zu 
bezeichnen  ist.  Die  Funktion  V  kann  auch  die  Zeit  explizit 
enthalten;  allein  dann  darf  die  Zeit  nicht  variiert  werden. 

Da  es  für  das  Folgende  von  besonderer  Wichtigkeit  ist, 
so  heben  wir  nochmals  hervor,  daß  V  lediglich  die  für  die 
nnvariierte  Bewegung  geltende  Eraftfiinktion  bedeutet,  und 
daß  daher  unter  S  V  nur  die  Variation  des  V  zu  verstehen 
ist,  welche  dadurch  bewirkt  wird,  daß  bei  der  variierten  Be- 
wegung die  Koordinaten  statt  pj^  die  Werthe  p^  +  Spj^  haben. 
Eine  etwaige  Ejrafifunktion  der  Zusatzkräfte,  welche  den 
Übergang  der  nnyariierten  in  die  yariierte  Bewegung  be- 
wirken,  ist  niemals  in  ^  F  einzubegreifen. 

Wir  setzen,  wenn  eine  Kraftfunktion  existiert,  ein  f&r 

allemal: 

198)  T-^V^H,       T+r^E. 

Die  Gleichung  197)  reduziert  sich  dann  auf 

199)  S8Hdt^±H\q^Sp^ 

Es  seien  nun,  wie  bisher  immer,  pj^,  p\  und  q^  die 
Werte  einer  beliebigen  (der  ^-ten]  Koordinate,  der  ent- 
sprechenden Geschwindigkeit  und  des  entsprechenden  Mo- 
mentes zu  irgend  einer  Zeit  t  für  die  unvariierte  Bewegung; 

P*  =  l'*  +  *i^Ä»  P'=/ä  +  */ä»  %^U  +  ^U  a^er  seien 
die  Werte  derselben  Koordinate,  Geschwindigkeit  und  des- 
selben Momentes  zur  selben  Zeit  bei  der  variierten  Bewegung. 
Femer  seien  T  und  V  die  Werte,  welche  die  lebendige 
Kraft  und  die  £j*aftfiinktion  annehmen,  wenn  man  darin 
ftbr  die  Zeit,  die  Koordinaten  und  in  T  auch  ftir  die  Ge- 
schwindigkeiten oder  Momente  die  Werte  t,  Pj^j  p\,  q^  sub- 
stituiert, Z  =  T+  ST,  83  ==  F+  d  Faber  die  Werte,  welche 
diese  GhrOßen  t&r  dieselbe  Zeit  i  annehmen,  wenn  man  ftir  die 
Koordinaten,  Geschwindigkeiten  und  Momente  die  Werte  p^^, 
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p\,  q^  sabstitoiert  Da  V  nnd  T  dieselben  Funktionen  der 
Zeit^  der  Koordinaten  und  der  Geschwindigkeiten  oder  Momente 
geblieben  sind,  so  ist 

200)  *^- 21^*^» ^^»*^»- 

1  ^  1 

201)  ^^=^(l^*^'»  +  l|^^»)- 

Wir  bezeichnen  weiter  mit  pi,  p'h  qti  Vqj  ^T^,  H^  nnd 
E^  die  Werte  dieser  Größen  für  die  untere  Grenze  t^  der 
Integrale  197)  und  199).  Pi^pi  +  M.  P'l^p'i  +  Wl^ 
^h^^h+S  q'h  aber  seien  die  Werte  der  A-ten  Koordinate, 
Geschwindigkeit  und  des  A-ten  Momentes  bei  der  yariierten 
Bewegung  zur  gleichen  Zeit  t^.  Ebenso  seien  pi^  ply  ql, 
V^j  T^y  H^  und  E^  die  Werte  der  entsprechenden  Größen 
ftir  die  unvariierte  Bewegung  zur  Zeit  t^j  und  ph=^Pk  +  9Ph^ 
p'i  =  p'i  +  Wi  und  qi  ==  ?i  +  ^  die  Werte  für  den  der 
Zeit  iy^  entsprechenden  Zustand  der  yariierten  Bewegung. 

Wir  setzen  nun 

k 

202)  W^fHdi 

und  bilden  auch  das  diesem  Integrale  entsprechende  Integral 
S3=  W+SW&LT  die  yariierte  Bewegung.  In  diesem  letzteren 
Integrale  braucht  aber  die  untere  Grenze  f&r  die  Zeit  nicht 
mit  der  unteren  Grenze  i^  der  Zeit  in  dem  für  die  unyari- 
ierte  Bewegung  geltenden  Integrale  W  zusammenzufallen, 
sondern  die  erstere  untere  Grenze  kann  eine  unendlich  wenig 
yon  t^  yerschiedene  Zeit  io  =  ^o  +  ^^o  ^^^°*  Ebenso  kann  die 
obere  Grenze  des  Integrales  SB  eine  unendlich  wenig  yon  ^ 
yerschiedene  Zeit  tj  =  ^  +  ^^  sein,   so  daß  wir  erhalten 

203)  SB  =:  W+  SW^  f{Z  -  ^dt  =  JSbdt, 

in  welcher  Gleichung  auch  die  unendlich  kleinen  Glieder 
erster  Ordnung  gleich  sein  müssen. 
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Nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  hat  man 
unendlich  Kleines  zweiter  und  höherer  Ordnung  zu  vernach- 
lässigen und  findet  somit: 


204) 


dW^{T,^r,)di,^{T,^r,)Si,^f{8T^dV)di^ 

h 

^H^St^^B^  Si^  +  JSHdi. 

u 

Wenn  Fund  die  n  die  Zeit  nicht  explizit  enthalten,  also  für 
skleronome  durch  skleronome  Koordinaten  bestimmte  Systeme 
kann  man  übrigens  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
St^ssO  setzen.  Man  denkt  sich  dann  die  variierte  Bewegung 
zur  selben  Zeit  beginnend,  wie  die  unvariierte,  was  in  diesem 
Falle  ihren  Verlauf  in  keiner  Weise  ändert  Die  Variation 
der  oberen  Grenze  ät^  muß  dann  gleich  dem  Betrage  ge- 
macht werden,  um  wieviel  die  ganze  Integrationszeit  in  dem 
durch  Formel  208)  bestimmten  Integrale  S3  größer  ist,  als 
in  dem  durch  Formel  202)  gegebenen  Integrale  W. 

Das  Integral  fSHdi  in  Gleichung  204)  hat  nun  genau 

dieselbe  Bedeutung  wie  in  Gleichung  199).  Wie  dort  kann 
man  in  SH^äT^SVdie  Werte  200)  und  201)  substituieren, 
die  mit  8p'  behafteten  Glieder  partiell  integrieren  und  schließ- 
lich die  infolge  der  Bewegungsgleichungen  des  Systems  und 
den  Bedingungen  sich  auf  Null  reduzierenden  Glieder  weg- 
lassen.  Man  erhält  dann  wieder  die  Gleichung  199]^  nämlidi 


S^S<i*^^\9^Sp^ 


Die  Substitution  dieses  Wertes  in  die  Gleichung  204) 
aber  liefert: 


205)    SW^H,3t,-^H,Si,  +  '^{(tJp\-q\Sp^j). 

Man  kann  auch  umgekehrt  sagen,  wenn  man  von  irgend 
einem  Übergange  gewisser  Anfangswerte  zu  gewissen  End- 
werten als   der   unvariierten  Bewegung    ausgeht   und  die 
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Oleichung  206}  ftLr  aUe  variierten  Übergänge  gilt,  welche 
den  Bedingungen  45)  entsprechen,  so  ist  der  unvariierte 
Obergang,  von  dem  man  ausging,  immer  eine  den  ftr  die 
gegebenen  Werte  von  V  und  n  geltenden  mechanischen 
Gleichungen  entsprechende  (eine  „natürliche'^  Bewegung 
des  Systems,  da  dann  nach  partieller  Integration  der  Sp' 
enthaltenden  Glieder  in  dem  von  t^  bis  i^  erstreckten 
Integrale  der  Koeffizient  der  Variation  jeder  Koordinate, 
insofern  dieselbe  nicht  durch  die  Bedingungsgleichungen  be- 
stimmt ist,  f&r  jedes  t  verschwindeD  mufi,  woraus  man  wieder 
die  Bewegungsgleichungen  des  Systems  erh&lt 

Die  Gleichung  205)  sagt  daher,  wenn  sie  für  alle  mit 
den  auseinandergesetzten  Bedingungen  verträglichen  Varia- 
tionen einer  gewissen  zeitlichen  Veränderung  der  p  gilt,  aas, 
daß  diese  Veränderung  der  p  den  Bewegungsgleichungen  der 
Mechanik  entspricht  also  die  entsprechende  Bewegung  des 
Systems  eine  natürliche  ist 

§  80.    Ableitung  der  Oleichung,  welche  die  Grundlage  für 

das  Folgende  bildet. 


In  Formel  205)  sind  Sp\  und  Sp^^  die  Zuwächse,  welche 
die  ^-te  Koordinate  erfährt,  wenn  man  von  den  Zuständen 
der  unvariierten  Bewegung,  welche  zu  den  Zeiten  i^  und  f^, 
also  den  beiden  Integrationsgrenzen  des  durch  Formel  202) 
gegebenen  Integrales  W  eintreten,  zu  denjenigen  Zuständen 
übergeht,  welche  bei  der  variierten  Bewegung  zu  denselben 
Zeiten  t^  und  t^  eintreten.  Es  ist  besser,  diejenigen  Zu- 
wächse einzufld^en,  welche  eintreten,  wenn  man  zu  den 
Zuständen  übergeht,  welche  bei  der  variierten  Bewegung  zu 
den  Zeiten  iQ^tQ  +  St^  und  i^^^  +  9t^  eintreten,  welche 
letztere  Zeiten  wieder  die  beiden  Integrationsgrenzen  des 
durch  Formel  203)  definierten  Integrales  93  bilden.  Wir 
wollen  die  in  letzterer  Weise  erhaltenen  Koordinatenzuwächse 
durch  Weglassung  des  darübergesetzten  Querstriches  be- 
zeichnen. Beim  Übergange  von  dem  zur  Zeit  t^  stattfindenden 
Zustande  der  unvariierten  Bewegung  zu  dem  zur  gleichen 
Zeit  t^   stattfindenden  Zustande  der  variierten  Bewegung 
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wächst  die  Koordinate  Pj^  nnd  Sp\.  Da  bis  auf  unendlich 
Kleines  sich  auch  bei  der  variierten  Bewegung  die  Koordi- 
nate pj^  zur  Zeit  i^  mit  der  Geschwindigkeit  p'ji  ändert^  so 
wächst  beim  Übergänge  von  dem  zur  Zeit  t^  stattfindeuden 
Zustande  der  yariierten  Bewegung  zu  dem  zur  Zeit  t^  +  St^ 
stattfindenden  Zustande  derselben  Bewegung  pj^  um  j^'i^  St^, 
Die  Summe  dieser  beiden  Zuwächse  ist  die  Größe,  die  wir 
soeben  Sp\  ohne  Querstrich  darüber  nannten. 

Es  ist  also  8pk  =  Spi  +  p'i  3  iQ  und  ebenso  findet  man 
8pji^  Spl  +  p'iSt^.  Da  zudem  nach  Gleichung  57)  und 
198)  allgemein 

y)^p\qj,  =  2T    und     E^2T-H 

ist  (ersterer  aber  nur  für  skleronome  generalisierte  Koordi- 
naten), so  erhält  man: 


Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  205) 
aber  liefert: 

207)     SW^^E,8t,+E,dt,  +  ^H{q\Sp\^q\Sp^^. 

Diese  Gleichung  ist  die  Fundamentalgleichung,  aus 
welcher  wir  nun  eine  Beihe  allgemeiner  Belationen  ableiten 
wollen.  Sie  erfordert  nicht,  daß  das  System  skleronom  sei^ 
aber  die  generalisierten  Koordinaten  müssen  skleronom  sein, 
d.  h.  die  Lage  des  Systems  muß  durch  sie  zu  allen  Zeiten 
in  gleicher  Weise  bestimmt  sein.  Es  muß  eine  Kraftfunktion 
existieren,  welche  aber  die  Zeit  explizit  enthalten  kann. 
Falls   diese   die  Zeit  nicht   explizit  enthält,  ist  natürlich 

Die  Gleichung  207)  zeigt,  daß  die  Größe  W,  wenn  die  Zeit, 
die  Anfangs-  und  die  Endlagen  nicht  variiert  werden,  für  natür- 
liche Bewegungen  ein  Grenzwert  ist  Wenn  die  Integrations* 
grenzen  nicht  über  ein  gewisses  Maß  ausgedehnt  werden^) 

^)  Jacobi,  VorlesmigeD  über  Dynamik,  8.  64. 
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und  die  Erafkfonktion  V  konstant  ist,  also  keine  expliziten 
Kräfte  wirken  y  so  ist  dieser  Grenzwert  stets  ein  absolutes 
Minimum.  Man  sieht  dies  am  besten,  wenn  man  recht- 
winklige Koordinaten  einfbhrt  "Ea  ist  dann  die  zweite 
Variation  von  W  gleich  der  Summe  der  mit  den  Massen 
multiplizierten  Quadrate  der  Variationen  der  G^schwindig- 
keitskomponenteuy  also  eine  wesentlich  positive  GröBe.  Wenn 
dagegen  explizite  Kräfte  wirken,  so  wären  darüber  noch 
besondere  Untersuchungen  notwendig,  und  es  wäre  vielleicht 
der  Zusammenhang  zwischen  den  Bedingungen  der  Elzistenz 
eines  absoluten  Minimums  und  der  kinetischen  StabiUt&t 
der  betreffenden  Bewegung  von  Interesse. 

Man  legte  der  Funktion  W,  weil  sie  in  so  vielen  I^len 
ein  absolutes  Minimum  ist,  eine  metaphysische  Bedeutang 
bei  und  nannte  sie  die  Wirkung,  besser  hätte  man  sie  freilich 
den  „Kraftaufwand"  genannt;  denn  man  könnte  sich  meta- 
physische Grtinde  denken,  weshalb  die  Natur  alles  mit  dem 
kleinsten  Kraftaufwande  erreicht,  kaum  aber  dafür,  daß  sie 
immer  eine  mögUchst  kleine  Wirkung  eräelt  Es  machte 
übrigens  schon  Jacobi  darauf  auftnerksam,  daß,  wo  Diffe- 
rentialgleichungen existieren,  im  allgemeinen  immer  auch 
ein  bestimmtes  Integral  existieren  wird,  welches  durch  die 
den  Differentialgleichungen  entsprechenden  Veränderungen 
zu  einem  Ghrenzwerte  gemacht  wird,  daß  es  daher  gar  keine 
metaphysische  Bedeutung  hat,  wenn  es  ein  solches  Integral 
auch  für  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik  gibt 

Ohne  irgend  welche  metaphysische  Nebengedanken 
wollen  wir  trotzdem  kürzehalber  alle  aus  Gleichung  207) 
fließenden  Relationen  unter  dem  Namen  „Wirkungsprinzipe'* 
zusammenfassen.  Das  einfachste  derselben  war  schon  lange 
bekannt,  aber  erst  durch  Hamilton  und  noch  vollkommener 
durch  Jacobi  erhielten  wir  eine  allgemeine  Übersicht  über 
alle  diese  Relationen  und  ihren  Zusammenhang,  weshalb 
man  wohl  auch  ihren  Inbegriff,  aber  keineswegs  bloß  den 
im  ersten  Abschnitte  behandelten  Satz  als  das  Hamilton- 
sche  oder  Hamilton-Jacobische  Prinzip  bezeichnen  dar! 
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§  31.    Allgemeine  Oleiohimgeii  Jaeobii. 

Ehe  wir  jedoch  hierzu  Ctbergehen,  wollen  wir,  Jacobi 
folgend,  unsere  Oleichungen  noch  yeraUgemeinem.  Wir 
werden  zwar  in  den  folgenden  Paragraphen  dieses  Buches 
nur  Fälle  betrachten,  wo  T  eine  homogene  quadratische 
Fanktion  der  p'  ist  Man  stöfit  aber  manchmal  auf  Glei- 
chungen, die  sonst  denen  ganz  analog  sind,  mit  denen  wir 
es  hier  zu  tun  haben;  nur  daß  die^  in  anderer  Weise  in  T 
enthalten  sind.  Es  ist  daher  nützlich,  uns  f&r  einen  Augen- 
blick von  jeder  speziellen  Annahme  über  das  Vorkommen 
der  p'  m  T  unabhängig  zu  machen. 

Sei  H  eine  ganz  beliebige  Gröfie,  welche  in  beliebiger 
Weise  1.  eine  independente  Variable,  welche  wir  behufs 
Vereinfachung  der  Sprechweise  die  Zeit  nennen,  2.  beliebige 
Funktionen j7^,P3  >  >  »p^  der  Zeit  und  3.  deren  Differential- 
qnotienten  p\jP\  •••!''«  nach  der  Zeit  enthalte.  Die  par- 
tiellen Ableitungen  des  H  nach  den  p',  welche  natürlich  so 
zu  bilden  sind,  als  ob  die  p,p'  und  t  independent  wären, 
bezeichnen  wir  mit  q.    Wir  setzen  also: 

208)  ^Ä*-|^'       Ä  =  l,  2...». 

Durch  diese  8  Gleichungen  sind  die  q  als  Funktionen 
der  p^  p'  und  der  Zeit  gegeben.  Wir  nehmen  an,  daß  sich 
daraus  umgekehrt  die  p'  als  Funktionen  der  p,  q  und  der 
Zeit  finden  lassen  und  daß  sie  dann  in  der  Form  erscheinen: 

209)  P\^V^H{Pjq,(i' 

Alle  diese  Ausdrücke  können  entwickelt  werden,  wenn 
H  als  Funktion  der  p,  p'  und  der  Zeit  gegeben  ist  Wir 
setzen  weiter:  ^^^ 

210)  ^«g?»l>'*-^. 

Femer  nehmen  wir  an,  daß  yon  der  Zeit  i^  bis  zur 
Zeit  (|  die  p^  p'  und  q  bestimmt  sind  durch  ihre  Anfeings- 
werte  und  folgende  Differentialgleichungen 

WO  der  Index  q  des  d  ausdrückt,  daß  die  partiellen  Diffe- 
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rentialquotienten  so  zu  yerstehen  sind,  daß  E  als  Funktion 
der  p,  q  und  der  Zeit  auszudrucken,  also  die  p'  darin  durch 
die  Werte  209)  zu  ersetzen  sind.  Außerdem  sollen  die  Zu- 
wächse der  p  noch  a  Bedingungsgleichungen  von  der  Form 

212)  rdt  +  '^n^H^dpj^^^O,     /=l,2...<r 

erfüllen,  wodurch  die  X  bestimmt  erscheinen.  Sobald  H  ge- 
geben ist,  können  die  p'  als  Funktionen  der  q  ausgedrückt 
werden,  es  sind  also  durch  die  Gleichungen  211)  und  212] 
die  Gesetze  der  Veränderung  der  p^  p'  und  q  bestimmt 
Den  Inbegriff  der  mittels  dieser  Gleichungen  aus  gewissen 
An&ngswerten  fOr  alle  Zeiten  von  t^  bis  i^  folgenden  Werte 
nennen  wir  die  unvariierten  Werte  oder  auch  symbolisch 
die  unYariierte  Bewegung  der  Werte  der  p,  p'  und  q. 

Wir  wollen  nun  den  zu  jeder  Zeit  hierbei  eintretenden 
Werten  der  p  unendlich  kleine  Zuwächse  erteilen.  Die  da- 
durch entstehenden  Werte  der  p  nennen  wir  deren  yariierte 
Werte,  p^  soll  dabei  zur  Zeit  t  den  Zuwachs  Sp^  erfSahren. 
Sämtliche  8p  sollen  sonst  ganz  willkürlich  sein,  nur  sollen 
sie  gleich  endlichen  kontinuierlichen  differenzierbaren  Funk- 
tionen der  Zeit  multipliziert  mit  einer  unendlich  kleinen 
Eonstanten  sein,  und  den  Bedingungen 

213)  23r?^*l>Ä«0,     /=:!,  2...<r 

genügen.  Der  Inbegriff  aller  variierten  Werte  der  p  bildet 
wieder  ein  kontinuierlich  mit  der  Zeit  sich  änderndes  Wert* 
System,  das  variierte  oder  die  variierte  Wertebewegung,  bei 
welcher  der  Differentialquotient  des  p^  zur  Zeit  i  gleich 

di  "•■    dt 

ist  Der  zweite  Addend  ist  also  der  Zuwachs  8p\^  den  der 
Wert  der  Größe  p\  zur  Zeit  t  beim  Übergang  von  einem 
Wertsystem  der  ursprünglichen  zum  korrespondierenden  (d.h. 
in  unseren  gegenwärtigen  Betrachtungen  zur  gleichen  Zeit 
gehörenden)  der  variierten  Bewegung  erfährt.  Die  ent- 
sprechenden Zuwächse  der  q  findet  man  durch  Vaiiiemng 
der  Gleichungen  208). 
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Wir  wollen  nun  das  Integral  JSdi  zunächst  für  die 

u 
ursprüngliche  Wertebewegong  berechnen  und  dann  den  Zu- 

k 

wachs  8 jHdt  suchen,  welchen  dieses  Integral  beim  Über- 

gang  Ton  der  ursprünglichen  zur  variierten  Bewegung  er- 
fährt Nach  den  Begehi  der  Variationsrechnung  ist,  da  wir 
in  diesem  Paragraphen  die  Zeitgrenzen  nicht  variieren: 

214)  8^Hdt  ''jdt'^[q^dp\  +  ^Sp\, 

imd  man  erhält  dutch  partielle  Integration: 

215)  9SMäi^fäi^f[-'^  +  '-f^8p,+  2Wp!; 

Wir  denken  uns  nun  in  die  Größe  E  einmal  die 
Yariabeln  t,  p,  p\  dann  die  Variabein  tjPi  q  eingeführt^  indem 
wir  die  p'  durch  die  Werte  209)  ersetzen.  Wenn  dann  sämt- 
liche der  Größen  t^PfP'  ganz  willkürliche  unendlich  kleine 
Zuwächse  J^  if  S^Px  ^^^  \p\  erfahren,  so  wird  das  so  oder 
80  ausgedrückte  E  denselben  Zuwachs  S^  E  erfahren  müssen. 
Die  aus  den  Gleichungen  208)  hierbei  folgenden  Zuwächse 
der  q  bezeichnen  wir  mit  S^  q. 

Aus  Gleichung  210)  folgt: 

Denkt  man  sich  dagegen  in  E  die  Variabein  pj  q  und  i 
eingeführt,  so  folgt: 

Da  diese  beiden  Werte  von  S^  E  für  alle  b^  p,  S^  q  und 
ö^t  identisch  gleich  sein  müssen,  so  folgt: 

'    dpu'^        dpu'        ögM^^ät'        dt  '^       dt' 
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Genügt  daher  das  System  der  unyariierten  Werte  (die 
unvariierte  Wertebewegung)  den  Gleichungen  211],  so  folgt 

I««       hmt 

.(0 


1-1        hml 

was    vermöge    der  Bedingungen   213)    verschwindet     Man 
erh&lt  also  ans  216): 

217)  fJSdt^'^USp'l 

Man  sieht  sofort^  daß  diese  Gleichung  eine  Verall- 
gemeinerung der  Gleichung  207)  ist,  welche  man  wieder 
erhält,  wenn  man  speziell  unter  den  p  die  generalisierten 
Koordinaten  des  dort  betrachteten  materiellen  Systems  und 
unter  H  den  Ausdruck  T  —  V  versteht^  dagegen  ist  Glei- 
chung 207)  insofern  weit  allgemeiner,  als  in  derselben  aach 
die  Integrationsgrenzen  für  die  Zeit  variiert  werden,  wäh- 
rend in  217)  die  Zeit  nicht  variiert  Da  T  unter  den  ftr 
die  Gleichung  207)  geltenden  Voraussetzungen  der  Glei- 
chung 67)  genügt^  so  geht  unter  ebendiesen  Voraussetzungen 
die  Gleichung  210)  über  in  £=»  27—  j^  was  dann  Uefert: 
E^  T+  V. 

Diese  allgemeineren  Gleichungen  fallen  jedoch  nicht 
zusammen  mit  den  mechanischen  Bewegungsgleichongen, 
welche  für  den  Fall  gelten,  daß  die  Koeffizienten  der 
Quadrate  und  Produkte  der  verallgemeinerten  Geschwindig- 
keiten im  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  die  Zeit  explizit 
enthalten  Im  letzteren  Falle  ist  207)  und  selbst  die  La- 
grangeschen Gleichungen  im  allgemeinen  nicht  mehr  richtig. 
So  würde  für  rechtwinklige  Koordinaten  bei  variabler  Kasse 
die  Gleichung  207)  nur  gültig  bleiben,  wenn  die  Bewegongs- 
gleichungen  so  lauten  würden: 

dt  "  dt\^  dt)"       dpt,^       dx^     ' 
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wUurend  man  annimmt^  daß  auch  bei  yerftnderiicher  Masse 

fn  -^jT  ^  ^  Ißt. 

Hamel  (Karlsruhe)  hat  die  Lagrangeschen  Glei- 
chongen  nach  einer  anderen  Seite  hin  yerallgemeinert,  in- 
dem er  statt  der  Momente  lineare  Funktionen  derselben 
(Momentoide)  einführte,  nachdem  schon  Lagrange  und 
Poisson  gewisse  allgemeine  Formeln  aufgestellt  hatten,  in 
denen  statt  der  Koordinaten  und  Momente  irgend  welche 
Funktionen  derselben  eingefügt  erscheinen. 

§  82.    Hoohmals  das  Frinnp  der  station&ren  Wirkung. 

Wir  gelangen  in  folgender  Weise  zunächst  wieder  zumPrin- 
zipe  der  stationären  Wirkung.  Wir  lassen  sowohl  die  untere 
Grenze  t^  als  auch  die  obere  Grenze  t^  in  Formel  207)  oder, 
wenn  keine  Krafkfunktion  existiert»  in  Formel  199)  unvariiert, 
so  daß  St^  ^  St^^O  lAif  was,  sobald  die  Kraftfanktion  und 
die  Bedingungsg^eichungen  die  Zeit  nicht  explizit  enthalten, 
darauf  hinauskommt»  daß  wir  die  Zeitdauer  der  Bewegung, 
über  welche  das  Integral  202)  erstreckt  ist»  unvariiert  lassen. 
Femer  lassen  wir  zur  Zeit  t^j  welche  die  untere  Grenze 
des  Integrals  202)  bildet»  sämüiche  materiellen  Punkte  für 
die  unYariierte  und  variierte  Bewegung  die  gleiche  Lage 
haben  9  so  daß  also  Sp\^  welches  in  diesem  Falle  mit 
ip\  identisch  ist»  für  jedes  h  verschwindet  Endlich  lassen 
wir  die  Variationen  der  Geschwindigkeit  für  die  Zeit  t^  und 
die  Zusatzkräfte,  welche  die  unvanierte  Bewegung  in  die 
▼ariierte  verwandeln»  sonst  zwar  ganz  willkürlich  sein,  binden 
sie  aber  an  die  eine  Beschränkung,  daß  sie  bewirken  sollen, 
daß  auch  zur  Zeit  t^  die  Lage  sämtlicher  materieller  Punkte 
f&r  die  unvariierte  und  variierte  Bewegung  dieselbe  sein 
soll,  so  daß  also  auch  Sp^^^  =»  dp\  für  jedes  h  verschwindet 
Dann  folgt  also  aus  Gleichung  207): 

218)  SW^Q. 

TF  ist  ein  sogenannter  Grenzwert  Sein  Zuwachs  ist 
ein  unendlich  Kleines  höherer  Ordnung  bezüglich  der  Zu- 
wächse Sp^9  dp\  und  Sqj^^  welche  die  Werte   der  Koordi- 
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naten,  Gtoschwindigkeiten  und  Momente  zu  irgend  einer  Zeit 
im  allgemeinen  erfahren. 

Dieses  Prinzip  gilt,  wie  wir  schon  im  I.  Abschnitt 
sahen,  und  wie  sich  sofort  ergibt^  wenn  man  in  Gleichung  199] 
statt  in  Gleichung  207)  die  Zeit  und  die  Anfangs-  und  End- 
koordinaten unYariiert  läßt,  auch  wenn  keine  Eraftfunktion 
existiert  Nur  darf  dann  das  Variationszeichen  nicht  im 
gewöhnlichen  Sinne  vor  das  Integralzeichen  gesetzt  werden, 
sondern 

SW^Sf{T^V)dt 
muß  bloß  als  ein  symbolischer  Ausdruck  fbr 

f{8T^yV)dt 

betrachtet  werden.  Um  dies  sinnfällig  zu  machen,  könnte 
man  wieder  dafür  d"  W  schreiben,  und  sobald  unentschieden 
ist,  mit  welchem  Falle  man  es  zu  tun  hat,  ä"W,  so  daß 
also  die  allgemeinste  Gleichung  so  lautet: 

218a)  S"W^O. 

Das  Prinzip  der  stationären  Wirkung  gestattet,  jede 
bestimmte  mechanische  Aufgabe  auf  eine  rein  phoronomische 
zu  reduzieren,  d.  h.  die  Integrale  der  Bewegungsgleichnngen 
jedes  mechanischen  Problems  sind  allgemein  mit  der  zur 
Befriedigung  der  Grenzbedingungen  nötigen  Zahl  von  Inte- 
grationskonstanten gefunden,  wenn  die  Lösung  folgender 
Aufgabe  gelungen  ist:  Die  gegebene  Zahl  materieller  Punkte 
ist  im  Verlaufe  der  zwischen  zwei  gegebenen  Zeitmomenten 
t^  und  (|  liegenden  Zeit  in  solcher  Weise  kontinuierlich  im 
Baume  von  einer  bestimmten  willkürlich  gegebenen  AnfiEmgs- 

lage  zu  einer  ebenso  willkürlich  gegebenen  EIndlage  übe^ 

k 
zuflihren,  daß  W^f{T^  V)dt,  was  wir  die  Wirkung  wÄlh 

rend  dieser  Zeit  nannten,  ein  Grenzwert  wird,  wobei  T  eine 
durch  die  Natur  des  Systems  gegebene  Funktion  der  Ko- 
ordinaten und  Geschwindigkeiten,  V  eine  ebenfalls  gegebene 
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Funktion  der  Koordinaten  und  der  Zeit  ist,  welche  beide 
Funktionen  nebst  den  etwa  vorhandenen  Bedingungsglei- 
chungen,  die  für  holonome  Systeme  bei  der  unvariierten  und 
yariierten  Überfllhrung  eingehalten  werden  müssen^  die  Natur 
des  Problems  bestimmt  Für  nicht  holonome  Systeme  muß 
jeder  XJbergang  von  den  nnyariierten  zu  den  korrespon- 
dierenden yariierten  Werten  die  Bedingungen  erfüllen. 

Löst  man  die  Bewegungsgleichungen  der  Mechanik  für 
irgend  eine  mechanische  Aufgabe  in  der  geschilderten  Weise 
mittels  des  Prinzipes  der  stationären  Wirkung,  so  ist  na- 
türlich die  Berechnung  der  Integrationskonstanten  am  ein- 
fachsten,  wenn  diese  nicht  dadurch  bestimmt  sind,  daß  die 
Werte  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeitskomponenten 
flbr  irgend  eine  Zeit  (<  =  <o '  ^^^  Zeitanfang) ,  sondern  da- 
durch, daß  die  Werte  der  Koordinaten  allein  aber  für  zwei 
yerschiedene  Zeiten  {t^  und  i^,  z.  B.  den  Anfang  und  das 
Ehide  der  Bewegung)  gegeben  sind.  Sind  sie  in  anderer 
Weise  gegeben,  so  verfährt  man  folgendermaßen:  Man  denkt 
sich  zuerst  die  Koordinatenwerte  für  ^^^^  und  t^t^^  gegeben 
und  findet  so  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  mit  der 
nötigen  Zahl  von  Integrationskonstanten.  Hat  man  einmal 
so  die  Form  der  Integralgleichungen  gefunden,  so  ist  dann 
die  Bestimmung  der  darin  enthaltenen  Integrationskonstanten 
aus  irgend  welchen  anderen  Grenzbedingungen  bloß  eine 
Aufigabe  der  gewöhnlichen  Algebra  und  macht  meist  keine 
Schwierigkeit  mehr. 

Daß  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleichungen  des 
Systems  und  der  Grenzbedingungen  StQ  =  8t^=s8p\^Sp\=^0 
die  Gleichung  SW^O  besteht,  ist  die  Bedingung,  daß  die 
betreffende  zeitliche  Veränderung  derp  mit  den  Bewegungs- 
gleichungen yerti^lglich  ist,  also  eine  natürliche  Bewegung 
darstellt  Ein  spezieller  Fall  zeitlicher  Veränderung  ist  es, 
wenn  alle  p  sich  gar  nicht  mit  der  Zeit  ändern.  Für 
diese  Bewegung,  welche  für  skleronome  Systeme  jeden- 
falls eine  natürliche  ist,  ist  dann  T^O,  V  konstant, 
^fr  =  -  S[{t^  -  gF]  =  -  (<j  -  0*F.  Die  Bedingung,  daß 
unter  dem  Einfluß  gewisser  Kräfte  und  Bedingungen  yoll- 
kommene  Buhe  des  Systems  möglich,  d.  h.  wie  mau  sich 

BoltimftBB,  tfinh«irik  IL  9 
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ausdrückt,  daß  sich  die  Kräfte  am  ruhenden  Systeme  unter 
der  gegebenen  £2inschr&nkung  der  Bewegungsfreiheit  das 
Gleichgewicht  halten,  ist  also  SV^O  oder  in  rechtwinkligen 

8» 

Koordinaten  ]^»  Xj^Sxj^^O.    Dieses  Prinzip,  dessen  Beweis 

Lagrange  an  die  Spitze  seiner  Statik  stellt,  ist  also  ein 
einfacher  spezieller  Fall  des  Prinzipes  der  stationären 
Wirkung.  Für  rheonome  Systeme  gilt  derselbe  Beweis,  wenn 
man  ^  —  <„  als  sehr  klein  annimmt 

Wir  nannten  V  die  Kräftefunktion  oder  auch  das 
PotentiaL  Helmholtz  nennt  es  das  statische  Potential. 
Weil  sich  fbr  bewegte  Systeme  in  gewissem  Sinne  der  Aus- 
druck H=s  T^V  damit  analog  Terhält,  nennt  Helmholtz 
die  letztere  Größe  das  kinetische  Potential,  den  Ausdruck 

nennt  er  das  mittlere  kinetische  Potential  und  bezeichnet 
ihn  mit  H.  Es  ist  TF  =  (^  —  Q  H,  und  da  beim  Prinzip  der 
stationären  Wirkung  t^  »  t^  unvariiert  bleiben  muß,  kimn 
man  dasselbe  auch  dahin  aussprechen,  daß  das  mitüere 
kinetische  Potential  H  ein  Grenzwert  sein  muß. 

§  33.    Beispiele. 

Erstes  Beiqnel  über  die  Anwendung  des  Rinasipes  der 
stationären  Wirkung.  Eis  sei  ein  einziger  materieller  Punkt 
gegeben,  auf  den  gar  keine  (expliziten)  Kräfte  wirken  und 
dessen  Bewegung  auch  an  gar  keine  irgendwie  beschaffene 
Bedingungen  geknüpft  seL  Dann  ist  V  konstant  und  man 
sieht  sofort,  daß  man  es  ohne  Beeinträchtigung  der  All- 
gemeinheit gleich  Null  setzen  kann.  Die  Wirkung  während 
der  Zeit  t^^t^  ist  also,  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor: 

219)  2W^fo^dt  ^J{u^  +  v^  +  w^dt. 

k  k 

An  Stelle  des  Problems,  in  diesem  Falle  die  Gesetze 
der  Bewegimg  zu  finden,  tritt  das   geometrische  Problem, 
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den  Punkt  ans  irgend  einer  gegebenen  An&ngslage  in  irgend 
eine  gegebene  Endlage  kontinuierlich  mit  der  Zeit  so  über- 
zufahren, daß  der  Ausdruck  219)  bei  konstantem  t^  und  t^ 
ein  Grenzwert  wird,  wobei  o  die  Geschwindigkeit,  u,  v,  w 
deren  Komponenten  in  den  Koordinatenrichtungen  sind.  Da 
in  diesem  Integrale  die  Koordinaten  nicht  vorkommen,  so 
ist  es  gar  nicht  notwendig,  dieselben  als  Variable  einzuführen; 
man  kann  gleich  die  Variabein  u,  v  und  w  beibehalten;  nur 
hat  man  wegen  der  ünveränderlichkeit  des  Ausgangspunktes 
und  Endpunktes  der  Bewegung  die  Bedingung  beizufügen, 
daß  die  drei  Integrale 

h  h  h 

Judij      Jvdi,      fwdt 

tt  k  k 

unveränderlich  sein  müssen.  Um  den  Grenzwert  des  Inte- 
grals 219)  unter  der  Nebenbedingung,  daß  die  letzteren  drei 
Integrale  unveränderlich  sein  müssen,  zu  finden,  hat  man 
nach  den  Kegeln  der  Variationsrechnung  zur  Variation  des 
ersten  Integrals  die  der  drei  letzten  mit  willkürlichen  aber 
konstanten  Faktoren  X,  (a,p  multipliziert,  hinzuzuaddieren, 
wodurch  man  erhält: 
k 
fdi[{u  +  X)Su  +  {v  +  fi)Sv  +  {w  +  p)Sw']  «  0. 

Ixk  dieser  letzteren  Gleichung  sind  jetzt  Su,  Sv,  Sw 
ganz  willkürlich.  Daher  müssm  für  den  Grenzwert  ihre 
Koefifizienten  gleich  Null,  also  ti8—  1,  v  ^^  (ij  w  ^-^  v, 
also  alle  drei  Geschwindigkeitskomponenten  konstant  sein 
(Galileis  Trägheitsgesetz). 

Die  Aufgabe,  daß  ein  einziger  materieller  Punkt  ge- 
geben ist,  auf  den  keine  expliziten  Kräfte  wirken,  der  aber 
gezwungen  ist,  sich  entweder  auf  einer  vorgeschriebenen 
Fläche  oder  auf  einer  vorgeschriebenen  Kurve  zu  bewegen, 
wollen  wir  nicht  weiter  behandeln,  da  er  nach  dem  Gesagten 
dem  der  Variationsrechnung  Kundigen  keine  Schwierigkeit 
bereiten  dürfte. 

Zweites  Beispiel.  Wenn  die  Bewegung  eines  freien 
materiellen  Punktes  mit  den  Koordinaten  x,  y,  »  unter  dem 


182  in.    §84.   Neue  Definition  der  p'.  [Gl  219. 

Einfliiß  der  Schwere  zu  suchen  ist,  so  kann  man  die  x  Achse 
vertikal  nach  abwärts  ziehen.  Dann  ist  V  gleich  ^mgx 
und  das  Problem,  die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  zu 
finden,  reduziert  sich  auf  die  Aufgabe,  einen  Punkt  so  kon- 
tinuierlich während  der  gegebenen  Zeit  ^  —  ^o  ^^°  ®^^^ 
beliebig  gegebenen  Anfangslage  in  eine  beliebig  gegebene 
Endlage  zu  überführen,  daß  dabei  das  Integral 

welches  jetzt  die  Wirkung  während  der  Zeit  t^  —  t^  darstellt, 
ein  Grenzwert  wird.   Sucht  man  nach  den  bekannten  Begeln 
der  Variationsrechnung  die  Bedingung  hierfür,  wobei  man 
am  besten  tut  t^^  ^  und  dt  unvariiert  zu  lassen,  so  folgt: 
h 

C(dx    ddx    ,     dy    ddy    ,     dx    dÖx    .      j.   \  , .      ^ 

»"J  i-77 -dT  +  W -df +  -dT -rfF +^**)'*'  =  ^- 

Die  partielle  Integration  und  separate  Nullsetzung  der 
Koeffizienten  von  dx,  dy  und  Sz  liefert  dann  die  bekannten 
Gleichungen : 

dT«"""  'dW^  dt*       ^-"• 

Die  sechs  Integrationskonstanten  bestimmen  sich  dadurch, 
daß  für  t=^t^  und  t^t^  die  Werte  der  Koordinaten  ge- 
geben sind. 

Auch  bei  dieser  zweiten  Aufgabe  wollen  wir  den  Fall, 
daß  der  materielle  Punkt  nicht  frei,  sondern  gezwungen  ist, 
entweder  auf  einer  Yorgeschriebenen  Fläche  oder  auf  einer 
Kurve  zu  bleiben,  so  daß  der  Grenzwert  desselben  Ausdracks 
aber  jetzt  unter  der  Nebenbedingung  zu  suchen  ist,  daß  die 
Koordinaten  die  Gleichung  der  Fläche  oder  die  beiden 
Gleichungen  der  Kurve  erftülen  müssen,  dem  Leser  über- 
lassen. 

§  34.  Helmholts'  Kräfte  ^  und  Befiniüon  der  p'  durch  du  »  0. 

In  der  Physik  kommt  häufig  der  Fall  vor,  daß  die 
Gesamtkraft  aus  zwei  Summanden  besteht,  von  denen  der 
eine  eine  Kraftfunktion  F  hat,  der  andere  bloß  als  Funktion 
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der  Zeit  gegeben  ist,  so  daß  die  nach  irgend  einer  Koordinate 

Pj^  wirkende  Kraft  Pj^  die  Form  hat  —  ^ J-  5ßj^,  wobei  ^^ 

eine  gegebene  Funktion  der  Zeit  ist  Dann  hat  man  einfach 
den  Fall  einer  die  Zeit  enthaltenden  Kraftfunktion  und  in 
den  entwickelten  Gleichungen  ist  za  setzen: 

220)  V'-F-^^kPh' 

E^  kann  dann  das  betreffende  System,  seine  Bewegung  und 
auch  die  Krafbfanktion  F  gegeben  sein  und  von  den  Glei- 
chungen die  Beantwortung  der  Frage  gefordert  werden,  welche 
Kräfte  !ßj^  zu  den  durch  die  Kraftfunktion  F  bestimmten  zu 
jeder  Zeit  noch  hinzugefügt  werden  müssen,  um  am  ge- 
gebenen System  die  gegebene  Bewegung  heryorzurufen. 

Werden  die  Kräfte  $^  von  äußern  Vorrichtungen  auf 
das  System  ausgeübt,  so  sind  dagegen  —  $j^  die  Kräfte, 
welche  umgekehrt  das  System  auf  jene  Vorrichtungen  ausübt. 

Helmholtz  hat  eine  Verallgemeinerung  des  Prinzips 
der  stationären  Wirkung  gefunden,  welche,  weil  sie  in  der 
Elektrodynamik  Anwendung  findet,  hier  noch  erwähnt 
werden  soll 

Er  betrachtet  2«  ToUkommen  independente  Variabein 
Pv  A  •  •  •  JPt »  JP'i  *  P'f"  JP't  >  welche  im  Verlaufe  einer  ge- 
gebenen Zeit  (von  t^  bis  t^)  beliebige,  sich  kontinuierlich 
folgende  Werte  durchlaufen  sollen,  so  daß  also  jetzt  TOn 
Toroherein  gar  nicht  vorausgesetzt  ist,  daß  p\  der  Differential- 
quotient Ton  pj^  nach  der  Zeit  ist  T  sei  eine  beliebig  ge- 
gebene Funktion  der  2»  Variabein p^p^.. .;?,,  p\  . . .p\,  jedoch 
sei  es  bezüglich  der  p'  eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades, 
also  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  35)  gegeben. 
Zwischen  den  s  +  1  Variabein  t,  p^,  Pf'P,  können  noch  <t 
holonome  oder  nicht   holonome  Bedingungsgleichungen  von 

I  *       1 

der  Form   n  ii  +  ^^n^^dp^^^  0  bestehen.     V  und  die  n 

seien  beliebig  gegebene  Funktionen  dieser  «  +  1  Variabein. 
&  stellt  nun  die  Forderung,  daß  die  Große 


ai)      fl./lT-.-^Sly.-^)!^ 


dt 
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ein  Ghrenzwert  sein  soll  unter  folgenden  Bedingungen :  1.  ^^und  t^ 
und  die  Werte  der  ungestrichenen  p  zu  diesen  Zeiten  sollen 
nicht  variiert  werden,  so  daß  man  auch  di  nicht  zu  yariieren 
braucht,  2.  die  Variationen  der  ungestrichenen  p  sollen  die 

Bedingungen  erfiillen  ]^  ^^ äpj^  =  0,  l^  l,2...(f. 

Da  die  gestrichenen  p  Töllig  unabhängig  sind,  so  muß 
die  Variation  ^^^2,  welche  ii  erfährt,  wenn  man  sonst 
alles  unverändert  läßt  und  nur  eines  der  p\  z.  B.  p\,  um 
8p\  wachsen  läßt,  verschwinden.  Die  im  Ausdrucke  Ar  Q 
in  der  eckigen  Klammer  stehende  Summe  erfährt  dann  den 
Zuwachs 

und  daher  wird: 

da  nun  8p\  eine  ganz  willkürliche  kontinuierliche  Funktion 
von  i  ist,  die  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen  hat,  daß  sie 
für  jeden  Wert  des  i  unendlich  klein  sein  muß,  so  muß  der 
Faktor  von  3p\  in  dem  zuletzt  für  d^^  i2  gefondenen  Aus- 
drucke für  jedes  t  verschwinden  und  man  hat  daher  für  jedes 
t  und  «  =  1,  2  • . . «: 

Dies  sind  für  die  s  Größen  p\  — ^^  im  ganzen  s  lineare 

homogene  Gleichungen.  Da  nach  Gleichung  85)  »  ,  »  ,   =*  ^i 

ist,  so  sind  die  Eoefifizienten  dieser  linearen  Gleichungen 
gleich  den  Oj^^  und  da  nach  56)  die  Determinante  dieser 
Koeffizienten  nicht  verschwindet,  so  können  die  sämtlichen 
linearen  Gleichungen  222)  nur  erfüllt  sein,  wenn  sämtliche 

Ausdrücke  von  der  Form  p\ ^^  verschwinden.   Der  in 

§  9  für  das  Nichtverschwinden  dieser  Determinante  gegebene 
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Beweis  gilt  auch  für  rheonome  generalisierte  Koordinaten; 
denn  man  kann  sich  immer  denken,  daß  die  zwischen  den 
rechtwinkligen  und  generalisierten  Koordinaten  zu  einer 
bestimmten  Zeit  bestehenden  Beziehungen  unabhängig  von 
der  Zeit  fortbestehen.  Dann  werden  die  generalisierten  Ko- 
ordinaten skleronom,  ohne  daß  die  a  ihre  Werte  ändern. 

Lediglich  aus  der  Voraussetzung,  daß  der  Ausdruck  221) 
unter  den  soeben  präzisierten  Bedingungen  ein  Grenzwert 
wird,  folgt  also,   was  früher  Definition   der  p\  war,  daß 

p\  =  -^-  ist     Sobald  aber  dies   bewiesen  ist,   wird   der 

Ausdruck  ii  der  Gleichung  221]  mit  dem  Ausdrucke  W  der 
Gleichung  202)  identisch,  und  da  auch  die  Bedingungen, 
unter  denen  jetzt  £i  ein  Grenzwert  werden  soll,  identisch 
sind  mit  denen,  unter  denen  firüher  W  ein  Grenzwert  wurde, 
so  folgt,  wie  damals  so  auch  jetzt,  daß  die  zeitliche  Ver- 
änderung der  p,  fbr  welche  Si  ein  Grenzweil;  wird,  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  der  analytischen  Mechanik 
erfüllt' 

§  35.    Das  Wirkungsprinnp  als  Grundprinzip  der 
gesamten  Haturwissensohaft. 

Historisch  fEQirte  natürlich  offener  oder  versteckter  die 
Vorstellung  der  Zentrikräfte  zwischen  materiellen  Punkten 
zur  allmählichen  Entwicklung  der  Mechanik  in  ihrer 
heutigen  Gestalt  Daraus  allein  darf  man  freilich  noch 
nicht  den  Schluß  ziehen,  daß  diese  Vorstellung  des- 
wegen auch  immer  ihre  Basis  bleiben  müsse.  Es  kommt 
ja  oft  genug  vor,  daß  ein  Satz,  der  zuerst  unter  gewissen 
beschränkenden  Bedingungen  gefunden  wurde,  sich  später 
auch  in  allgemeineren  Fällen  als  gültig  erweist  So  könnten 
die  Prinzipien  der  Mechanik,  wie  das  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen oder  das  der  stationären  Wirkung,  ebenfalls 
unter  Bedingungen  gelten,  welche  sich  nicht  durch  Zentri- 
kräfte realisieren  lassen. 

Es  wurde  in  der  Tat  oft  die  Ansicht  ausgesprochen, 
daß  man  die  Vorstellung  der  Zentrikräfte  ganz  fallen  lassen 
und  an  ihre  Stelle  irgend  eines  der  allgemeinen  Priozipe 
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zur  Basis  der  Mechanik  machen  solle.  Wählt  man  hierzu 
das  Energieprinzip,  so  muß  man,  da  dieses  viel  spezieller 
ist,  als  die  Gleichungen  der  Mechanik,  noch  eine  ganze 
Reihe  anderer  Sätze  hinzunehmen  und  mit  der  Ableitung 
des  Gesamtmaterials  aus  einem  einheitlichen  Prinzipe  ist  es 
wiederum  vorbeL  Dies  wäre  nicht  notwendig,  wenn  man 
das  Prinzip  der  stationären  Wirkung  wählen  würde,  da  aus 
diesem  in  der  Tat  die  Gleichungen  der  Mechanik  in  ihier 
Gesamtheit  folgen. 

Es  kann  hier  sogar  der  Fall  ins  Auge  gefaßt  werden, 
daß  der  Zustand  von  Systemen  durch  andere  Koordinaten 
bestimmt  ist,  als  solche,  welche  die  Lage  in  einem  dreidi- 
mensionalen Baume  angeben.  So  haben  z.  B.  Gibbs, 
Helmholtz  u.  a.  Relationen  aufgestellt^  in  denen  die  Tem- 
peratur, der  elektrische  Zustand  und  ähnliche  Variabele 
vorkommen  und  welche  die  mechanischen  Prinzipe,  besonders 
das  Prinzip  der  stationären  Wirkung,  ab  spezielle  Fälle  ent- 
halten. Allein  diese  Relationen  sind  in  anderer  Hinsicht  doch 
wieder  viel  weniger  allgemein.  Sie  gelten  manchmal  ausschUeß- 
lich  für  Zustände,  die  sich  nur  unendlich  wenig  vom  Gleich- 
gewichtszustande unterscheiden.  Sie  enthalten  femer  der 
Mechanik  fremde  Dunkelheiten,  wie  den  Begriff  der  Entropie, 
der  Irreversibilität  and  zahlreiche  erfahrungsmäßig  gegebene 
Eigenschafben  der  Temperatur,  Elektrizität  etc.,  deren  Vor- 
stellung keineswegs  so  einfach  ist,  wie  die  der  geometrischen 
Beziehungen  von  Punkten. 

Es  besteht  die  Möglichkeit,  das  Auftreten  von  Glei- 
chungen, welche  denen  der  Mechanik  analog  sind,  in  der 
Theorie  der  Elektrizität,  der  Wärme  etc.,  sowie  die  be- 
sonderen Eigenschaften,  welche  den  in  diesen  Theorien 
vorkommenden  Größen  zukommen,  daraus  zu  erklären,  daß 
diese  Phänomene  durch  verborgene  mechanische  Bewegung 
verursacht  sind  und  auch  die  Dunkelheiten  im  Verhalten 
der  in  der  übrigen  Physik  vorkommenden  Größen  durch 
mechanische  Bilder  aufzuhellen,  z.  6.  die  des  Entropie-  und 
Irreversibilitätsbegriffes  durch  Anwendung  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung auf  das  Verhalten  sehr  zahlreicher  ma- 
terieller Punkte. 
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Wenn  ich  s^e,  die  mechanischen  Bilder  könnten  im- 
stande sein,  derartige  Dunkelheiten  aufzuhellen,  so  meine 
ich  damit  nicht,  daß  die  Lage  und  Bewegung  materieller 
Punkte  im  Baume  etwas  wäre,  dessen  einfachste  Elemente 
vollständig  erklärbar  sind.  Im  Gegenteile,  die  letzten  Ele- 
mente nnserer  Erkenntnis  zu  erklären  ist  überhaupt  nicht 
möglich;  denn  erklären  heißt  ja,  auf  Bekannteres,  Einfacheres 
zurückführen  und  daher  muß  das,  worauf  alles  zurückgeführt 
wird,  immer  unerklärbar  bleiben.  Wenn  daher  auch  alles 
aus  den  einfachsten  Grundbegriffen  der  Mechanik  erklärt  wäre, 
so  würden  diese  dafür  in  aller  Ewigkeit  geradeso  unerklärbar 
bleiben,  wie  es  heute  für  uns  auch  die  der  Elektrizitäts- 
lehre sind. 

Auch  will  ich  nicht  streiten,  ob  der  Begriff  der  Lage 
im  Banme,  oder  der  der  Temperatur,  oder  der  einer  elek- 
trischen Ladung  an  sich  klarer  ist:  ein  solcher  Streit  wäre 
gegenstandslos.  Nur  wäre  es  sicher  klarer,  wenn  wir  nicht 
nur  alle  Bewegungserscheinungen  an  festen,  tropfbaren  und 
gasförmigen  Körpern,  sondern  auch  Wärme,  Licht,  Elektri- 
zität, Magnetismus,  Gravitation^  alles  durch  die  Vorstellung 
von  Bewegungen  materieller  Punkte  im  Baume,  ako  durch 
ein  einziges  einheitliches  Prinzip  erklären  könnten,  als  wenn 
wir  für  jedes  dieser  Agentien  wieder  ein  ganzes  Inventar 
vollkommen  fremdartiger  Begriffe  wie  Temperatur,  elektrische 
Ladung,  Potential  etc.  brauchen,  ob  wir  diese  fremdartigen 
Begriffe  nun  als  etwas  vollkommen  Selbständiges  oder  ab 
lauter  disparate  für  jede  Energieform  apart  zu  postulierende 
Energie£Eiktoren  bezeichnen  mögen. 

Wenn  man  sich  schon  überhaupt  um  die  künftigen 
Jahrhunderte  oder  gar  Jahrtausende  kümmern  will,  so  will 
ich  gerne  zugeben,  daß  es  vermessen  wäre,  zu  hoffen,  daß 
das  heutige  mechanische  Weltbild  selbst  nur  in  seinen 
wesentlichsten  Zügen  sich  in  alle  Ewigkeit  erhalten 
werde. 

Daher  bin  ich  auch  weit  entfernt,  von  Versuchen,  allge- 
meinere Gleichungen  zu  suchen,  von  denen  die  mechanischen 
nur  spezieUe  Fälle  sind,  gering  zu  denken.  Ja  ich  wäre 
mit  dem  Erfolge  dieses  Buches  zufrieden,  wenn  ich  durch 
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den  Nachweis,  wie  klar  ein  Weltbild  sein  kann  and  maß, 
dazu  beigetragen  hätte,  daß  die  Eonstraktion  eines  anderen 
noch  umfassenderen  und  klareren  Weltbildes,  sei  es  auf 
Ghrundlage  des  Energieprinzips  oder  des  Prinzips  der  statio- 
nären Wirkung  oder  der  geradesten  Bahn,  gelänge.  Nor 
dem  Leichtsinne,  welcher,  bevor  ein  anderes  derartiges. 
Weltbild  von  der  ersten  Grnndlage  bis  zur  Anwendung  auf 
die  wichtigsten  Erscheinungen,  die  schon  so  lange  durch 
das  alte  Weltbild  erschöpfend  dargestellt  worden  sind, 
detailliert  ausgearbeitet  vorliegt,  ja  ohne  von  den  Schwierig- 
keiten der  Konstruktion  desselben  eine  Ahnung  zu  haben, 
das  alte  Weltbild  der  Mechanik  fftr  einen  überwundenen 
Standpunkt  erklärt,  möchte  ich  entgegenarbeiten.  Vor 
allem  dürfte  man,  wenn  man  das  Bild  materieller  Punkte 
vermeiden  will,  nicht  doch  wieder  in  der  Mechanik  später 
materielle  Punkte  einflihren,  sondern  man  müßte  von  anders 
beschaffenen  Einzelwesen  oder  Elementen^)  ausgehen,  deren 
Eigenschaften  so  klar  wie  die  der  materiellen  Punkte  zu 
schildern  wären. 

Ich  schrieb  das  Vorstehende  vor  etwa  sieben  Jahren 
nieder,  der  Schlußsatz  stellt  also  die  von  mir  vor  sieben 
Jahren  gestellte  Forderung  dar  (so  alt  ist  der  Grandstock 
des  Manuskripts  für  das  vorliegende  Buch).  Ich  brachte 
alles  das  jetzt  absichtlich  unverändert  zum  Abdrucke.  Was 
ich  dort  nach  Jahrhunderten  oder  gar  Jahrtausenden  er- 
wartete, ist  in  sieben  Jahren  zur  Hälfte  geschehen. 

Aber  nicht  von  der  Energetik,  nicht  von  der  Phäno- 
menologie ging  der  Hoffnungsstrahl  einer  nichtmechanischen 
Naturerklärung  aus,  sondern  von  einer  Atomtheorie,  die  in 
phantastischen  Hypothesen  die  alte  Atomtheorie  ebenso  über- 
trifft, wie  ihre  Elementargebilde  an  Kleinheit  die  alten  Atome 
übertreffen.  Ich  brauche  nicht  zu  sagen,  daß  ich  die  moderne 
Elektronentheorie  meine.  Diese  strebt  gewiß  nicht  die 
Begriffe  der  Masse  und  Kraft,  das  Trägheitsgesetz  eta  ans 
Einfacherem,  leichter  Verständlichem  zu  erklären,  ihre  ein- 
fachsten Grundbegriffe   und  Gesetze   werden  sicher  ebenso 


^)  Veigl.  Wied.  Ann.  Bd.  60,  S.  247,  1S97. 
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uneiUärlich  bleiben,  wie  für  das  mechanische  Weltbild  die 
der  Mechanik.  Aber  der  Vorteil,  die  gesamte  Mechanik  aus 
anderen,  für  die  Erklärung  des  Elektromagnetismus  ohnehin 
notwendigen  VorsteUungen  ableiten  zu  können,  wäre  ebenso 
groß,  als  wenn  umgekehrt  die  elektromagnetischen  Er- 
scheinungen mechanisch  erklärt  werden  könnten.  Möge  das 
erstere  gelingen  und  dabei  meine  vor  sieben  Jahren  gestellte 
Forderung  erfüllt  werden! 

§  86.    Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  weder  die  Eraftfunktion  V 
noch  die  Bedingungsgleichungen,  die  nun  alle  holonom  sein 
sollen,  die  Zeit  explizit  enthalten  d.  h.  daß  das  System 
skleronom  sei  Dann  braucht  man  i^  nicht  zu  variieren, 
da  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  der  unteren 
Grenze  des  auf  die  unvariierte  Bewegung  bezüglichen 
Integrales  202)  die  untere  Grenze  des  der  variierten  Be- 
wegung entsprechenden  Integrales  208)  zuordnen  kann.  8t^ 
ist  dann  die  Variation  der  ganzen  Zeit  ^  —  <o»  ^^^  welche 
die  Integration  sich  erstreckt  Femer  ist  dann  in  der 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

E^T+  F, 

E  eine  während  der  unvariierten  Bewegung  konstante  Größe; 

daher  wird 

k 
W^f{2T^Ejdi 

k 

k  k 

S  W ^  2S J  T di  -  f  SEdi^  Eäi^, 

k  k 

wogegen  aus  Gleichung  207)  folgt: 

Die  Vergleichung  dieser  beiden  Werte  Üla^  dW  ergibt: 

«1  k  , 

223)        2SjTdi^fSEdt+'^h(q\Sp\^q\Sp^^. 
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Wir  wollen  zunächst  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung 
in   seiner  alten   historischen   Form   ableiten.     Wir  setzen 
dabei  voraus,  daß  das  Intervall  <i  —  <o»  ^^^^  welches  sich 
das  Integral  202)  erstreckt,  den  Zuwachs  3i^  erfährt,  und 
dies  ist  ein  wesentlicher  unterschied  von  dem  früher  be- 
handelten Prinzipe  der  stationären  Wirkung,  wo  dieses  Zeit- 
intervall unverändert  blieb.    Femer  setzen  wir  voraus,  daß 
die  der  unteren  Grenze  t^  entsprechenden  Werte  der  Koordi- 
naten   für   die    variierte   Bewegung   dieselbe   wie    fbr   die 
unvariierte  sind,   daß  also  Sp\  für  jedes  h  verschwindet. 
Die  Geschwindigkeiten  für  die  Zeit  t^,    bei  welcher  sowohl 
für  die  unvariierte  als  auch  für  die  variierte  Bewegung  die 
Integration  beginnt,  können  zwar  Variationen  erfahren,  jedoch 
nur  so,  daß  die  gesamte  lebendige  Kraft  T^  im  Zeitmomente /^ 
keine  Veränderung  erfährt,  daß  also  die  Konstante  A  unver- 
ändert bleibt    Femer  sollen  alle  Zusatzkräfte,  welche  noch 
eine  weitere  Variation  der  Bewegung  bewirken,  in  keinem 
Zeitmomente  eine  Arbeit  auf  das  materielle  System  über- 
tragen oder  ihm  entziehen.    Es  soll  daher  für  die  variierte 
Bewegung  T  +  F  zu  Anfang  denselben  Wert  E  wie  fftr  die 
unvariierte  Bewegung   haben   und   auch   zu  allen  späteren 
Zeiten   soll   die   gesamte  Energie  7*+  F  für  die  variierte 
Bewegung  denselben  Wert  E  wie   zu  Anfang  haben.    Da 
aber  auch  für  die  unvariierte  Bewegung  T  +  V=  E  ist,  so 
ist  allgemein  ^^»0. 

Dies  wäre  z.  B.  erfüllt,  wenn  die  Zusatzkräfte  dadurch 
bewirkt  würden,  daß  jeder  materielle  Punkt  in  eine  starre 
glatte  Bohre  eingeschlossen  würde,  deren  Mittellinie  unend- 
lich wenig  von  der  unvariierten  Bahn  des  betreffenden 
materiellen  Punktes  abwiche  und  durch  die  Punkte  ginge,  wo 
sich  der  Punkt  zu  den  Zeiten  t^  und  t^  bei  der  unvariierten 
Bewegung  befand.  Außerdem  soll  die  Variation  der  für  die 
Zeit  (q  geltenden  Geschwindigkeiten  und  sollen  die  Zusatzkräfte 
noch  so  beschaffen  sein,  daß  zu  irgend  einer  Zeit  ii+^^y 
welche  gleich  t^  oder  unendlich  wenig  verschieden  von  ^  ist» 
sämtliche  materielle  Punkte  genau  in  die  Lage  kommen,  die 
sie  für  die  unvariierte  Bewegung  zur  Zeit  t^  hatten.  Dann  ist 
auch  ^^^^  =  0  für  jedes  h  und  es  folgt  aus  Gleichung  223) 
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224)  SfTdt^O. 

h 
Es  wird  also  das  Integral  jTdt  ein  Grenzwert^  welche 

Aassage  das  alte  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung,  wie  es 
schon  lange  Tor  Hamilton  aasgesprochen  wurde^  bildet. 
Dasselbe  ist  nur  für  den  Fall,  daß  man  die  Zeit  ^  —  <o 
also  nach  unserer  Idethode  neben  ^  auch  ^  unvariiert  läB^ 
ein  spezieller  Fall  des  Prinzips  der  stationären  Wirkung. 

§  37.    Yariationsmefhode,   wobei    auch    die  Independente, 

resp.  die  Zeit  variiert  wird. 

Die  alte  Ableitungsweise  des  Prinzipes  der  kleinsten 
Wirkung,  welcher  auch  wir  im  vorigen  Paragraph  gefolgt 
sind,  setzt  voraus,  daß  eine  Kraftfunktion  existiert^  welche 
die  Zeit  nicht  explizit  enthält  Diese  Voraussetzung  war 
bei  Ableitung  der  Gleichung  30)  resp.  218  a),  welche  den  all- 
gemeinsten Ausdruck  des  Prinzipes  der  stationären  Wirkung 
darstellt,  nicht  notwendig.  £s  hat  Helmholtz  gezeigt, 
daß  sie  auch  bei  Ableitung  des  Prinzipes  der  kleinsten 
Wirkung  nicht  notwendig  ist  und  daß  daJier  aus  letzterem 
Prinzipe  die  allgemeinen  Grundgleichungen  der  Mechanik 
fllr  skleronome  Koordinaten  in  allen  Fällen  abgeleitet  werden 
können,  in  denen  sie  aus  Gleichung  4),  30)  resp.  218  a)  (der 
allgemeinsten  Form  des  Prinzipes  der  stationären  Wirkung) 
abgeleitet  werden  können. 

Elhe  ich  aber  hierzu  übergehe,  wül  ich  noch  eine 
ungemein  wichtige  Verallgemeinerung  der  Variationsmethode 
besprechen.  Ich  habe  absichtlich  bisher  die  Variation  des 
Zeitdifferentials  unterlassen,  um  zu  zeigen,  wie  sie  durch 
Variation  der  Grenzen  ersetzt  werden  kann.  Wiewohl  wir 
nun  auch  in  den  spätem  Paragraphen  nirgends  mehr  das 
Zeitdifferential  variieren  werden,  so  will  ich  diese  Variation 
doch  in  diesem  Paragraph  besprechen,  da  ohne  ihre  Kenntnis 
der  ganze  Begriff  der  Variationsrechnung  ein  ungemein 
beschiünkter  bliebe. 
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Gerade  bei  Ableitung  des  Prinzipes  der  kleinsten  Wir- 
kung ist  es  natürlicher  auch  dt  sAb  variabel  zu  betrachten, 
d.  h.  die  Annahme  fallen  zu  lassen^  daß  zwei  ZusISnde  der 
unvariierten  Bewegung  jedesmal  zeitlich  gleich  weit  abstehen, 
wie  die  beiden  korrespondierenden  Zustande  der  variierten 
Bewegung. 

Es  drückt  dann  das  einer  Größe  vorgesetzte  S  immer 
den  Zuwachs  aus,  welchen  diese  Größe  erfährt,  wenn  man 
von  dem  irgend  einer  Zeit  t  entsprechenden  Zustande  der 
unvariierten  Bewegung  zu  dem  korrespondierenden  Zustande 
der  variierten  übergeht,  d.  h.  zu  dem,  welcher  bei  der 
variierten  Bewegung  einer  ein  wenig  davon  verschiedenen 
Zeit  t  +  St  entspricht  Dabei  kann  man  St  ganz  behebig 
wählen,  also  z.  B.  als  eine  ganz  beliebige  Funktion  von  t 
auf£Etssen,  welche  nur  kontinuierlich  und  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  der  S  der  übrigen  Größen  sein  muß. 

Am  einfachsten  ist  es  natürlich  allgemein  ^^»0  zu 
setzen,  wie  wir  es  im  früheren  taten;  aber  es  können  Gründe 
vorhanden  sein,  weshalb  die  Einführung  eines  von  Noll 
verschiedenen,  irgendwie  passend  gewählten  Wertes  von 
St  rascher  zum  Ziele  fbhrt  Wir  bleiben  also  vorläufig 
ganz  allgemein  und  legen  dem  St  weiter  gar  keine 
Beschränkung  auf,  als  daß  es  kontinuierlich  und  unend- 
lich klein  von  der  Ordnung  der  i  der  übrigen  Größen 
sein  soU. 

um  den  unterschied  zwischen  der  Variation  bei  Kon- 
stanthaltung der  independenten  Variabein  und  der  Variation, 
bei  der  auch  die  independente  variiert  wird,  noch  deutUcher 
hervortreten  zu  lassen,  will  ich  hier  eine  kurze  Einschaltang 
über  die  Grundprinzipien  der  Variationsrechnung  im  all- 
gemeinen machen.  Dieselbe  soll  nur  unzusammenhängende 
Bruchstücke  ohne  jede  subtile  mathematische  Analyse  bloß 
zur  Beleuchtung  der  geometrischen  und  physikalischen  Be- 
deutung der  betreffenden  Begriffe  geben.  Sie  soU  auch 
keine  Einleitung  zum  Studium  der  Variationsrechnung  sein, 
sondern  nur  etwa  zum  Nebengebrauche  beim  Studium  eines 
elementaren  Lehrbuches  über  Variationsrechnung  von  einigem 
Nutzen  sein.    Erst  nach  Absolvierung  dieser  Einschaltnng 
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will  ich  wieder  zu  unserer  mechanischen  Aufgabe  zurück- 
kehren. 

Das  einÜEu^hste  Problem  der  Variationsrechnung  ist  das 
folgende:  Man  sucht  eine  Funktion  y  =  f  [x)  einer  indepen- 
denten  Variabein  x  so  zu  bestimmen,  daß  ein  Integral  von 
der  Form: 

J-^jF{x,y,y) 


em  Grenzwert  wird.    Dabei  ist  y'  »  -^ .    x^   und   x^    sind 

die  konstant  gegebenen  oder  in  gegebener  oder  willkürlicher 
Weise  veränderlichen  Grenzen  des  Integrales. 

In  der  Variationsrechnung  denkt  man  sich  nun  die 
Funktion  f,  für  welche  der  geforderte  Grenzwert  eintritt, 
gefunden  und  durch  eine  Kurve  MN  (Fig.  3,  4,  5)  dar- 
gestellt Dann  denkt  man  sich  die  Funktion  f  unendlich 
wenig  variiert,  so  daß  eine  unendlich  benacbbarte  Kurve 
M' N'  entsteht  Man  läßt  nun  jedem  Punkte  der  unvari- 
ierten  Kurve  MN  einen  Punkt  der  variierten  Kurve  M'  N* 
korrespondieren  und  bezeichnet  die  Zuwächse,  welche  Ab- 
szisse und  Ordinate  des  betreffenden  Punktes  erfahren,  wenn 
man  von  irgend  einem  Punkte  der  unvariierten  Kurve  MN 
zu  dem  diesem  Punkte  korrespondierenden  Punkte  der 
variierten  Kurve  M^N  über- 
geht, mit  Sx,  Sy, 

Am  einfachsten  und  in 
den  meisten  Fällen  am  besten 
ist  es,  wenn  man  jedem  Punkte 
der  unvariierten  Kurve  den- 
jenigen Punkt  der  variierten 
korrespondieren  läßt^  welcher 
vertikal  darüber  liegt,  also 
dieselben  Abszisse  hat.  Dann 
iBt  allgemein  ^«=0,  weil  kor-  Fig.  3. 

respondierende  Punkte  immer 

dieselbe  Abszisse  haben.    Sy  aber,  welches  wir  in  diesem 
Falle  als  ^^y  bezeichnen  wollen,  ist  gleich  der  Ordinaten- 
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differenz  der  beiden  Punkte,  in  denen  eine  der  Ordinaten- 
achse  parallele  Gerade  die  beiden  Kurven  durchschneidet 
BC  ia  Fig.  3  wäre  das  d^  y,  wenn  B  der  fragliche  Punkt 
der  unvariierten  Kurve,  C  der  ihm  korrespondierende  Punkt 
der  variierten  Kurve  ist 

Es  kann  sich  aber  auch  aus  gewissen  Grtlnden  empfehlen, 
jedem  Punkte  der  unvariierten  Kurve  mit  der  Abszisse  x 
einen  Punkt  der  variierten  Kurve  korrespondieren  zu  lassen, 
welche  eine  ein  wenig  verschiedene  Abszisse  x  +  Sx  hat, 
wobei  man  für  Sx  eine  beliebige  Funktion  von  x  wählen 
kann.  Das  dx  des  Punktes  B  in  Fig.  3  sei  durch  das 
Stück  ÄA'  dargestellt  Dann  ist  das  dazu  gehörige  Sy, 
das  in  diesem  Falle  mit  S^y  bezeichnet  werden  soll,  der 
Zuwachs,  welchen  die  Ordinate  erfährt,  wenn  man  von  dem 
Punkte  B  der  unvariierten  Kurve  MN,  der  die  Abszisse  z 
hat,  zu  dem  korrespondierenden  Punkte  C  der  variierten 
Kurve  M  N',  also  zu  demjenigen  Punkte  dieser  Kurve  über- 
geht, welcher  die  Abszisse  x  +  Sx  hat  In  Fig.  3  ist  (TD 
gleich  S^y,  dy  dagegen  ist  immer  der  Zuwachs,  welchen 
die  Ordinate  der  unvariierten  Kurve  erfährt,  wenn  man  bei 
derselben  die  Abszisse  x  um  dx  wachsen  läßt;  die  variierte 
Kurve  kommt  dabei  gar  nicht  in  Betracht 

In  Fig.  4  sei  ÄÄ^^dXj  DB^^dy.    Unter  dSy  —  Sdy 
endlich  versteht  man   den  Zuwachs,   den  das  Sy  erfährt, 


Fig.  4. 

wenn  man  es  als  Funktion  von  x  ausdrückt  und  in  dieser 
Funktion  x  um  dx  wachsen  läßt  oder  den  dy  erfthrt,  wenn 
man  von  den  beiden  Punkten  B  und  B^  Fig.  4  u.  5,  deren 
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Ordinatendifferenz  gleich  dy  ist,  zu  den  beiden  Urnen  korre- 
spondierenden Punkten  (G  C^  in  Fig.  4,  G  Cf^  in  Fig.  5)  der 
variierten  Bewegung  übergeht  In  Fig.  4  sind  alle  diese 
Größen  für  den  Fall  dargestellt,  daß  dx  =  0  ist,  in  Fig.  5 
dagegen  f&r  den  Fall^  daß  Sx  Yon  Null  yerschieden  ist.  Im 
ersten  Falle  soll  das  dSy  mit  dSy^y^  im  letzteren  mit  <f  d, y 
bezeichnet  werden. 

Die  Analogie  der  beiden  hier  betrachteten  Variations- 
arten mit  den  soeben  in  der  Mechanik  angewandten  liegt, 
wie  ich  glaube,  klar  zutage.  Nur  daß  in  der  Mechanik 
/  statt  X  die  independente  Variable  und  statt  der  depen- 
denten  Variablen  y  eine  ganze  Reihe  Yon  Variablen  vor- 
handen ist  Man  könnte  sich  bei  dem  mechanischen  Probleme 
die  Verhältnisse  in  derselben  Weise  versinnlichen,  wenn 
man  die  Werte  des  /  als  Abszissen  und  die  Werte  irgend 
einer  der  Koordinaten  oder  generalisierten  G-eschwindig- 
keiten  oder  Momente  als  Ordinaten  darüber  auftragen  würde. 

Dies  ist  es,  was  ich  über  Variationsrechnung  im  all- 
gemeinen einschalten  wollte  und  wir  kehren  nun  wieder 
zur  mechanischen  Aufgabe  zurück. 

§  38*     über    die  Verallgemeinerungen,   welche   Helmholtz 
dem  Prinsipe  der  kleinsten  Wirkung  erteilte. 

Wir  wollen  also  nun  auch  i  der  Variation  unterwerfen. 
Sein  Zuwachs  heiße  St^  d.  h.  wir  lassen  dem  zur  Zeit  i 
stattfindenden  Zustande  der  unvariierten  Bewegung  den  zur 
Zeit  i'\-  Si  gehörenden  Zustand  der  variierten  Bewegung 
korrespondieren.  Wir  bleiben  dabei  in  diesem  Paragraph, 
wie  schon  bemerkt,  ganz  allgemein,  d.  h.  wir  legen  dem  8i 
sonst  gar  keine  Beschränkung  auf,  als  daß  es  eine  kon- 
tinuierliche Funktion  you  i  und  unendlich  klein  you  der 
Ordnung  der  8  der  übrigen  Größen  sein  solL 

Wir  verfahren  nun  in  der  nachstehenden  Weise.  Wir 
bilden  uns  den  Ausdruck 

r 

225)  \\2T8it-\-8Tit-\-%hF^8p^dt\ 
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Diesen  Ausdruck  transfonuieren  wir  in  der  folgenden 
Weise.  Wir  ersetzen  das  erste  Glied  des  Ausdrucks  in  der 
eckigen  S[lammer  durch 

(was  skleronome  Koordinaten  Yoraussetzt),  das  zweite  durch: 


9 


kq^Sp\di+    y^^Spj^dt. 


dph 

1  1 

Die  Summe  dieser  beiden  Glieder  reduziert  sich  dami  anf : 


• 


226)  ^^q,S{p\dt)  +  2-Ik*^»'''- 


Nun  ist  aber  p\dt  ^  dp^^j  daher: 

S{p\di)^Sdp^=^d8pj^. 

Hieraus  folgt: 

227)  29,S{p'dt)  =  ^Hq,^dt. 

1 

Integriert  man  jedes  Glied  der  letzteren  Summe ,  wie 
wir  es  früher  schon  öfters  taten,  per  partes,  substituiert  den 
so  aus  227)  erhaltenen  Ausdruck  in  den  nach  226)  integrierten 
Ausdruck,  dann  diesen  statt  der  beiden  ersten  Glieder  des 
Ausdrucks  225)  in  diesen  Ausdruck,  und  bedenkt  noch,  daS 
kraft  der  Bewegungsgleichungen,  weil  die  unvariierte  Be- 
wegung eine  natürliche  sein  soll. 


(-^^*+l£  +  ^»)*''»=o 


r 

ist  und  zwar  sowohl,  wenn  keine,  als  auch  wenn  Bedingoogs* 
gleichungen  yorhanden  sind^  so  findet  man: 

228)  / [2 T,)dt  +  (,y T+^P, dp,) dt]  =  .^^ {q\ dp\ - q\ V»)- 
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Diese  Gleichung  umfaßt  das  Prinzip  der  stationären 
und  das  der  kleinsten  Wirkung;  es  ist  vorausgesetzt,  daß 
die  generalisierten  Koordinaten  skleronom  sind.^) 

1.  Falls  ädt  =  0  ist,  folgt,  da  wir  die  Integrations- 
grenzen nicht  variierten,  wieder  das  Hamilton  sehe  Prinzip 
recte  das  Prinzip  der  stationären  Wirkung. 

2.  Wenn  die  Variationen  der  Koordinaten  ftir  die  In- 
tegrationsgrenzen verschwinden  und  außerdem  die  Variation 
speziell  so  ausgeführt  wird,  daß  überall 

229)  ST^-^PJp^, 

also  der  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  immer  gleich  der 

durch  Variation  der  Koordinaten  geleisteten  Arbeit  ist,   so 

daß   die   die   Variation    erzeugenden  Zusatzkräfte   niemals 

ti 

Arbeit  leisten,  so  ist  j2ä(Td{j^0,  daher  auch 

t$ 

k 

230)  SfTdt=^0; 

denn  die  Variation  der  Grenzen  ist  hier  schon  durch  Variation 
des  Zeitdifferentiales  berücksichtigt. 

Falls  ST  —  '^hP^Spf^  nicht  die  Variation  eines  Aus- 
drucks ist,  der  f&r  endliche  Teile  der  unvariierten  Bewegung 
konstant  ist,  kann  man  sich  vorstellen,  daß  die  Bedingung  229) 
sich  bloß  darauf  bezieht,  welche  Momente  der  variierten 
Bewegung  man  den  verschiedenen  Momenten  der  unvariierten 
korrespondieren  läßt,  so  daß  durch  die  Bedingung  229)  der 
ganze  Verlauf  der  variierten  Bewegung  in  keiner  Weise  be- 
schränkt wird,  diese  Bedingung  vielmehr  bloß  die  beiden 
Punkte  bestimmt,  welche  für  die  variierte  Bewegung  als 
Anfangspunkt  und  Endpunkt  der  Integration  gewählt  werden 


^)  Falls  die  Zeit  variiert  wird,  folgt  aas  dem  Verschwinden  der 
Variationen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  an  beiden  Zeitgrenzen 
keineswegs  auch  das  Verschwinden  der  Variationen  irgend  welcher 
nicht  skleronomer  generalisierter  Koordinaten  an  denselben  Zeitgrenzen. 
Ersteres  kann  dann  nichtholonomen  Bedingungen  widersprechen. 

10* 
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müssen.  Für  Anfang  und  Ende  der  Integration  müssen 
dann  noch  die  Koordinatenvariationen  verschwinden.  Denn 
da  wir  die  Grenzen  des  Integrals  nicht  variiert  haben,  so 
muß  der  Zustand  der  unvariierten  Bewegung,  welche  für 
diese  die  untere  Integrationsgrenze  bildet,  dem  Znstande 
korrespondieren,  welcher  für  die  variierte  Bewegung  die 
untere  Integrationsgrenze  bildet  und  dasselbe  muß  fbr  die 
oberen  Integrationsgrenzen  gelten. 

Dies  wird  besonders  klar,  wenn  eine  Eraftfunktion  V 
existiert,  welche  aber  die  Zeit  explizit  enthält  Setzt  man 
dann  T  +  F  =  JE7,  so  ist: 


ST^^^PJp^  =  8E. 


Da  aber  V  und  folglich  auch  E  die  Zeit  explizit  enthalten, 
so  durchläuft  E  sowohl  f&r  die  unvariierte  als  auch  fiir  die 
variierte  Bewegung  eine  Reihe  kontinuierlich  sich  folgender 
Werte.  Hat  dann  E  nicht  gerade  für  eine  der  Integrations- 
grenzen  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  kann  die  Be* 
dingung  229)  dahin  ausgesprochen  werden,  daß  der  Aniangs- 
znstand  der  variierten  Bewegung  dort  gewählt  werden  muß, 
wo  für  die  variierte  Bewegung  E  denselben  Wert  hat,  den 
es  für  den  Anfangszustand  der  unvariierten  Bewegung  hat 
und  daß  dasselbe  auch  für  die  Endzustände,  d.  L  f&r  die 
den  oberen  Grenzen  der  Integrale  entsprechenden  Zustände 
gelten  muß.  Eine  bestimmte  Angabe,  wie  variiert  werden 
muß,  liegt  dann  noch  darin,  daß  für  die  beiden  Integrations- 
grenzen die  Variationen  sämtlicher  Koordinaten  verschwinden 
müssen. 

Es  genügt  dann  überhaupt,  abgesehen  von  den 
Stellen,  wo  E  einen  Grenzwert  hat  und  vorausgesetzt,  daß 
die  Eoordinatenvariation  für  die  Integrationsgrenzen  ver- 
schwinden, jedem  Zustande  der  unvariierten  Bewegung 
denjenigen  der  variierten  korrespondieren  zu  lassen,  wo  E 
exakt  denselben  Wert  hat,  geradeso  wie  beim  Prinzip  der 
stationären  Wirkung  solche  Zustände  korrespondierten,  f&r 
welche  t  exakt  denselben  Wert  hat  Letztere  Yorstellong 
ist  uns  so  natürlich,  da  t  niemals  ein  Maximum  oder  Mini- 
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mum  haben  oder  gar  fQr  eine  endliche  Strecke  konstant 
sein  kann;  erstere  Vorstellong  ist  uns  unnatürlich,  weil 
gerade  für  die  wichtigsten  Fälle  E  während  der  ganzen 
unyariierten  und  auch  während  der  yariierten  Bewegung 
konstant  ist.  Hat  es  für  beide  Bewegungen  denselben  kon- 
stanten Wert,  so  ist  in  richtiger  Weise  variiert^  allein  dies 
ist  nicht  durch  die  Art  und  Weise  bewirkt,  wie  sich  die 
Zustände  korrespondieren.  Hat  dagegen  E  für  beide  Be- 
wegungen unendlich  wenig  verschiedene  Werte,  so  kann  dies 
durch  keine  Art  der  Zuordnung  der  Zustände  gutgemacht 
werden. 


§  39.  Jaoobis  Beleuchtung  des  Sinnes  des  Prinäpes  der 
kleinsten  Wirkung.  Slnfaches  Beispiel  for  den  Unterschied 
iwisohen  dem  Prinzipe  der  stationären  und  dem  der  kleinsten 

Wirkung. 

Eis  sei  hier  noch  eines  ümstandes  erwähnt,  auf  den 
naunentlich  Jacobi  großes  Gewicht  legt  E^  soll  die  Variation 
der  Koordinaten  f&r  beide  Integrationsgrenzen  yerschwinden 
und  es  soll  eine  Kraftfunktion  existieren,  welche  für  die 
unyarüerte  und  die  variierte  Bewegung  die  gleiche  die  Zeit 
nicht  enthaltende  Funktion  der  Koordinaten  ist  Aufierdem 
sollen  die  generalisierten  Koordinaten  skleronom  sein.  Dann 
besteht  für  beide  Bewegungen  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft: 

T+V=  konst  =  E. 

Der  Wert  dieser  Größe  E^  welche  jetzt  als  eine  ge- 
gebene Konstante  zu  betrachten  ist,  soll  nun  beim  Über- 
gange von  der  unvariierten  zur  variierten  Bewegung  auch 
keine  Änderung  erfahren. 

Da  nach  Gleichung  35] 


231)  2T  =  22«,,^-g 


ist^  so  folgt: 
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unter  den  angegebenen  Umständen  muß  nach  Glei- 
chung 224) 

dfTdl  =  0 
sein,  was  nach  Gleichung  281)  übergeht  in 

Da  hier  die  Zeit^  bei  welcher  die  Integration  beginnt, 
uud  ebenso  die,  wo  sie  endet,  beliebig  yariieren  können,  und 
außerdem  die  Zeit  in  dem  Integrale  sonst  in  keiner  Weise 

vorkommt,  als  daß  di  im  Nenner  von  — r^   steht,  so  kann 
'  dt 

man    f&r  (i<    seinen   Wert    aus   Gleichung   232)    einsetzen 
und  erhält 

Die  Grenzen  des  Integrals  bedeuten  hier,  daß  von  den 
gegebenen  Anfeuigswerten  der  Koordinaten  zu  den  ebenfalls 
gegebenen  Endwerten  derselben  zu  integrieren  ist  Die  Zeit 
ist  da  vollständig  eliminiert  Die  Gleichung  283)  drückt  also 
nur  eine  geometrische  Bedingung  f&r  die  Bahn  des  ma- 
teriellen Systems  aus,  d.  h.  sie  bestimmt  die  Bahnform  fär 
jeden  einzelnen  Punkt,  und  welche  Punkte  aller  Bahnen 
aller  materiellen  Punkte  zusammengehören,  d.  h.  zu  einer 
und  derselben  Zeit  gehörige  Lagen  der  materiellen  Punkte 
darstellen. 

Diese  „Bahn  des  materiellen  Systems'^  wird  dahin  be- 
stimmt, daß  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleichungen 
die  Variation  233)  verschwinden  muß.  Wie  aber  diese 
Bahnen  im  Verlaufe  der  Zeit  zurückgelegt  werden,  d.  h. 
welcher  Wert  des  i  zu  jeder  geometrischen  EonfiguratioB 
der  Punkte   gehört,  wird   durch  die  Gleichung  233)  nicht 
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bestjmmty    sondern   Tielmehr    durch  Integration  der  Glei- 
chung 282). 

Da  im  Integrale  der  Gleichung  238)  die  Zeit  gar  nicht 
enthalten  ist,  so  kann  man  sie  nicht  als  independeote 
Variable  wählen.  Wollte  man  in  diesem  Integrale  durchaus 
eine  bestimmte  independente  Variable  haben,  so  könnte  man 
eine  der  Koordinaten,  z.  B.  jt?^,  als  solche  wählen  und  die 
Gleichung  288)  schriebe  sich  in  der  Form 


'JlT^\W^ 


dPh    dpu  ___  Q 


wobei  natürlich  für-r^  der  Wert  eins  zu  setzen  ist 

dPi 

Wir  wollen  nun  an  einem  ganz  einfachen  Beispiele  den 
Unterschied  zwischen  dem  Prinzipe  der  stationären  und  dem 
der  kleinsten  Wirkung  erörtern. 

Es  bestehe  das  System  aus  einem  einzigen  materiellen 
Punkte,  der  entweder  ganz  frei  oder  gezwungen  ist,  auf 
einer  vorgeschriebenen  unveränderlichen  Fläche  zu  bleiben, 
und  auf  den  keine  expliziten  Kräfte  wirken,  d.  h.  keine  als 
eventuell  die  Kraft,  die  ihn  zwingt,  auf  dieser  Fläche  zu 
bleiben.  Es  ist  V  konstant,  und  da  es  für  die  variierte 
Bewegung  der  Koordinaten  gleich  derselben  Funktion  der 
Koordinaten  sein  mufi,  so  hat  es  auch  fbr  diese  denselben 
konstanten  Wert 

Da  femer  V  +  T  unserer  Verabredung  gemäß  ebenfalls 
f&r  die  variierte  und  unvariierte  Bewegung  denselben  kon- 
stanten Wert  haben  muß,  so  muß  T  und  daher  auch  die 
Geschwindigkeit  o  des  materiellen  Pimktes  f&r  beide  Be- 
wegungen gleich  derselben  Konstanten  sein.  Aus  Glei- 
chung 224)  folgt  daher,  daß: 

ein  Grenzwert   sein  muß.     Da   femer  m  und  e  invariable 
Eonstante  sind,  so  muß 

284)  d/ds^i) 
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sein,  also  die  Länge  fda  des  Weges  yod  einem  unver- 
änderlichen Ausgangspunkte  zu  einem  unveränderlichen  End- 
punkte der  Bewegung  ein  Grenzwert  sein^  ohne  daß  die  zur 
Zuriicklegung  dieses  Weges  erforderliche  Zeit  f&r  die  yariierte 
und  unvariierte   Bewegung  gleich   zu  sein  braucht 

Wollten  wir  dagegen  das  Prinzip  der  stationären  Wir- 
knng  auf  diesen  Fall  anwenden,  so  köimte,  wie  wir  sahen, 
f&r  die  variierte  Bewegung  die  Geschwindigkeit  von  Stelle 
zu  Stelle  ein  wenig  verschieden  sein,  müßte  aber  so  va- 
riieren,  daß  die  ganze  Übergangszeit  von  einem  fixen  Aus- 
gangspunkt zu  einem  fixen  Endpunkte  nicht  variieren  würde 
und  das  Integral  202),   also   auch    (da  F,   i^  —  i^   xmd   m 

konstant  sind)    das   Integral  Jt^dt   ein  Grenzwert  würde. 


§  40.    Yeriohiedene  Pälle,  wo  die  Orensglieder 

▼erachwinden. 

Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  läßt  sich  noch 
mehr  verallgemeinem.  Wir  nahmen  bisher  an,  daß  der 
Ausgangspunkt  und  Endpunkt  der  Bahnen  sämtlicher  ma- 
terieller  Punkte  nicht  variiert,  was  wir  den  Fall  Ä  nennen 
wollen.  Das  letzte  Glied  der  Gleichung  223)  verschwindet 
aber  auch  noch  in  vielen  anderen  Fällen.  1.  Im  folgenden 
Falle,  den  wir  den  Fall  B  nennen  wollen.  Sowohl  die  va* 
riierte  als  auch  die  unvariierte  Bewegung  sollen  periodisch 
sein,  so  daß  bei  ersterer  nach  einer  endlichen  Zeit  i  genau 
dieselben  Bewegungszustände,  sowohl  Positionen  als  auch 
Geschwindigkeiten  und  Geschwindigkeitsrichtungen,  für  sämt- 
liche materielle  Punkte  gleichzeitig  wiederkehren.  Dasselbe 
soU  gelten,  wenn  nochmals  die  Zeit  i  verläuft  und  dann 
wieder  nach  der  Zeit  %  u.  s.  f.  Für  die  variierte  Bewegong 
soll  analoges  gelten;  jedoch  kann  die  Zeitdauer  einer 
Periode  unendlich  wenig  verschieden,  z.  B.  gleich  t  +  Si  sein. 
Setzt  man  dann 

so    gelten   ftbr  jeden  Wert   des  h  infolge  der  Periodizitftt 
der  Bewegung  die  Gleichungen: 
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P\  =  P\^  <i\  =  A»  P\  =  A  Oder  p\  +  Sp\  =  p\  +  dp\, 
daher: 

Es  Yerschwinden  also  im  letzten  31iede  der  Gleichung  223) 
zwar  nicht  die  auf  die  obere  und  untere  Grenze  bezüglichen 
Glieder  separat^  aber  sie  werden  für  beide  Grenzen  gleich, 
so  daß  das  ganze  letzte  Glied  der  Gleichung  228)  doch  Ter- 
schwindet.  Wir  setzen  jetzt  immer  skleronome  skleronom 
bestimmte  Systeme  voraus. 

Ein  dritter  Fall,  wo  dieses  Glied  verschwindet,  ist  der 
folgende,  den  wir  den  Fall  C  nennen.  Wir  bezeichnen  mit 
L^  die  Stelle  des  Baumes,  wo  sich  irgend  ein  materieller 
Punkt  des  Systems  fbr  die  unvariierte  Bewegung  zur  Zeit 
i^  befindet,  mit  M^  die  Stelle,  wo  er  sich  ftlr  dieselbe  Be- 
wegung zur  Zeit  iQ  +  dt^  befindet,  mit  N^  die  Stelle,  wo  er 
sich  bei  der  variierten  Bewegung  zur  Zeit  t^  befindet  Wir 
wollen  femer  die  Lage  der  Punkte  des  Systems  durch 
gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten  bestimmen  und 
es  seien: 

Ph>  i>Ä+i    tmd    ps+2 

die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  eben  besprochenen 
materiellen  Punktes.  Dann  sind  die  Momente  gleich  den 
mit  der  Masse  m  multiplizierten  Geschwindigkeiten;  es 
sind  also 

ii9\dt,,    ^q%^idt,    und     ^q\^2di, 

die  Projektionen  der  Geraden  L^M^  auf  die  drei  Koordinaten- 
achsen.   Dagegen  sind: 

9p\,  Sp\^i    und    Sp\^2 

die  Projektionen  der  Geraden  L^N^  auf  die  Koordinaten- 
achsen. Wenn  also  diese  beiden  Geraden  aufeinander  senk- 
recht stehen,  so  muß,  wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die 
Kosinusse  der  Winkel,  welche  jede  der  Geraden  mit  den 
Koordinatenachsen  büdet,  einführt 

q\Sp\  +  q\^idp\^i  +  ?%+2d>%+2  ==  0 
sein. 
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Ebenso  wollen  wir  mitL^  M^,  N^  die  Stellen  bezeichnen, 
wo  sich  derselbe  materielle  Pankt  1.  auf  der  unvariierten 
Bahn  zu  den  Zeiten  t^,  2.  auf  derselben  Balm  zur  Zeit 
^  +  di^,  3.  auf  der  variierten  Bahn  zur  Zeit  <|  +  ^^  be- 
findet   Dann  ist 

die  Bedingung,  daß  auch  die  Geraden  L^  M^  und  L^  N^  anf- 
einander  senkrecht  stehen.  Wenn  man  daher  die  Variatioii 
der  AnfjEmgslage  und  Endlage  so  ausführt,  daß  jeder  Punkt 
in  der  Ebene  verschoben  wird,  welche  senkrecht  steht,  auf 
seiner  augenblicklichen  Bewegungsrichtung  in  der  unvariierten 
Bahn,  was  wir  die  orthogonale  Grenzbestimmung  oder  Grenz- 
bestimmung  K  nennen  wollen ,  so  verschwindet  das  letzte 
Glied  der  Gleichung  223)  ebenfalls.  Hierbei  ist  natürlich  unter 
der  Variation  der  Endlage  die  Verschiebung  von  der  Stelle, 
wo  sich  der  materielle  Punkt  in  der  unvariierten  Bahn  zur 
Zeit  t^  befand,  welche  die  obere  Grenze  des  Integrales  202) 
bildet,  nach  derjenigen  Stelle  zu  verstehen,  wo  er  sich  in 
der  variierten  Bahn  zur  Zeit  t^+  8t^  befindet,  welche  die 
obere  Grenze  des  auf  die  variierte  Bahn  bezughabenden 
Integrales  203)  ist. 

Wenn  das  letzte  Glied  der  Gleichung  223)  verschwindet 
so  folgt  aus  derselben 

235)  2df  Tdt  ==  JSEdt, 

Wir  wollen  nun  nicht,  wie  wir  es  in  den  letzten  vier 
Paragraphen  taten,  voraussetzen,  daß  dem  Systeme  bei  der 
Variation  der  Bewegung  keine  Energie  zugeführt  wird.  Wir 
wollen  vielmehr  annehmen,  die  un variierte  Bewegung  ge- 
schehe mit  der  konstanten  Energie  E,  die  variierte  aber  mit 
der  ebenfalls  konstanten,  aber  unendlich  wenig  davon  ver- 
schiedenen Energie  E  +  3E,  so  daß  sich  das  erste  Glied 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  223)  auf  {i^  -i^SE  redu- 
ziert  Die  Kraftfanktion  V  soll  die  Zeit  mcht  explint  ent- 
halten. 
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Wenn  wir  dann  die  Größe 


236)  f  =  ,_-!-/ 


«1 

Tdt 


als  das  Zeitmittel  der  lebendigen  Kraft  für  die  unvariierte 
Bewegung  w&hrend  der  Zeit  ^  —  <o  bezeichnen,  so  erhalten 
wir  aus  Gleichung  228)  jedesmal^  wenn  das  letzte  Glied 
dieser  Gleichung  terschwindet,  also  z.  B.  in  jedem  der 
FfiUe,  welche  wir  zu  Anfang  dieses  Paragraphen  die  Fälle 
Äy  B  und  C  genannt  haben,  die  Gleichung: 


237)       '/-=J/ 


='Sl[f'{t,-t,)*], 


wobei  l  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet  Wir  wollen 
die  Bedeutung  dieser  Formel  durch  zwei  Beispiele  erläutern, 
deren  erstes  wir  in  diesem  Paragraph  bringen,  während  wir 
das  zweite  dem  folgenden  Paragraph  vorbehalten,  i.  Beispiel: 
Es  soll  für  irgend  ein  Wertegebiet  der  Integrationskonstanten 
der  Fall  B  eintreten  d.  h.  die  Bewegung  soll  eine  peri- 
odische sein,  die  sich  nach  der  Zeit  i,  deren  Länge  Funk- 
tion der  Integrationskonstanten  sein  kann,  genau  wiederholt 

Dies  trifiPt  zu,  wenn  das  System  ein  einzelner  mate- 
rieller Punkt  ist,  der  unter  dem  Einfluß  einer  der  Ent- 
fernung vom  Zentrum  direkt  proportionalen  Anziehung  oder 
einer  das  New  ton  sehe  Gravitationsgesetz  befolgenden  An- 
ziehung eine  Zentralbewegung  macht  Im  letzteren  Falle 
jedoch  nur  fbr  dasjenige  Wertegebiet  der  Integrations- 
konstanten, wo  die  Bahn  ganz  im  Endlichen  liegt 

Die  IntegrationskoDstanten  sollen  anfangs  bestimmte 
Werte  haben,  welche  einer  bestimmten  Anfangsbewegnng 
mit  der  Periode  i^  und  der  mittleren  lebendigen  Kraft  TJ,  ent- 
sprechen. Dann  soll  dem  Systeme  eine  kleine  Energie- 
menge SEq  zugeführt  werden,  wobei  auch  die  Fläcben- 
geschwindigkeit  eine  beliebige  davon  unabhängige  Verände- 
rung erfahren  kann.  Die  mit  diesen  neuen  Werten  der 
Integrationskonstanten  stattfindende  Zentralbewegung  nennen 
wir  die  zweite;  ihr  entspreche  die  Periode  i^  und  die  mittlere 
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lebendige  Kraft  7\.  Hierauf  soll  in  gleicher  Weise  unter  aber- 
maliger beliebiger  unendlich  kleiner  Änderung  der  Flächen- 
geschwindigkeit eine  zweite  Energiemenge  JJE^  zugef&hrt 
werden^  welche  eine  dritte  Bewegungsart  mit  abermals  vei&i- 
derten  Werten  der  Integrationskonstanten  zur  Folge  hat. 
So  fährt  man  fort,  bis  man  eine  ins  Endliche  verschiedene 
Schlußbewegung  erhält,  für  welche  die  betreffenden  Werte 
den  Index  m  bekommen  sollen. 

Auf  jede  Veränderung  der  Bewegung  kann  man  dami 
die  Formel  287)  anwendeui  wobei  man  ^  —  ^o  ünmer  gleich 
der  Periode  t  der  betreffenden  Bewegung  setzt.  Summiert 
man  alle  in  dieser  Weise  der  Beihe  nach  für  die  ver- 
schiedenen  Veränderungen  der  Bewegung  erhaltenen  Glei- 
chungen, so  folgt: 

Wenn  sich  die  Werte  der  Integrationskonstanten  in  der 
geschilderten  Weise  um  Endliches  von  ihren  Anfangswerten 
entfernt  haben,  und  dann  in  anderer  Weise  schließlich 
wieder  zu  ihren  Anfangswerten  zurückgekehrt  sind,  so  wollen 
wir  dies  einen  Kreisprozeß  nennen.  FtLr  einen  solchen  ist 
T^  =  Tq  und  t^  =  »o»  <Jaher: 

^    T 

Natürlich  ist  aber  in  diesem  Falle  auch  ^SE^O]  da 
man  ja  zur  alten  Bewegung  zurückgekehrt  ist,  der  dieselbe 
Energie  innewohnt 

§  41.    Beispiel  mit  orthogonaler  Variation. 

Eün  einziger  materieller  Punkt  soll  sich  unter  dem 
Einflüsse  von  Kräften,  die  eine  unveränderliche,  die  Zeit 
nicht  explizit  enthaltende  Kraftfunktion  haben,  bewegen. 
Wir  gehen  von  der  unvariierten,  mit  der  Energie  E^^  statt- 
findenden Bewegung  zu  einer  unendlich  wenig  verschiedenen 
mit  der  Energie  Eq  +  SE^  stattfindenden  Bewegung,  dann 
zu    einer   mit    der    Elnergie    E^  +  S  E^  +  SE^   etc.  statt- 


aL28T.]  m.   §41.    OrtJiogonale  Variation.  157 

findenden  Bewegung  über,  bis  wir  endlich  zu  einer  um 
Endliches  yerschiedenen  Bewegung  gelangen.  Die  Bewegung 
soll  aber  jetzt  nicht  jedesmal  in  einer  geschlossenen  Bahn 
geschehen.  Es  wird  auch  jetzt  das  letzte  Olied  der  Glei- 
chung 228)  verschwinden  und  daher  die  Gleichung  237) 
gelten,  wenn  wir  für  die  erste  Bewegung  die  Grenzen  der 
Integration  beliebig  wählen,  aber  für  alle  folgenden  Be- 
wegungen die  Grenzen  der  Integration  durch  diejenige 
Konstruktion  bestimmen,  welche  wir  orthogonale  Grenz- 
bestimmung oder  die  Konstruktion  K  genannt  haben  d.  h. 
als  untere  Grenze  jedes  folgenden  Integrales  soll  die  Zeit 
gewählt  werden,  wann  der  Punkt  in  der  variierten  Bahn 
die  Ebene  passiert,  welche  senkrecht  zur  augenblicklichen 
Bewegungsrichtung  durch  denjenigen  Punkt  der  vorigen 
Bahn  geht,  wo  er  sich  daselbst  zur  Zeit  befand,  welche 
damals  untere  Grenze  des  Integrales  war.  Durch  die 
gleiche  Konstruktion  sollen  sukzessive  die  oberen  Grenzen 
der  Zeit  gefunden  werden.  Dann  gilt  wieder  die  Glei- 
chung 237). 

Wenn  man  jetzt  abermals  einen  Kreisprozeß  durchläuft^ 
d.  h.  von  der  ursprünglichen  Bahn  J^  JV^  durch  fortwährende 
Variationen  zu  einer  ganz  anderen  Bahn  M^N^  übergeht  und 
dann  wieder  in  einer  anderen  Weise  (auf  einem  anderen 
Wege)  zur  alten  Bahn  M^Ny^  mit  den  alten  Integrations- 
konstanten zurückkehrt,  so  muß  wieder  ^^^=0  sein,  aber 

^  -^^  braucht  nicht  gleich  Null  zu  sein,  da  man  durch  fort- 
währende Anwendung  der  Konstruktion  K  bei  Bückkehr 
zur  selben  Bahn  durchaus  nicht  immer  auf  dieser  Bahn 
auch  zu  demselben  Ausgangspunkte  und  Endpunkte  der 
Integration,  ako  zu  denselben  Grenzen  fbr  ^  zu  gelangen 
braucht,  wenn  man  beim  Übergange  von  der  Bahn  M^N^ 
zur  Bahn  M^  Ny^  zurück  nicht  wieder  dieselben  Bahnen  nur 
in  umgekehrter  Beihenfolge  durchlaufen  hat,  wie  beim  Hin- 
gange von  der  Bahn  M^N^^  zur  Bahn  M^N^j  sondern  wenn 
der  Bückweg  über  ganz  andere  Bahnen,  als  der  Hinweg 
erfolgt  ist 

Wir  wollen   dies    deutlichkeitshalber    in    einem    ganz 
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speziellen  Falle  durch  Figoren  Tersinnlichen.  Sei  eine 
ecdliche  Strecke  der  nrsprÜDglichea  Bahn  J^  N^  gerade 
(Fig.  6).  Wir  wählen  die  beiden  Punkte  Ä  und  B  als  In- 
tegrationsgrenzen.     Wir  wollen  i^mlich  immer  kurz  sagen: 


Kg.  6. 


Flg.  7. 


Ein  Punkt  ist  Integrationagrenze,  wenn  die  Zeit,  zu  velcher 
dasBewegliclie  den  betreffenden  Punkt  passiert,  IntegrationB* 
grenze  dee  Integrales  202)  ist  Die  Yariation  der  Bahn 
bestehe  ajifangs  darin,  daß  sich  dieses  gerade  Stück  parallel 
zu  Rieb  selbst  inuner  mehr  nach  links  verschiebt,  bis  es  in 
die  Lage  M^  JV,  gelangt  ist  Wenn  wir  die  Grenzen  fort 
und  fort  orthogonal  variieren,  so  kommen  wir  endlich  bei  der 
Bahn  M,N^  zu  den  Punkten  Cnnd  D  als  Integrationsgrenzen. 
Während  der  weiteren  Variation  soll  nun  die  Bahn 
sieb  immer  mehr  und  mehr  krümmen,  bis  wir  zur  Bahn 
JU^N^  gelangt  sind.  Sie  soll  aber  dabei  immer  durch  die 
beiden  Punkte  C  und  D  gehen.  Wenn  wir  daher  weiter  ortho- 
gonal variieren,  so  hören  die  Punkte  C  and  D  während  dieatir 
zweiten  Periode  der  Variation  nicht  auf  die  IntegraÜonsgreDzen 
zu  bleiben.  Nun  soll  die  Bahn  des  Beweglichen  wieder  zur 
alten  Form  zurückkehren,  aber  nicht  auf  demselben  Wege, 
anf  welchem  sie  sich  von  M^N^  ia  M,Ng  verwandelte.  Viese 
weitere  Art  der  Variation  ist  in  Fig.  7  dargestellt.   Ks  soll 
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die  Bahn  zan&chst  ungefähr  gleich  gekrümmt  bleiben,  oder 
ihre  Erümmnng  sogar  noch  etwas  zunehmen.  Dabei  soll 
sich  die  Bahn  aber  immer  mehr  nach  rechts  verschieben 
(dritter  Variationsprozeß).  Die  Beihe  der  Formen,  welche 
die  Bahn  während  des  dritten  Yariationsprozesses  durch- 
läuft, nennen  wir  kurz  die  Euryenschar  iS. 

Wenn  wir  jetzt  die  Grenzen  orthogonal  transformieren, 
so  kommen  wir  fELr  die  Punkte,  welche  der  oberen  und 
unteren  Grenze  des  Integrales  228)  entsprechen,  auf  die 
Punkteschar,  die  die  beiden  durch  die  Punkte  G  und  D 
gehenden  orthogonalen  Trajektorien  zur  Eurrenschar  S 
bilden.  Diese  beiden  Trajektorien  sollen  die  Gerade  M^  N^ , 
welche  der  ursprünglichen  unvariierten  Bahn  angehört,  in 
den  beiden  Punkten  E  und  F  treffen,  welche  also  die  Inte- 
grationsgrenzen  darstellen,  sobald  die  durch  die  Punkte  E 
und  F  gehende  Bahn  Yon  dem  Beweglichen  erreicht  ist 
Von  da  angefangen  soll  die  Bahn  in  folgender  Weise  weiter 
▼ariiert  werden  (vierter  Variationsprozeß).  Ihre  Krümmung 
soll  sich  immer  mehr  yermindemj  sie  soll  sich  daher  immer 
mehr  der  Gtoraden  nähern,  dabei  aber  nicht  aufhören,  durch 
die  beiden  Punkte  E  und  jP*  zu  gehen.  Wenn  wir  immer 
orthogonal  transformieren,  so  bleiben  also  jetzt  E  und  F 
die  Integrationsgrenzen.  Der  vierte  Variationsprozeß  soll 
fortgesetzt  werden,  bis  wieder  die  alte  Bahn  M^  N^^  erreicht 
ist  und  überhaupt  wieder  der  ganze  Bewegungsprozeß  der- 
selbe geworden  ist,  der  er  bei  der  ursprünglichen  unvari- 
ierten  Bewegung  war. 

Wir  haben  also  jetzt  einen  vollständigen  Kreisprozeß 
durchlaufen.  Der  Bewegungsprozeß  wurde  fort  und  fort 
Tariierty  bis  er  schließlich  genau  wieder  der  alte  geworden 
ist  Die  Bahn  ging  von  der  Gestalt  M^  i\^  aus,  transformierte 
sich  allmählich  in  die  Gestalt  M^N^  und  kehrte  dann  auf 
anderem  Wege  wieder  in  die  ursprüngliche  Gestalt  3£^  N^ 

zurück.    Obwohl  daher  das  Integral  J  Tdi    zum    Schluß 

wieder  genau  über  denselben  Bewegungszustand  zu  erstrecken 
ist,  wie  zu  Anfang,  so  ist  doch  jetzt  der  Wert  desselben 
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ein  ganz  anderer,  weil  es  zwischen  ganz  anderen  Qrenzen 
zu  erstrecken  ist  UrsprüngUch  waren  nämUch  die  Inte- 
grationsgrenzen die  Zeiten,  während  welcher  das  Bewegliche 
die  Pnnkte  Ä  und  B  passierte.  Jetzt  sind  es  die  Zeiten, 
während  welcher  es  die  Punkte  E  nnd  F  passiert,  welche 


mit 


Tq  und 


r.  bezeichnet  werden  mögen.    Wenn  wir  daher 


durch  das  Integralzeichen  jetzt  eine  Summe  aller  während 
des  ganzen  in  Fig.  6  und  7  dargestellten  Variationsprozesses 
eintretenden  Zuwächse  bezeichnen,  so  folgt  aus  Glei- 
chung 287) 

r  «1         1» 


238) 


Tdt 


^l 


f 


Ja 


Tdt 


was  im  allgemeinen  keineswegs  gleich  Null  sein  wird. 

Um  die  Sätze,  welche  wir  in  diesem  und  dem  vorigen 
Paragraphen  behandelt  haben  noch  weiter  zu  spezialisieren, 
können  wir  den  schon  im  ersten  Teile  §  22  behandelten 
Fall  einer  Zentralbewegung  benutzen,  welche  ein  materieDer 
Punkt  Yon  der  Masse  m  ausführt,  wenn  er  gegen  ein  festes 

Zentrum  0  mit  der  Kraft  ^ —  ^  gezogen  wird. 

Hierbei  ist  r  die  Entfernung  des  materiellen  Punktes 
vom  Anziehungszentrum,  X  und  a  sind  konstant  Aus  den 
dort  entwickelten  Formeln  findet  man  durch  Ausf&hrong 
einiger  überaus  einfacher  Integrationen^)  für  die  Zeit,  welche 
das  Bewegliche  braucht,  um  vom  Perihel  (Perizentrum)  zum 
Aphel  (Apozentrum)  zu  gelangen,  den  Betrag: 

h     V        h 

Femer  ergibt  sich  das  vom  Perihel  zum  Aphel  erstreckte 
Integral 


^)  Näheres  über  die  DurchfELhrang  dieser  Integrationen,  vai 
welche  ich  hier  nicht  weiter  eingehen  will,  da  es  bloße  Ohnngsanf* 
gaben  zu  den  ein&cfasten  Sätzen  der  Integralrechnung  sind,  findet 
man  Wiener  Sitzmigsber.  Bd.  75,  II,  Januar  1877. 
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Die  Diyision  dieser  beiden  Ausdrücke  liefert: 


238)  r  =  «.A[4--^|/-^;. 

Der  gesamte  Zuwachs  der  Energie  aber  ist  8E^8h. 
Es  folgt  also: 

239)  ?J  =  _  ^* 


mh 


.2        21  V 


h 


a  +  *» 


Für  a  »  0  geschieht  die  Zentralbewegung  nach  dem 
Newtonschen  Gravitationsgesetze.  Die  Bahn  ist,  sobald 
sie  überhaupt  ganz  im  Endlichen  liegt^  eine  geschlossene, 

und  68  ist  auch  ^=-  ein  vollständiges  Differential.  Ist  da- 
gegen a  von  Null  verschieden ,  so  sind  die  Bahnen  im 
allgemeinen  nicht  geschlossen«    Es  ist  dann  auch  -^^   kein 

YoUatändiges  Differential  der  beiden  als  independent  be- 
trachteten Variabeln  h  imd  k  (der  durch  die  Anfangswerte 
bestimmten  Integrationskonstanten  der  Bewegungsgleichung). 
Denn  es  ist  allerdings  fiir  orthogonale  Variation  der  Grenzen 

Ä  V  Ende 

nach  Formel  237):  ^  =  1  Z(/  TdO*  I      • 

T  Anf. 

Allein  wenn  die  Bahn  nach  beliebiger  Variation  der 
Großen  h  und  k  wieder  dieselbe  wird,  so  werden  die  Grenzen 
von  fTdi  bei  fortwährender  orthogonaler  Variation  keines« 

Ende 

wegs  dieselben  und  \l{JTdtf\        hat  einen  von  Null  ver- 

Anf. 

schiedenen  Wert 
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lY.  Analogien  mit  physikalischen,  besonders 
wärmetheoretischen  Sätzen. 


§  42.  Analogen  der  sngefohrten  Wanne. 

Die  spezielle  Eigentümlichkeit  der  Gleichungen  der 
Thermodynamik  ist  dadurch  bedingt,  daß  der  Zuwachs  der 
zugeftLhrten  Wärme  kein  ToUständiger  Differentialausdruck 
ist  Nun  ist  aber  das  Differentiale  SE  der  zugefiihrten 
Energie  immer  ein  vollständiger  Differentialausdruck,  so- 
lange wir,  wie  in  den  Beispielen  des  vorigen  Paragraphen, 
skleronome  Systeme  betrachten.  Solange  wir  uns  daher  aof 
die  Betrachtung  solcher  Systeme  beschränken  und  das  Dif- 
ferential der  zugeführten  Wärme  mit  dem  Zuwachse  SE 
der  Gesamtenergie  in  Parallele  stellen ,  ist  also  schon  in 
diesem  wichtigsten  Stücke  keine  Analogie  vorhanden. 

Es  hat  aus  diesem  Grunde  schon  Clausius  Systeme 
betrachtet,  in  denen  Femkräfte  vorkommen,  deren  Wirlrangs- 
gesetz  sich  mit  der  Zeit  ändert,  so  daß  also  an  die  Stelle 
gewisser,  sonst  in  der  Eraftfunktion  V  vorkommender  Eon- 
stanten, mit  der  Zeit  sehr  langsam  veränderliche  Parameter 
treten  und  das  betrachtete  mechanische  System  rheonom  ist. 

Wenn  man  sich  z.  B.  einen  ein  warmes  Gas  abschließen- 
den Stempel  unter  dem  Bilde  äußerer  auf  die  Ga»- 
moleküle  wirkender  abstoßender  NormaUo^Lfte  denkt,  die 
bei  großer  Annäherung  an  die  Oberfläche  des  Stempels 
plötzlich  enorm  große  Werte  annehmen,  so  kann  man 
sich  ein  langsames  Zurückweichen  des  Stempels  nnter 
dem  Bilde  einer  langsamen  Änderung  der  Ejraftfunktion 
dieser  Kräfte  denken.  Analog  fingiert  Clausius  auch 
Zentralbewegungen,  bei  denen  das  Wirkungsgesetz  der 
Zentralkraft  mit  der  Zeit  veränderliche  Parameter  enthält 

Es  tritt  aber  bei  dieser  Clausiusschen  Vorstellung 
der  Veränderlichkeit  des  Wirkungsgesetzes  der  Natorki&fte 
eine  Bechnungsschwierigkeit  ein.  Zur  Eraftfunktion  V 
dieser  Kräfte  tritt  immer  eine  additive  willkürliche  Konstante 
hinzu,  welche  wir  dadurch  bestimmt  denken  können,  daß  ftr 
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eine  bestimmte  Lage  sämtlicher  materieller  Punkte  des 
Systems  (Nnllniyeau  des  Potentiales}  F  s  0  wird.  Für 
skleronome  Systeme  ist  es  yollkommen  gleichgültig,  welche 
Liage  man  hierfür  w&hlt.  Ändert  sich  dagegen  das  Wirknngs- 
gesetz  der  Kraft  mit  der  Zeit,  so  ändert  sich  auch  die 
Arbeit»  welche  die  Überführung  von  einer  Nulllage  in  eine 
andere  erfordert  Der  Absolutwert  des  V  ändert  sich  daher 
in  yerschiedener  Weise,  je  nachdem  die  eine  oder  andere 
Nulllage  gewählt  wird  und  um  vollständig  bestimmt  zu  sein, 
muß  man  angeben,  welche  besondere  Lage  man  als  Null- 
lage wählt 

Am  besten  ist  es  da  wohl  immer  diejenige  Lage  zu 
wählen,  wobei  alle  materiellen  Punkte  so  weit  Yoneinander 
und  Yon  allen  übrigen  auf  sie  wirkenden  Punkten  entfernt 
sind,  daß  auf  keinen  derselben  mehr  eine  bemerkbare 
Kraft  wirkt  In  physikalischen  Fällen  wird  diese  Wahl  der 
Nulllage  immer  möglich  sein.  Nur  bei  Kraftgesetzen,  welche 
durch  mathematische  Abstraktion  konstruiert  sind,  z.  B. 
wenn  die  Kraft,  welche  zwischen  zwei  materiellen  Punkten 
wirkt,  der  Entfernung  derselben  direkt  proportional  ange- 
nommen wird,  kann  diese  Wahl  der  Nulllage  unmöglich 
werden. 

Die  Clausiussche  Annahme,  daß  sich  das  Wirkungs- 
gesetz der  zwischen  den  materiellen  Punkten  tätigen  Kräfte 
mit  der  Zeit  yerändert,  gibt  zwar  eine  yollständige  Ana» 
logie  mit  den  thermodynamischen  Gleichungen;  allein  in  der 
Natur  bemerken  wir  nichts,  was  darauf  hindeuten  würde, 
daß  das  Wirkungsgesetz  gewisser  Naturkräfte  mit  der  Zeit 
veränderlich  wäre.  Ja  es  würde  sogar  die  physikalische 
Forschung  überhaupt  aufhören,  wenn  wir  nicht  wüßten,  ob 
die  Naturgesetze,  welche  wir  heute  gefunden  haben,  auch 
noch  für  spätere  Zeiten  richtig  sein  werden.  Es  ist  daher 
unter  dieser  Claus  ins  sehen  Annahme  die  Energiebilanz 
eine  äußerst  schwankende,  zu  einer  imzweideutigen  Defi- 
nition derselben  kann  man  nur  unter  mehr  oder  minder 
willkürlichen  Annahmen  gelangen  und  es  empfiehlt  sich,  die 
Annahme  der  Veränderlichkeit  des  Wirkungsgesetzes  der 
Kräfte  durch  die  Voraussetzung  zu  ersetzen,   daß  mit  den 
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n  materiellen  Punkten,  welche  das  betrachtete  System  bilden, 
noch  andere  {v)  materielle  Pnnkte  in  Wechselwirkung  stehen. 
Die  letzteren  Punkte  sollen  während  der  unyariierton  Be- 
wegnng  yollständig  unbeweglich  sein ;  während  der  Variation 
der  Bewegung  aber  außerordentlich  langsam  ihren  Ort  ver- 
ändern. Dann  fällt  auch  die  oben  erwähnte  Bechnungs- 
schwierigkeit  wieder  fort 

Es  wird  dann  nicht  die  gesamte  den  n  Punkten  zuge- 
führte  Energie  mit  der  zugef&hrten  Wärme  in  Parallele 
gesetzt,  sondern  die  Arbeit,  welche  die  n  Punkte  infolge 
ihrer  Bewegung  unter  dem  Einflüsse  der  yon  den  v  Punkten 
auf  sie  ausgeübten  Kräfte  gewinnen,  entspricht  der  einem 
Körper  zugeführten  äußeren  Arbeit  und  bloß  die  übrige  zu- 
geführte  Energie  der  zugeführten  Wärme,  so  daß  das  Diffe- 
rential desjenigen  Energieanteils,  welches  der  zugefQhrten 
Wärme  entepricht,  kein  vollständiges  Differential  ist^  während 
das  Differential  der  totalen  zugeftihrten  Enei^e  es  doch  ist 

Die  Lage  der  n  materiellen  Punkte  soll  durch  9  Koordi- 
naten (die  rasch  veränderlichen),  die  der  v  Punkte  aber 
durch  g  Koordinaten  (die  langsam  veränderlichen  Parameter) 
bestimmt  sein. 

So  erhält  man  z.  B.  in  folgender  Weise  ein  gutes  Bild 
der  umkehrbaren  Zustendsänderungen  eines  Grases,  welches 
durch  einen  Stempel  abgeschlossen  ist  Die  Molekular- 
bewegung und  innere  Atombewegung  der  G-asmoleküle  läßt 
man  der  raschen  Bewegung  der  betrachteten  n  materiellen 
Punkte  entsprechen.  Die  Moleküle  des  Stempels,  deren 
Wärmebewegung  wir  uns  ohne  erhebliche  Änderung  des 
Problems  hinwegdenken  können,  läßt  man  den  v  materiellen 
Punkten  entsprechen,  welche  sich  nur  bei  Variation  des 
Zustandes  des  G-ases  (und  zwar  solange  dessen  Zustands- 
änderungen  umkehrbar  sind,  außerordentlich  langsam)  be- 
wegen. 

§  43.   Begriff  der  syklisohen  und  der  damit  yerwandten 

Bewegungen. 

Es  handelt  sich  nun  noch  darum ,  auch  der  raschen 
Bewegung  der  n  materiellen  Punkte  solche  Eigenschaftea 
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zuzuschreiben,  daB  eie  sich  mögHchst  zu  einem  treuen  Ab- 
bilde der  f&r  die  Wärmebewegung  charakteristischen  Eigen- 
schaften eignet 

Die  Aufgabe  y  eine  kurze ,  systematische  Zusammen-» 
Stellung  aller  Orundtypen  mechanischer  Systeme  zu  geben, 
welche  zu  diesem  Behufe  verwendet  wurden,  wird  da- 
durch erschwert,  daß  viele  derselben  einige  Merianale  mit 
andern  derselben  gemein  haben  und  ^e  verschiedenen 
Autoren  bald  die  einen,  bald  die  andern  Merkmale  als  die 
wesentlichsten  ansahen,  wodurch  auch  die  Terminologie  eine 
schwankende  wurde.  In  der  hier  versuchten  Zusammen- 
stellung wird  es  mir  daher  weder  gelungen  sein  Vollständig- 
keit noch  größtmögliche  Übersicht  in  der  Klassifizierung  zu 
erreichen  und  ich  war  auch  gezwungen  in  der  Terminologie 
bald  von  der  des  einen,  bald  wieder  von  der  des  andern 
Autors  ein  wenig  abzuweichen. 

Wenn  wir  die  Grundanschauungen  der  mechanischen 
Theorie  der  Wärme  akzeptieren,  so  besteht  eine  der  hervor- 
stechendsten Eigenschaften  der  Wärmeenergie  darin,  daß  in 
einem  warmen  Körper  zwar  fortwährend  die  lebhafteste  Be« 
wegung  der  kleinsten  Teilchen  stattfindet»  daß  wir  aber  trotz- 
dem in  dem  äußerlich  sichtbaren  und  wahrnehmbaren  Zu- 
Stande  desselben  keine  Veränderung  bemerken,  während  wir 
sonst,  wenn  ein  Körper  sich  bewegt,  klar  wahrnehmen,  wie 
sich  der  Zustand  desselben  mit  der  Zeit  fortwährend  ändert 

Dieselbe  Eigenschaft  finden  wir  auch  auf  anderen  Ge- 
bieten der  Physik.  Auch  an  einem  ruhenden  elektrischen 
Strome  von  unveränderlicher  Intensität»  in  dessen  Nachbar- 
schaft sich  ruhende  Magnete  oder  Eisenmassen  befinden, 
sehen  wir  außer  in  der  treibenden  Batterie  nirgends  die 
mindeste  zeitliche  Veränderung  und  trotzdem  erklärt 
Maxwell  die  Eigenschaften  desselben  durch  die  Hypothese, 
daß  das  Wesen  des  elektrischen  Stromes  in  einer  heftigen 
Bewegung  bestehe,  deren  Schauplatz  teils  das  Innere  des 
Stromleiters,  teis  auch  der  umgebende  Äther  ist 

Wir  müssen  uns  also  nach  mechanischen  Modellen  um- 
sehen, denen  ähnliche  Eigenschaften  zukommen.  Ein  Bei- 
spiel eines  solchen  Modelies  liefert  ein  starrer,   rund  um 
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seine  Achse  herum  absolut  symmetrischer  Rotationskörper,  der 
keine  andere  Bewegung  macht,  als  eine  rapide  Drehung  um 
diese  Achse.  Ein  anderes  Beispiel  liefert  ein  wirbelloser 
Strom  einer  absolut  homogenen,  inkompressibeln  reibungs- 
losen Flüssigkeit  in  einem  in  sich  selbst  zurücklaufenden 
Kanäle  mit  absolut  starren  Wänden.  Wir  bezeichnen  der- 
artige Bewegungen  als  zyklische. 

Spezielle  zyklische  Systeme  wurden  schon  frfiher  mehr- 
fach in  der  Mechanik  und  Wärmetheorie  besonders  Ton 
Bankine  verwendet  Maxwell  behandelte  zuerst  allgemeine 
cykliBche  Systeme  und  yerwendete  sie  zur  Erklärung  der 
elektromagnetischen  und  elektrodynamischen  Erscheinungen. 
Ihre  Anwendung  auf  die  Wärmetheorie  in  allgemeinerer 
Form  als  es  durch  Bankine  geschah,  die  Weiterentwick- 
lung der  schon  von  Maxwell  aufgestellten  Grundgleichnngen 
für  dieselben,  sowie  auch  die  Grundzüge  der  jetzt  üblichen 
Terminologie  dafiir  ist  Helmholtz  zu  verdanken. 

Zyklische  Systeme  im  strengsten  Sinne  (wir  wollen  sie 
im  folgenden  echte  Zykeln  nennen)  sind  solche,  in  denen 
zwar  beliebige  Bewegungen  stattfinden,  jedoch  so,  daß, 
wenn  irgend  ein  Massenteilchen  eine  Stelle  des  Baumes 
▼erläßt^  immer  sofort  ein  vollkommen  gleich  beschaffenes  an 
dessen  Stelle  tritt,  welches  die  gleiche  gleichgerichtete  Ge- 
schwindigkeit hat^  die  auch  das  erstere  Teilchen  an  dieser 
Stelle  des  Baumes  hatte.  Eine  Koordinate  heißt  eine  echt 
zyklische,  wenn  das  System  eine  solche  Bewegung  ausführt, 
sobald  sich  diese  Koordinate  unter  Konstanthaltung  der 
übrigen  Koordinaten  verändert 

Die  Molekularbewegungen,  welche  nach  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  die  Wärme  darstellen,  sind  nach 
den  Vorstellungen  dieser  Theorie  keine  streng  zyklischen. 
Nur  wegen  der  großen  Zahl  der  bewegten  Moleküle  erreicht 
immer,  sobald  ein  Molekül  aus  einem  gewissen  Bewegnngs- 
zustande  austritt,  bald  in  der  Nachbarschaft  ein  anderes 
Molekül  einen  sehr  ähnlichen  Bewegungszustand,  so  daß 
wir  äußerlich  keine  Veränderung  wahrnehmen.  Deshalb 
hat  man  den  Begriff  der  echt  zyklischen  Systeme  er- 
weitert; das  Charakteristikum  der  echt  zyklischen  Systeme 
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besteht  darin,  daß  ihre  sämtlichen  Eigenschaften  nicht  Ton 
dem  Absolutwerte  der  echt  zyklischen  Koordinaten,  sondern 
bloß  Yon  deren  Änderungsgeschwindigkeiten  abhängen.  Der 
nach  der  Zeit  nicht  differenzierte  Wert  einer  zyklischen 
Koordinate  kann  daher  weder  im  Ausdrucke  f&r  die  leben- 
dige Kraft,  noch  in  den  Ausdrücken  f&r  die  auf  das  System 
wirkenden  KiUft;e  noch  in  den  die  Bedingungen  ausdrücken- 
den Funktionen  Yorkommen.  In  Verallgemeinerung  des 
Begriffs  der  echt  zyklischen  Koordinaten  wollen  wir  nach 
dem  Vorgänge  Hertz'  jede  beliebige  Koordinate,  deren  nach 
der  Zeit  nicht  differenzierter  Wert  in  allen  diesen  Aus- 
drücken nicht  Yorkommt,  als  eine  zyklische  Koordinate 
schlechtweg  bezeichnen. 

Wenn  in  einem  Systeme  weder  innere  noch  äußere 
Kräfte  tätig  sind,  wie  dies  Hertz  Yon  allen  Systemen  an- 
nimmt, so  sind,  falls  auch  keine  Bedingungsgleichungen 
Torhanden  sind,  selbst  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
zyklische. 

Eine  gewisse  Verwandtschaft  mit  den  zyklischen 
Systemen  haben  solche  Systeme,  deren  Bewegung  eine 
periodische  ist,  bei  denen  also  nach  Verlauf  einer  gewissen 
Zeit  immer  wieder  genau  dieselben  Bewegungszustände  in 
derselben  Reihenfolge  wiederkehren,  und  welche  wir  kurz 
periodische  Systeme  nennen  wollen.  Dieselben  können,  wenn 
den  periodisch  bewegten  Massen  nur  eine  untergeordnete 
Rolle  zufällt,  fast  alle  Eigenschaften  der  zyklischen  haben, 
wenn  sie  sich  z.  B.  nur  dadurch  Yon  echt  zyklischen  unter- 
scheiden, daß  sie  rotierende  Zahnräder,  hin-  und  her- 
gehende Kolben  oder  sonstige  oszillierend  sich  bewegende 
Massen  enthalten. 

Helmholtz  geht  noch  weiter  und  betrachtet  Systeme, 
welche  bloß  der  Bedingung  unterworfen  sind,  daß  nicht  nur 
die  Summe  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie,  sondern 
jede  dieser  Energien  für  sich  immer  konstant  bleibt  Er 
nennt  diese  Systeme  isokinetische.  Eünen  noch  allgemeineren 
Begriff  bildet  Clausius,  indem  er  eine  Bewegung,  wobei 
niemals  der  Wert  irgend  einer  der  rechtwinkligen  Koordi- 
naten oder  irgend  einer  der  Geschwindigkeitskomponenten 
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eines  materiellen  Punktes  nach  den  Eoordinatenrichtungen 
über  alle  Grenzen  wächst»  wenn  die  Bewegung  beliebig  lang 
fortgesetzt  wird,  als  eine  stationäre  bezeichnet,  woftür  ich 
aber  lieber  das  Wort  ^^finit^'  gebrauchen  will.  Wenn  außei^ 
dem  noch  die  Bewegung  zwar  nicht  in  dem  Sinne  periodisch 
ist,  daß  nach  Verlauf  einer  endlichen  Zeit  alle  materieUen 
Punkte  gleichzeitig  exakt  zu  ihrer  alten  Lage,  Geschwindig- 
keit und  Geschwindigkeitsrichtung  zurückkehren  und  dann 
wieder  die  gleiche  Bewegung  von  vome  beginnen,  aber  doch 
eine  solche  Regelmäßigkeit  in  der  Bewegung  herrscht,  dafl 
das  Zeitmittel  der  lebendigen  Kraft,  einer  Geschwindigkeits- 
komponente, oder  des  Wertes  irgend  einer  rechtwinkligen 
Koordinate  irgend  eines  materiellen  Punktes  oder  der  ge- 
samten Kraftfunktion  V  etc.  je  einer  festbestimmten  Grenze 
zueilt,  wenn  man  die  Zeit,  während  welcher  dieses  Mittel 
genommen  wird,  ohne  die  Bewegung  zu  variieren,  in  be- 
liebiger Weise  über  alle  Grenzen  wachsen  läßt,  so  wollen 
wir  eine  solche  Bewegung  eine  mesische  nennen. 

§  44.   Spezielle  Beispiele. 

Wir  wollen,  ehe  wir  an  die  Ausführung  der  Bechnong 
gehen,  das  Gesagte  durch  einige  Beispiele  erläutern. 

Das  ersU  Beispiel  ist  das  schon  mehrfach  erwähnte,  aas 
der  kinetischen  Theorie  der  Gase  oder  tropfbaren  Flüssig- 
keiten. Das  System  wird  gebildet  durch  n  materielle  Punkte, 
die  sich  ganz  wie  nach  den  Anschauungen  der  mechanischen 
Wärmetheorie  die  Moleküle  eines  dem  van  der  Waals- 
schen  Gesetze  folgenden  Gases  oder  einer  tropfbaren  Flüs- 
sigkeit in  einem  zylindrischen  Gefäße  mit  starren  Wänden 
bewegen,  das  oben  durch  einen  vollkommen  dichten,  reibnngs- 
losen  Stempel  abgeschlossen  ist  Die  Erhöhung  der  leben- 
digen Kraft  etwa  durch  von  außen  irgend  woher  kommende 
Molekularstöße  korrespondiert  der  zur  Temperaturerhöhung 
verwendeten  zugeftihrten  Wärme,  wogegen  die  gegen  die 
zwischen  den  n  materiellen  Punkten  tätigen  Innenkr&fte  ge- 
leistete Arbeit  der  inneren  Arbeit  korrespondiert  Die 
8  Variabein  sind  die  zur  Bestimmung  der  Lage  der  n  mate- 
riellen Punkte  notwendigen  Größen. 
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Der  Stempel  bewegt  sich  immer  nur  langsam,  so  daß 
sein  Druck  immer  nahe  gleich  dem  Gegendrudie  der  mate- 
riellen Punkte  isty  zwischen  denen  immer  auch  nahezu 
Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  bestehen  soll.  Die 
^Yariabeln  bestimmen  die  Lage  des  Stempels.  Die  Arbeit 
der  Kraft,  welche  der  Stempel  auf  die  materiellen  Punkte 
ausübt,  ist  die  äußere  Arbeit  Sie  ist  gleich  der  Arbeit, 
welche  die  yon  außen  auf  den  Stempel  wirkenden  Kräfte 
leisten.  Dieses  System  ist  bei  genügend  großer  Zahl  der 
Moleküle  ein  unechtes  Zykel,  isokinetisch,  finit  und  mesisch, 
doch  nicht  periodisch. 

Zweites  BeiepM:  ZentraßmoegungsrnodeU.  Wir  betrachten 
ähnlich,  wie  wir  es  schon  am  Schlüsse  des  Paragraphen  41 
taten,  die  Zentralbewegung  eines  einzigen  materiellen  Punktes. 
Aber  es  sei  Vorsorge  getroffen,  daß  sich  während  der  Zen- 
tralbewegung die  beiden  Konstanten  X  und  a  langsam  ver- 
ändem  können,  welche  das  Gesetz  bestimmen,  nach  dem  die 
Zentralkraft  wirkt 

An  Stelle  der  Glausiusschen  Annahme  einer  direkten 
Veränderlichkeit  der  Naturgesetze  wollen  wir  uns  die  Ver- 
änderlichkeit Yon  X  und  a  durch  gewöhnliche  mechanische 
Hilfsmittel  bewirkt  denken.  Handelt  es  sich  zunächst  um 
die  Zentralbewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne,  so 
können  wir  uns  etwa  Yorstellen,  daß  von  außen  stets  Massen 
(Meteorsteine)  in  die  Sonne  stürzen,  so  daß  deren  Masse  und 
daher  auch  deren  Anziehungskraft  gegen  den  Planeten  mit 
der  Zeit  wächst  Wollte  man  einen  geschlossenen  Prozeß 
analog  dem  Carnotschen  Kreisprozesse  konstruieren,  so 
müßten  z.  B.  zuerst  Massen  in  die  Sonne  stürzen.  Hierbei 
würde  äußere  Arbeit  gewonnen«  Dann  müßte  die  lebendige 
£raft  der  Zentralbewegung,  welcher  die  Wärmeenergie  des 
warmen  Körpers  entspricht,  yermindert  werden.  Dann 
müßten  dieselben  Massen  wieder  von  der  Sonne  fort  bis  in 
unendliche  Entfernung  gebracht  werden.  Hierbei  wäre 
weniger  Arbeit  zu  leisten  als  früher  beim  Hineinstürzen  ge- 
wonnen wurde,  da  ja  der  Planet  jetzt  entfernter  ist  und 
weniger  Anziehung  ausübt.  Endlich  müßte  wieder  die 
BiüergLe  der  Umlaufsbewegung  des  Planeten  durch  ^ine  ent- 
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sprechende  Energiezofiihr  auf  den  alten  Stand  gebracht 
werden  und  wir  nehmen  an,  daß  Qestalt,  Lage  and  Be- 
wegnngsgesdiwindigkeiten  zum  Schlosse  wiedw  dieselben 
wie  zn  Anfang  des  Prozesses  sind.  Da  hier  die  Bahn  stets 
eine  geschlossene  ist,  so  wäre  bereits  yoUstftndige  Analogie 
mit  dem  zweiten  Hauptsatze  Yorhanden.  Wenn  7*  die  mittlere 
lebendige  Kraft  des  Planeten  in  seiner  Umlaufsbewegong 
nnd  ^  0  die  Energie  ist^  die  man  ihm  behufs  Erhöhung  der 
lebendigen  Kraft  seiner  Umlaufsbewegung  w&hrend  eines 
unendlich  kleinen  Teiles  des  Prozesses  zuftQiren  muß,  so  ist 
nicht  SQf  wohl  aber  SQ/T  ein  yoUständiges  Differential, 
sobald  die  Masse  der  Sonne  stets  so  langsam  zu-  und  ab- 
nimmt» daß  die  Zu-  oder  Abnahme  während  eines  Planeten- 
umlauft  als  klein  und  gleichförmig  mit  der  Zeit  erfolgend 
betrachtet  werden  kann.  Man  kann  dies  durch  Ausftüming 
der  Rechnung  im  Detail  verifizieren,  doch  ist  das  Hinein- 
stürzen von  Massen  in  die  Sonne  immerhin  ein  fftr  die 
Rechnung  noch  etwas  unbequemer  Vorgang. 

Eine  physikalisch  zwar  etwas  abstrakte,  abermechamsch 
noch  weit  klarere  Vorrichtung,  welche  in  größter  Allgemein- 
heit alle  denkbaren  Fälle  illustriert»  ist  die  folgende:  eine 
sehr  kleine  vollkommen  glatte  Kugel  von  der  Masse  m  be- 
wege sich  auf  einer  glatten  horizontalen  Elbene.  Daran  sei 
ein  biegsamer  massenloser  Faden  von  unveränderlicher  lAoge 
befestigt,  der  durch  ein  Loch  der  Ebene  geht,  dann  ver- 
tikal herabhängt  und  am  Ende  einen  massenlosen,  in  einer 
vertikalen  Bohre  reibungslos  beweglichen  Magnetpol  Ä  trägt 
Vertikal  unter  diesem  befinde  sich  ein  außerordentlich  kurzer, 
um  eine  horizontale  Achse  drehbarer  Magnet,  dessen  sehr 
nahe  Pole  B  und  G  heißen  eollen. 

Man  kann  nun  dem  Kügelchen  m  während  der  Zentral- 
bewegung durch  kleine  Stöße  langsam  lebendige  E[raft  za- 
führen  (dies  entspricht  der  Wärmezuftihr)  und  auch  den 
Magneten  langsam  drehen  (entsprechend  der  Bewegung  des 
Stempels).  So  kann  man  den  Zustand  langsam  variieren 
und  auch  wieder  auf  anderem  Wege  zum  alten  Bewegungs- 
zustande zurückkehren,  indem  man  z.  B.  zuerst  bei  weniger 
lebhafter  Bewegung  des  Kfigelchens  m  den  kurzen  Magnet 
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dreht,  dann  lebendige  Kraft  zaführt,  dann  bei  heftiger  Be- 
wegung den  kurzen  Magnet  langsam  in  die  alte  Lage  zurück- 
dreht und  dann  wieder  gerade  so  viel  lebendige  Kraft  entzieht, 
bis  die  lebendige  Kraft  den  alten  Wert  erlangt  hat  und  dabei 
auch  die  Bewegungsrichtung  gerade  so  ändert,  daß  schließlich 
wieder  dieselbe  Bahn  bei  gleicher  Lage  des  Magnets  eintritt 
Die  Variabein,  welche  die  Position  der  Masse  m  in  der  Ebene 
bestimmen,  sind  die,  welche  wir  früher  die  s  Variabein 
nannten,  die  g  Variabein  reduzieren  sich  auf  eine  einzige, 
DämHch  den  Drehungswinkel  des  Magnets. 

Man  kann  in  zweifacher  Weise  bewirken,  daß  die  von 
außen  auf  den  Magneten  wirksame  Kraft  nicht  während  der 
unvariierten  Bewegung  periodisch  veränderUch,  sondern  nur. 
Ms  die  Bewegung  variiert  wird,  langsam  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich zu  sein  braucht:  erstens  wenn  man  annimmt,  daß  die 
TJmlaufBzeit  der  Masse  m  sehr  kurz  und  das  Trägheitsmoment 
des  Magneten  bezüglich  seiner  Drehungsachse  enorm  groß 
ist,  so  daß  er  während  der  Wanderung  der  Masse  m  vom 
Perihel    bis    zum    Aphel    nur    eine    verschwindend    kleine 
Drehung  macht,  zweitens  wenn  man  auf  der  horizontalen 
Ebene  statt  einer  einzigen  unendlich  viele  vollkommen  gleich 
beschaffene  Massen  m  fingiert,  welche  alle  möglichen  Phasen 
derselben  Zentralbewegung  gleichzeitig  haben,  und  sich,  ohne 
sich  gegenseitig  zu  stören,  unabhängig  voneinander  bewegen 
und  alle  vom  Magneten  in  gleicherweise  und  durch  Vermitt- 
lung  der    gleichen    beschriebenen    Vorrichtungen    af&ziert 
werden.    Dadurch  kann  man  das  System  in  ein  isokinetisches 
im  Sinne  Helmhol tz'  und  zugleich  auch  in  ein  echt  zyk- 
lisches verwandeln,   wenn  nämlich  alle  diese  Massen   die 
ganze  Fläche,  welche  sie  bei  der  Zentralbewegung  im  Ver- 
lauf der  Zeit  bestreichen,   schon   zu  Anfang  der  Zeit  in 
passender  Weise   kontinuierlich  bedecken.    Doch  ist  dann 
zur  Bestimmung  der  Lage   irgend   eines   der  in  Zentral- 
bewegung begriffenen  Massenteilchen  nebst  den  langsam  ver- 
änderlichen Koordinaten,  welche  die  Position  des  oder  der 
Magnete  bestimmen,  keineswegs  die  Kenntnis  einer  einzigen 
zyklischen  Variabein  ausreichend,  sondern  es  sind  dazu  noch 
zwei  Variabein  (zwei  rechtwinklige  Koordinaten  in  der  Ebene, 
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oder  die  Bahnlftnge  und  die  Bewegungsrichtong  in  gegebener 
Entfernung  Yom  Kraftzentrum)  erforderlich. 

Will  man  bewirken ,  dafi  die  Zentralbe wegong  jeder 
Masse  nach  dem  New  ton  sehen  Gravitationsgesetze  erfolgt, 
so  darf  man  keinen  gewöhnlichen  Magneten  anwenden, 
sondern  der  Pol  Ä  muß  von  dem  näheren  Pole  B  mit  einer 
der  ersten  Potenz  der  Entfernung  yerkehrt  proportionalen 
Kraft  angezogen,  yon  dem  entfernten  Pole  0  aber  mit  einer 
gleichen  Kraft  abgestoßen  werden.  Dann  wird  wieder  nicht 
SQ,  wohl  aber  SQjT  ein  yollständiges  Differential  sein. 
Hat  man  gleichzeitig  zwei  Magnete,  von  denen  der  eine  yon 
der  eben  geschilderten  Beschaffenheit  ist,  der  andere  aber 
nach  demselben  Gesetze  wirkt»  wie  ein  gewöhnlicher  Magnet^ 
und  yon  denen  jeder  unabhängig  yon  dem  andern  drehbar 
ist,  so  erhält  man  eine  Zentralbewegung,  bei  welcher  die 
Zentralkraft  das  am  Ende  des  Paragraphen  41  erw&hnte 
Gesetz  befolgt  und  die  beiden  Konstanten  X  und  a  unab- 
hängig yoneinander  langsam  yerändert  werden  können. 

Es  ist  dann  auch  3  Q/T  kein  yoUständiges  Differential  und 
man  sieht,  daß  nicht  für  alle  isokinetischen  und  auch  nicht 
alle  rein  zyklischen  Systeme  SQjT  ein  yollständiges  Diffe- 
rential ist  Bezüglich  der  ausführlichen  Berechnung  aller 
Beispiele  yerweise  ich  auf  Wien.  Sitz.  Ber.  11,  92,  S.  853 
Okt  1885,  Exn.  Rep.  d.  Physik  22,  S.  185. 

Drütes  Beispiel.  Eine  Masse  rotiert  rasch  um  eine  Achse 
und  ihre  Entfernung  yon  der  Achse  ist  der  langsam  yer* 
änderliche  Parameter.  Es  ist  dies  ein  lehrreiches  Beispiel 
für  ein  zyklisches  System  im  weiteren  Sinne  nach  der  Be- 
zeichnungsweise Hertz',  welches  kein  echtes  Zykel  ist  Eis 
soll  Kürze  halber  im  folgenden  immer  als  das  Zentrifugal- 
modell  bezeichnet  werden.  Über  die  schöne  Analogie,  welche 
diese  einfache  mechanische  Vorrichtung  mit  dem  Garnot- 
sehen  Satze  und  dem  Verhalten  yoUkommener  Gase  zeigt, 
yergl.  meine  Vorlesungen  über  Maxwells  Theorie  der  Eldc- 
trizität  und  des  Lichtes  1.  Band^  2.  Vorlesung.  Im  selben 
Buche,  4.  und  6.  Vorlesung,  ist  auch  eine  Vorrichtung  be- 
schrieben, an  welcher  zwei  yoneinander  unabhängige  zyk- 
lische Bewegungen  möglich  sind. 
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Viertea  BeMpiei :  Das  Flü^ngkeiisstrommodeü.  Eine  reibungs- 
lose^ inkompressible  Flüssigkeit  strGmt  wirbellos  in  einem 
in  sich  zorücklanfenden  Kanäle.  Die  Gestalt  des  Eanales 
und  auch  dessen  Qaersohnitt  an  verschiedenen  Stellen  kann 
langsam  yenLnderlich  sein,  ohne  daB  jedoch  der  gesamte 
Hohlraam  des  Eanales  variiert.  Dieses  System  ist  ein 
echtes  Zykel. 


§  45.  Es  wird  weder  Feriodiatat  noch 

Charakter  der  Bewegping  yoranigeBetst. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Rechnung  möglichst  all- 
gemein durchfahren.  Wir  denken  uns  n  materielle  Punkte 
(das'  Kügelchen  m  des  Zentralbewegungsmodells),  deren 
Lage  durch  s  generalisierte  Koordinaten  bestimmt  ist 
Zwischen  den  letzteren  können  möglicherweise  noch  a  mit 
der  Zeit  vollkommen  unveränderliche  Bedingungen  bestehen, 
die  also  auch  fiir  alle  variierten  Bewegungen  dieselben 
bleiben  müssen. 

Später  werden  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  dieser 
n  materiellen  Punkte  eine  zyklische  oder  eine  damit  ver- 
wandte ist  Vorläufig  aber  wollen  wir  sie  noch  ganz  allge- 
mein lassen. 

Diese  n  Punkte  bilden  das  betrachtete  mechanische 
System.  Außerdem  sollen  noch  dreierlei  materielle  Punkte 
wirksam  sein. 

1.  Mit  den  n  materiellen  Punkten  sollen  zunächst 
andere  (n')  in  Wechselwirkung  stehen,  welche  letztere  ihre 
Lage  im  Räume  immer  unverändert  beibehalten  und  daher 
ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  auch  zu  den 
n  Punkten  hinzugerechnet  werden  können.  Eis  könnte  sich 
z.  B.  beim  Zentralbewegungsmodelle  an  der  Stelle,  wo  der 
Faden  durch  das  Loch  geht,  eine  fixe  unveränderliche 
Masse  befinden,  welche  eine  beliebige  Zentralkraft  auf  das 
Kügelchen  m  ausübt.  Solche  Massen  könnten  auch  anderswo 
in  der  Bahnebene  des  Kügelchen  fix  verteilt  sein. 

2.  Außerdem  sollen  mit  den  n  materiellen  Punkten 
andere  v  in  Wechselwirkung  stehen,  deren  durch  g  genera- 
lisierte Koordinaten  (die  langsam  veränderlichen  Variabein 
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oder  Parameter)  bestimmte  Lage  manches  Mal  ganz  imyer- 
ändert,  manches  Mal  wieder  außerordentlich  langsam  ver- 
änderlich  ist  Die  v  Punkte  werden  bezüglich  des  betrach- 
teten Systems  als  äußere  angesehen.  Sie  entsprechen  dem 
Magnete  des  Zentralbewegungsmodells. 

8.  Es  sind  noch  andere  {N)  materielle  Punkte  vorhanden, 
welche  bloß  auf  die  v  Punkte,  also  gar  nicht  auf  die  n  Punkte 
wirken  sollen  und  daher  ganz  außerhalb  des  betrachteten 
Systems  stehen.  Die  Kräfte,  welche  sie  auf  die  ersteren 
Punkte  ausüben,  müssen  den  Kräften,  welche  die  n  Paukte 
auf  die  v  Punkte  ausüben,  vollständig  das  Oleichgewicht 
halten,  solange  die  letzteren  vollständig  ruhen,  der  Zustand 
muß  von  dem  des  Gleichgewichtes  sehr  wenig  verschieden 
sein,  wenn  sich  die  v  Punkte  langsam  bewegen.  Es  sind 
dies  am  Zentralbewegungsmodelle  die  Kräfte,  welche  an 
Magnete  den  Kräften,  die  der  Pol  Ä  auf  ihn  ausübt,  das 
Gleichgewicht  halten  müssen. 

T  sei  die  lebendige  Kraft  der  n  Punkte,  F  die  Kraft- 
funktion aller  von  ihrer  Wechselwirkung  untereinander  und 
der  Wirkung  der  n'  Punkte  auf  sie  herstammenden  Kräfte. 
Die  Arbeit  aller  dieser  Kräfte  nennen  wir  die  innere  Arbeit, 
die  der  Kräfte,  welche  von  den  v  Punkten  auf  die  n  Punkte 
ausgeübt  werden  (der  äußeren  Kräften),  nennen  wir  die 
äußere  Arbeit  Die  äußere  Kraft  nach  einer  Koordinate  Pj^ 
der  n  Punkte,  d.  h.  diejenige,  welche  vermöge  der  Wechsel- 
wirkung der  n  und  der  v  Punkte  darauf  wirkt,  soll  mit  %^ 
bezeichnet  werden.  Die  zwischen  den  n  und  den  v  Punkten 
wirkenden  Kräfte  sollen  ebenfalls  eine  Kraftftinktion  haben, 
welche  mit  Q  bezeichnet  werden  soll;  dagegen  soll  die  Ge- 
samtkraftfunktion F+  Q  aller  zwischen  den  n,  n  rmi 
V  Punkten  wirkenden  Kräfte  V  heißen.  Sobald  man  es  Tor- 
zieht  von  den  v  Punkten  gar  nicht  zu  sprechen,  ist  die 
äußere  Einwirkung  auf  die  n  Punkte  einfach  durch  die 
Kräfte  $^  bestimmt,  welche  die  Kraftfunktion  £i  haben,  die 
aber  dann  mit  der  Zeit  langsam  veränderliche  Parameter 
enthält. 

Es  sollen  sich  zuerst  die  n  materiellen  Punkte  bei  un- 
veränderlicher Lage  der  v  Punkte  während  der  Zeit  t^  —  t^ 
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bewegen,  was  wir  als  deren  unyariierte  Bewegung  bezeichnen 
wollen.  Die  analog  der  Formel  236)  berechneten  Mittel- 
werte von  T,  V  etc.  während  dieser  Zeit  sollen  mit  T,  V  etc. 
bezeichnet  werden. 

Wir  vergleichen  mit  der  imvariierten  Bewegung  zunächst 
eine  andere  Bewegung,  welche  in  unendlich  wenig  ver- 
schiedener Weise  geschieht,  zur  selben  Zeit  t^^  wie  die  un- 
variierte  Bewegung  beginnt,  und  zu  einer  von  t^  unendlich 
wenig  verschiedenen  Zeit  ii  +  St^  endet. 

Irgend  einem  Zustande  Ä  der  unvariierten  Bewegung, 
welcher  zu  irgend  einer  Zeit  t  stattfindet,  korrespondiert 
immer  derjenige  Zustand  B  der  variierten  Bewegung,  welcher 
zur  selben  Zeit  i  stattfindet  Im  Zustande  B  soll  die  leben- 
dige Ejraft  T  der  n  Punkte  um  ^  T  größer  sein  als  im  Zu- 
stande A. 

Die  Werte  der  s  Koordinaten  sämtlicher  n  Punkte 
werden  ebenfalls  im  Zustande  B  etwas  andere  sein  als  im 
Zustande  A.  Die  durch  diesen  Umstand  allein  bewirkten 
Zuwächse  von  F,  Q  und  V  bezeichnen  wir  mit  8F,  8£i 
und  8  F.    Ist  femer 

die  gesamte,   nach   einer  Koordinate  pj^  des  Systems   der 
n  Punkte  wirkende  generalisierte  Kraft,  so  ist  also : 

241)  8F+SH^8  F==—  2*  Ph^Pj,^ 

Es  ist  also  8  V  genau  die  auch  im  Vorhergehenden 
immer  so  bezeichnete  Größe  und  stellt  den  Gesamtbetrag 
der  dem  Systeme  der  n  Punkte  zugeführten  Energie  dar, 
welcher  auf  Arbeitsleistung  gegen  alle  auf  die  n  Punkte 
wirkenden  Kräfte  verwendet  wird.  Da  femer  8T  den  Zu- 
wachs der  lebendigen  Kraft  dieser  Punkte  darstellt,  so  müßte 
den  n  Punkten  irgendwie  die  Gesamtenergie 

242)  8E:=:8T+8V^8J^  +  8Q^8Jn,^  -  8^Si 

zugeführt  werden,  um  den  Zustand  Ä  des  Systems  in  den 
Zustand  B  überzuführen.    Die  Kräfte,  welche  diese  Ene^e 
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Zofdhr  bewirken  und  auf  welche  wir  jetzt  allein  den 
Namen  Zusatzkrftfte  beschränken  wollen,  sind  ganz  nene 
EjAfte,  welche  von  allen  während  der  onyariierten  Bewegnog 
wirkenden  völlig  verschieden  sind.  Diese  Energie  SE  stellen 
wir  mit  der  einem  Körper  zngefthrten  Wärme  ^Q  in 
Parallele,  J^^  T+  F  dagegen,  oder  auch,  wenn  wir  lieber 
wollen,  J^^n^  T+  V,  setzen  wir  mit  der  gesamten  inneren 
Energie  eines  warmen  Körpers,  der  lebendigen  Sjraft  der 
Molekolarbewegong  und  der  auf  innere  Arbeitsleistimg  ver- 
wendeten Wärme  in  Parallele. 

§  46.    Das  erweiterte  System. 

Die  Zuwächse  der  Kraftfunktionen  Q  und  V,  welche 
daher  rühren,  daß  im  Zustande  B  auch  die  p  materiellen 
Punkte  etwas  andere  Lagen  haben  als  im  Zustande  J,  sollen 
mit  8^  Q  und  3^  Fbezeichnet  werden,  so  daß  der  totale  Zuwachs, 
den  die  Größen  V  und  £i  beim  Übergang  vom  Zustande  Ä 
in  den  Zustand  B  erfahren, 

243)  Stoi.V^SV+S^7,      St^£i^SQ  +  S^ü 

ist,  und  der  Ausdruck 

244)  SJ^^  =  ST+Sr+8^V 

den  totalen  Zuwachs  der  Qesamtenergie  «/j^  ,  «  7  +  F  des 
erweiterten  Systems  der  n  +  v  Punkte  darstellt 

Man  kann  daher  sagen:  Wenn  die  Überf&hrung  aas 
dem  unvariierten  in  den  variierten  Zustand  gerade  zur 
Zeit  i  stattfände,  so  daß  gerade  der  Zustand  A  in  den  Zu- 
stand B  übergeführt  würde,  so  würde  dem  System  der 
n  Punkte  von  den  Zusatzkräften  die  Energie  S  E,  durch  die 
Einwirkung  der  v  Punkte  die  Energie  --  8£2  zugef&hrt^  so 
daß  seine  innere  Energie  um  SJ^=^ST+3F  wächst  oder 
es  wird  von  der  ganzen,  durch  Zusatzkräfte  zugef&hrton 
Energie  SE  der  Teil  8T+SF  mf  Vermehrung  der  Eigen- 
energie, der  Anteil  8  Q  aber  auf  äußere  Arbeitsleistung  ver- 
wendet 

fi  ist  die  Kraftfunktion  der  Wechselwirkung  der  n  und 
der  V  Punkte.    Da  es  sich  hier  bloß  um  ein  mechanisches 
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Bild  gevrisser  NaturerscheinuDgen  handelt,  so  ist  es  voll- 
kommen willkürlich,  welche  Punkte  man  dem  betrachteten 
Systeme  zuzahlt  und  welche  man  als  äußere  ansieht  Es 
kann  in  dem  einen  Falle  die  eine,  in  dem  anderen  wieder 
eine  andere  Analogie  mit  den  Eigenschaften  warmer  Körper 
besonders  hervortreten.  Man  kann  daher  auch  die  v  Punkte 
noch  zum  betrachteten  Systeme  rechnen,  so  daß  dann 

die  potentielle,  und 

Jn,.^T+  r=T+F+n 

die  totale  Energie  des  gesamten  betrachteten  Systems  ist 
Dann  wäre  wieder  3T+  SV  mit  der  zugeführten  Wärme 
aber  jetzt  8^V=^  S^Q  mit  der  in  Form  von  äußerer  Arbeit 
dem  Systeme  zugeführten  Energie  in  Parallele  zu  setzen, 
^  S^Q  der  auf  äußere  Arbeitsleistung  aufgewendeten  Wärme, 
Wenn  die  Kräfte,  welche  die  Kraftfnnktion  Q  haben, 
keine  gewöhnlichen  Fernkräfte  sind,  sondern  den  Wert  Null 
haben,  bei  einer  gewissen  Entfernung  der  Punkte,  zwischen 
denen  sie  wirken,  bei  etwas  größerer  oder  kleinerer  Ent- 
fernung aber  sofort  ins  Unendliche  anwachsen,  so  ist  ohne- 
dies £2  konstant,  daher 

und  es  kommen  beide  Auffassungen  auf  dasselbe  hinaus. 
Bei  dem  Zentrifugalmodell  ist  diese  Bedingung  ohne  weiteres 
erfüllt;  beim  Bilde  eines  von  einem  Stempel  abgeschlossenen 
Gases  kann  man  sich  dieselbe  jedenfalls  ohne  wesentliche 
Modifikation  des  Problems  erfüUt  denken,  da  ja  auch  in 
diesem  Falle  nur  ein  verschwindender  Energiebetrag  auf 
Veränderung  der  Kraftfunktion  derjenigen  Kräfte  verwendet 
wird,  die  zwischen  den  Oasmolekülen  und  denjenigen  des 
Stempels  tätig  sind,  also  die  Variationen  von  Q  nicht  in 
Betracht  kommen. 

Mit  $^  haben  wir  die  Kräfte  bezeichnet,  welche  die 
»Punkte  auf  die  n Punkte  ausüben  (der  Stempel  auf  das 
Gas).  Gleiche  und  gleich  bezeichnete  Klüfte  üben  f&r  den 
Fall  der  Ruhe  der  i^  Punkte  die  iV^  Punkte  auf  die  tr  Punkte 

Bolttmann,  Mechanik  IT.  12 
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ans  (die  Hand  oder  belastende  Gewichte  von  der  Anßen- 
Seite  auf  einen  leicht  beweglichen,  das  Gas  abschließenden 
Stempel).  Gleiche  entgegengesetzt  bezeichnete  Kräfte  üben 
die  n  auf  die  v  oder  die  v  auf  die  ^Punkte  aus.  Für  eine 
außerordentlich  langsame  Bewegung  der  i^  Punkte,  wobei 
der  ganze  Prozeß  nahezu  umkehrbar  ausfällt  (umkehrbare 
Ausdehnung  des  Gases),  gilt  das  eben  Gesagte  wenigstens 
mit  sehr  großer  Annäherung. 

Es  ist  daher  —  S^V  auch  die  Arbeit,  welche  vermöge 
der  Bewegung  der  v  Punkte  gegen  die  Kräfte  geleistet  wird, 
die  von  dem  N  auf  die  v  Punkte  ausgeübt  werden  und  be- 
wirken, daß  letztere  bei  der  unvariierten  Bewegung  in  Buhe 
bleiben,  bei  der  variierten  aber  sich  nur  überaus  langsam 
bewegen.  Letztere  Kräft^e  sind  nämlich  den  Kräften  ^^^ 
vollständig  gleich. 


§  47.  Anwendung  des  Prinrips  der  kleinsten  Wirkung. 

Es  hat  nun  8E,  ST  und  8  V  dieselbe  Bedeutung  wie 
in  Formel  223  §  86.  F  enthält  allerdings  außer  den  Ko- 
ordinaten der  n  auch  noch  die  der  v  Punkte  und  die  die  letsE- 
teren  enthaltenden  Ausdrücke  spielen  im  Ausdrucke  ftir  die 
Kraftfunktion  der  n  Punkte  die  Bolle  langsam  veränder- 
licher Parameter,  sobald  die  v  Punkte  sich  langsam  be- 
wegen; allein  dies  geschieht  niemals,  solange  die  Bewegung 
unvariiert  bleibt.  Während  der  unvariierten  Bewegung  ist 
daher  V  eine  die  Zeit  nicht  explizit  enthaltende  Funktion 
der  Koordinaten  der  n  materiellen  Punkte  und  das  allein 
ist  zu  Anfang  des  §  36  vorausgesetzt.  Die  durch  unendlich 
kleine  Bewegung  der  v  Punkte  eintretenden  Wirkungen 
werden  dort  zu  den  Zusatzkräften  gerechnet  Es  gilt  daher 
hier  wieder  die  Gleichung  223),  nämlich: 

2SfTdt  =fSEdt  +  ^H{ql  8pl  -  ql  Spl). 

Wir  haben  bisher  die  unvariierte  Bewegung  während 
der  Zeit  ^  —  <o  ^^^  daneben  ganz  davon  unabhängig  die 
variierte  während  der  Zeit  ^i  +  ^^  —  t^  betrachtet 
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Wir  wollen  xins  jetzt  mit  der  Betrachtung  des  Überganges 
von  der  einen  zur  anderen  beschäftigen.  Da  ist  es  zunächst 
YoUkommen  gleichgültig,  zu  welchem  oder  zu  welchen  im  Ver- 
lauf der  ganzen  Zeit  ^— <o  U^^nden  Zeitmomenten  die  Zu- 
satzkräfte den  n  Punkten  Energie  zugeführt  haben«  Dagegen 
ist  es  nicht  gleichgültig,  ob  die  gesamte  Verrückung  der 
r  Punkte  in  einem  einzigen  z?rischen  t^  und  t^  liegenden 
Momente  geschah  oder  sich  aus  mehreren  Verrückungen 
zusammensetzte  und  wann  im  Verlauf  der  Zeit  t^  —  i^  diese 
eine  resp.  jede  der  Partialverrückungen  stattfand.  Der 
Wert,  den  der  Zuwachs  8E-Sa^S{T+F)=^8J^  der 
Gesamtenergie  der  n  Punkte  und  ebenso  der  Wert,  den  der 
Zuwachs  SJn^^=^  ST+  SF+  Stou  Ü  =^  ST  +  StouV  der  ge- 
samten lebendigen  Kraft  und  Ejraftfunktion  der  n  +  p  Punkte 
am  Ende  der  Bewegung,  also  zur  Zeit  i^  +  8t^  hat,  ist, 
wenn  die  Gesamtverschiebung  der  t^  Punkte  dieselbe  ist, 
natürlich  daron  unabhängig,  wann  diese  Verschiebung  stattfand. 
Dagegen  ist  die  gesamte  äußere  Arbeit,  sei  es,  daß  wir  die- 
selbe als  S  ii  oder  als  ^Syi2  definieren,  daron  abhängig, 
wann  die  Verschiebung  der  t^  Punkte  stattfand,  ebenso  die 
Energie  ST  +  SV,  welche  die  Zusatzkräfte  den  n Punkten 
während  der  Zeit  t^  —  tQ  im  ganzen  zuführen  müssen.  Denn 
letztere  ist  gleich  ST+Stot.  V -^  S^ii^  ST+SF+Si2. 

Es  sollen  nun  speziell  die  v  Punkte  während  der  ganzen 
Zeit  ^  —  ^0  ^^^  Bewegung  sich  gleichförmig  aus  der  Lage, 
die  sie  für  die  unvariierte  Bewegung  haben,  in  die  Lage 
hinüberbe wegen,  welche  sie  für  die  variierte  Bewegung 
haben,  so  daß  sie  erstere  Lage  noch  zur  Zeit  i^  haben, 
letztere  aber  gerade  zur  Zeit  i^  erreichen.  Während  also 
die  Bewegung  der  n  Punkte  mit  großer  oder  kleiner  Ge- 
schwindigkeit geschehen  kann,  sollen  sich  die  t^  Punkte  un- 
endlich langsam,  aber  vollkommen  gleichförmig  bewegen, 
so  daß  sie  während  der  endlichen  Zeit  ^^  —  (q  nur  sehr 
kleine  Wege  zurücklegen,  weshalb  wir  die  ihren  Einfluß 
aasdrückenden  Größen  die  langsam  veränderlichen  Para- 
meter genannt  haben. 

Bezeichnen  wir  dann  mit  öy  ii  die  Arbeit,  welche  von 
den   »Punkten   gegen   die   von   der   Eraftfunktion    Q  her» 

12* 
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stammenden  Kräfte  geleistet  werden  müßte,  wenn  die  ganze 
Verschiebung  der  v  Punkte  im  Zeitmomente  t  vor  sich  ginge, 
so  ist  die  bei  der  jetzt  betrachteten  allmählichen  Ver- 
schiebung  der  f' Punkte   während   der  Zeit  di  geleisteten 

Arbeit  gleich 

d^  Sldt 


wobei  ^yi2  f&r  die  verschiedenen  Phasen  der  Bewegung 
verschieden,  daher  eine  Funktion  von  i  ist  Die  ganze  von 
den  f/ Punkten  gegen  die  der  Eraftfunktion  Si  entstammen- 
den Kräfte  während  der  Zeit  t^  —  t^  geleistete  Arbeit  ist 
also  im  Falle  der  allmählichen  Verschiebung  der  «/Punkte 

245)  SySi^^  ^^A-^fs^iidt. 

V7enn  dabei  auch  passende  Zusatzkräfte  vrirken,  welche 
mit  der  Verschiebung  der  v  Punkte  zusammen  die  unvariierte 
Bewegung  in  die  variierte  überführen,  so  daß  sich  die 
materiellen  Punkte  zur  Zeit  i^  noch  in  der  V7eise  bewegten, 
welche  der  unvariierten  Bewegung  zu  dieser  Zeit  entspricht, 
wogegen  sie  sich  zur  Zeit  ti  +  S\  genau  in  der  Weise  be- 
wegen, welche  ihnen  in  der  variierten  Bewegung  zur  Zeit 
^1  +  ^^1  (^^''  ^®^  Endzeit  t^  der  unvariierten  Bewegung 
korrespondierenden  Zeit)  zukommt,  so  müssen  die  Zusatz- 
kräfte den  n  materiellen  Punkten  die  Energie 

246)  SQ=-ST+StoLV^j-^S,ndt  =  -^J[ST+SV)^^ 

zuführen.  Wann  während  der  Zeit  t^  —  t^  und  in  welcher 
Weise  die  Zusatzkräfte  wirken,  ist  hierbei  gleichgültig,  so- 
bald nur  der  Effekt  der  ist,  daß  schließlich  genau  die 
variierte  Bewegung  erzeugt  wurde.  Denn  wenn  der  ganze 
Energiezuwachs  der  n  Punkte  und  die  Gesamtverschiebung 
der  V  Punkte,  also  dadurch  auch  die  nach  außen  abgegebene 
Energie  dieselben  sind,  so  ist  dadurch  die  von  den  Zusatz- 
kräften zugeführte  Energie  bestimmt.^) 


^)  Falls   das  System  ein  echt  zyklisches  ist,  d.  b.  falls  in  der 
unvariierten  Bewegung  an  die  Stelle  jeder  Masse,   die  ihren  PUts 
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Nun  ist  aber  ST+  3V  dieselbe  Größe,  die  in  Formel 
223  §  36  mit  SE  bezeichnet  wurde  und  man  erhält  daher 
ans  Gleichung  246 

247)        {t,  -  g^  0  =  2SfTdt  -  ^H{ql  Spl  -  ql  Spl). 


§  48.    Betrachtung  periodiflcher  Bewegungen. 

Falls  sowohl  die  unvariierte  als  auch  die  rariierte 
Bewegung  periodisch  sind,  kann  man  sich  die  drei  im 
Yorigen  Paragraphen  behandelten  Bewegungsarten,  die  un- 
yariierte,  die  variierte  und  den  allmählichen  Übergang 
Ton  der  einen  zur  andern  leicht  zeitlich  nacheinander 
realisiert  denken.  Ist  i  die  Periode  der  unvariierten, 
i  +  Si  die  der  variierten  Bewegung,  so  kann  man  setzen 
i^  iszt^  +  i^  8t^  =s  Si.  Man  kann  sich  dann  zunächst 
mehrere  Male  während  der  Zeit  i  die  unvariierte  Be- 
wegung vor  sich  gehend,  dann  während  der  Zeit  i  (auch 
2i,  3i)  die  t^  Punkte  langsam  verschoben  und  auch  die  Zusatz- 
kräfte wirkend  und  endlich  mehrere  Male  während  der  Zeit 
i  +  Si  die  variierte  Bewegung  ablaufend  denken.  Man 
denkt  sich  dann  alle  diese  Vorgänge  nacheinander  im  Ver- 
laufe der  Zeit  sich  abspielend  und  kann,  wenn  man  will, 
die  Unterscheidung  zwischen  zeitlichen  Änderungen  und 
Variationen  ganz  fallen  lassen. 


verläßt,  sogleich  eine  andere  gleich  beschaffene,  mit  einer  gleichen 
gleichgerichteten  Geschwindigkeit  begabte  Masse  tritt,  so  daß  die 
V  Punkte  auf  die  letztere  genau  so  wie  auf  die  erstere  wirken  und 
falls  dasselbe  auch  für  die  variierte  Bewegung  stattfindet,  so  hat  d^  Si 
f&r  alle  i  den  gleichen  Wert  und  die  obige  Formel  gilt  auch,  wenn 
die  y  Punkte  sich  nicht  gleichförmig  aus  der  unvariierten  in  die 
variierte  Lage  bewegen,  die  äußere  Arbeit  ist  dann  ganz  davon  un- 
abhängig, wann  die  Verschiebung  der  y  Punkte  erfolgt  Doch  wird 
noch  immer  vorausgesetzt,  daß  die  Gesamtbewegung  der  y  Punkte 
während  der  Zeit  ^i  —  ^  sehr  klein  ist.  Selbst  wenn  sie  ruckweise 
erfolgt,  so  darf  immer  nach  endlicher  Zeit  wieder  ein  nur  unendlich 
kleiner  Ruck  geschehen.  Unter  dieser  Bedingung  kann  man  dann 
die  Größen,  weiche  den  Einfluß  der  y  Punkte  ausdrücken,  noch  immer 
als  die  langsam  veränderlichen  Parameter  betrachten. 
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In  diesem  Falle,  daß  sowohl  die  oDYariierte  Bewegang 
als  auch  die  variierte  periodisch  sind,  werden  auch,  wie 
wir  gesehen  haben,  die  Variationen  an  beiden  Grenzen  gleich 
nnd  es  ist: 

daher 

248)  ^  =  2.^^  =  Sl{if)\ 

T  t  T 

wobei  l  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet  Nun 
herrscht  eine  nahezu  yoUständige  Analogie  mit  dem  zweiten 
Hauptsatze. 

Man  gehe  zu  immer  anderen  und  anderen  yariierten 
Bahnen  über,  wobei  auch  die  y  Punkte  immer  andere  und 
andere  Lagen  annehmen,  sich  aber  unendlich  langsam  gegen- 
über den  n  Punkten  bewegen  oder  bei  zyklischer  Bewegung 
der  n  Punkte  yielleicht  auch  immer  nach  einer  endlichen 
Zeit  einen  unendlich  kleinen  Ruck  machen  sollen.  Li  dieser 
Weise  variiere  man  die  Bewegung  fortwährend,  bis  man 
endliche  Änderungen  aller  Größen  erhält,  und  durchlaufe 
schließlich  einen  vollständigen  Kreisprozeß,  d.  h.  man  kehre 
endlich  wieder  zur  selben  Bewegung  der  n  Punkte,  verbunden 
mit  gleicher  Lage  der  y  Punkte,  zurück,  ohne  daß  man 
jedoch  genau  dieselben  Bewegungen  der  n  und  Lagen 
der  f/ Punkte  einfach  in  umgekehrter  Reihenfolge  wieder- 
kehren ließ. 

Dann  wird  die  Summe  aller  hierbei  durch  die  Znsatz- 
kräfte den  n  Punkten  zugef&hrten  Energie,  welche  wir  ein- 
fach mit  fSQ  bezeichnen  wollen,  für  alle  diese  Variationen 
der  Zustände  im  allgemeinen  nicht  verschwinden,  obwohl 
man  zum  Schluß  wieder  zum  Anfangszustande  zurückgekehrt 
ist.    Dagegen  wird 

J    T 
immer   gleich   Null   sein.    Denn  SQjT  ist   nach  248)  der 
Zuwachs  von  l[iTf,  f^  ist  also  die  Differenz  der  Werte 
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Ton  l{t  T)*  im  Anfangs-  und  Elndzustande.  Da  im  betrachteten 
Falle  aber  der  Anfangs-  and  Endzustand  identisch  sind,  so 
muß  diese  Di£ferenz  Null  sein. 

Wenn  man  z.  B.,  was  wir  den  Prozeß  Ä  nennen  wollen, 
zuerst  die  v  Punkte  yerschiebt,  dann  die  Bewegung  der 
n  Funkte  beschleunigt,  dann  die  v  Punkte  wieder  in  ihre 
alte  Lage  bringt  und  schließlich  den  n  Punkten  wieder  so 
yiel  Energie  entzieht  und  auch  ihre  Geschwindigkeits» 
richtungen  gerade  so  ändert,  daß  ihre  Bewegung  genau 
wieder  die  alte  wird,  so  wird /^JO/T  immer  verschwinden. 
Dagegen  wird  f8Q  im  allgemeinen  nicht  Null  sein. 
Letzterer  Ausdruck  wird  natürlich  von  gleichem  Absolut- 
werte, aber  entgegengesetzt  bezeichnet  sein,  wenn  man  irgend 
eine  Reihe  von  Bewegungszuständen  der  n  und  Lage  der 
V  Punkte  gerade  in  der  entgegengesetzten  Weise  durchläuft. 
(Prozeß  B.) 

Dem  Prozesse  A  entspricht  der  folgende  Vorgang:  man 
läßt  ein  Gas  sich  zuerst  ausdehnen,  dann  erwärmt  man  es» 
drückt  es  dann  bei  der  höheren  Temperatur  auf  das  alte 
Volumen  zusammen  und  kühlt  es  schließlich  wieder  ab,  bis 
es  den  alten  Zustand  angenommen  hat,  alles  in  umkehrbarer 
Weise.  Die  direkte  Umkehr  eines  solchen  Vorganges  ent- 
spricht dann  dem  Prozesse  B, 

Die  7on  uns  betrachteten  Systeme  unterscheiden  sich 

insofern  von  warmen  Körpern,  als  ihr  Zustand  durch  ihre 
Energie  und  die  Lage  der  v  Punkte  (die  äußere  Umgebung) 
noch  keineswegs  bestimmt  ist  So  kann  sich  z.  B.  der 
materielle  Punkt  m  des  Beispiels  2  des  §  44  bei  gleicher 
Elnergie  und  gleicher  äußerer  Umgebung  im  Ejreise  oder 
in  einer  ellipsenartigen  Bahn  etc.  bewegen. 

Da  fiS  (die  Entropie)  ^2l{iT)  ist  und  jede  Funktion 

derselben  mit  dem  integrierenden  Faktor  multipliziert  wieder 
integrierender  Faktor  sein  muß,  so  ist  auch  i  integrierender 
Faktor  von  dQ.  Da  i  die  Zeit  ist,  innerhalb  welcher  ein 
Teilchen  einen  ganzen  Umlauf  macht,  so  ist  1  /i  die  ^anz 
oder  echt  oder  unecht  gebrochene)  Zahl  der  zyklischen 
Umläufe  in  der  Zeiteinheit 
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Unter  einer  periodischen  Bewegung  verstanden  wir  in 
diesem  Paragraphen  selbstyerständlich  eine  solche,  bei 
welcher  nach  Ablauf  der  Periode  dieselben  Werte  der 
rechtwinkligen  Koordinaten  aller  materiellen  Punkte  wieder- 
kehren. Während,  wie  wir  sahen,  periodische  Bewegungen 
die  Yollkonunenste  Analogie  mit  dem  zweiten  Hauptsatze 
zeigen,  so  gibt  uns  die  am  Schlüsse  des  §  41  und  in  §  44 
als  Beispiel  2  behandelte  Zentralbewegung  in  einer  unge- 
schlossenen Bahn  ein  Beispiel  einer  nicht  periodischen  Be- 
wegung von  folgenden  Eigenschaften:  sie  ist  sonst  den  in 
diesem  Paragraphen  behandelten  sehr  ähnlich  und  kann 
sogar  durch  Betrachtung  unendlich  vieler  in  der  gleichen 
Ebene  bewegter  Massenpunkte  in  eine  echt  zyklische  (aller> 
dings  nicht  monozyklische)  verwandelt  werden;  doch  ver- 
schwindet für  dieselbe  schon  bei  fixer  Lage  der  v  Punkte 
(der  Magnete,  von  denen  die  Werte  von  k  und  a  abhangen], 
daher  um  so  mehr  bei  variierender  Lage  der  v  Punkte, 
fSQ/T  über  einen  vollständigen  Kreisprozeß  erstreckt 
nicht,  ja  ^Q  hat  überhaupt  keine  integrierende  Faktoren. 

Nur  durch  die  Annahme  des  gleichzeitigen  Vorhanden- 
seins sehr  vieler  Systeme  mit  allen  möglichen  Flächen- 
geschwindigkeiten, unter  denen  die  Zustände  nach  den 
Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  verteilt  sind,  kann 
in  diesem  Falle  die  Analogie  mit  dem  zweiten  Hauptsatze 
der  Wärmelehre  wiederhergestellt  werden. 

Durch  die  gleiche  Annahme  wird  auch  der  oben  er- 
wähnte Mangel  an  Analogie  zwischen  warmen  Körpern  und 
dem  von  uns  jetzt  betrachteten  Systeme  von  n  materiellen 
Punkten  beseitigt^  daß  der  Zustand  der  ersteren  zur  vollen 
Bestimmtheit  außer  der  Angabe  der  äußeren  Umstände  nur 
der  des  Wertes  einer  Variabein  (der  Temperatur)  bedarf, 
während  auf  die  Bewegung  der  betrachteten  Systeme  nebst 
der  Lage  der  v  Punkte  und  dem  Energieinhalte  noch  andere 
die  Anfangsbewegung  der  n  Punkte  bestimmende  Integrations- 
konstanten ihrer  Bewegungsgleichungen  von  Einfluß  sein 
können.  Hierauf  soll  jedoch  hier  nicht  näher  eingegangen 
werden. 
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§  49.    Theorie  der  Zykeln. 

Wir  gehen  nun  speziell  zur  Entwicklung  einiger  Lehr- 
satze aus  der  Theorie  der  Zykeln  über.  Wir  verstehen, 
wie  schon  erwähnt,  unter  zyklischen  Koordinaten  schlecht- 
weg solche,  welche  undifiPerenziert  weder  im  Ausdrucke  fbr 
lebendige  Kraft  noch  auch  in  dem  für  die  wirkenden  Kräfte 
oder  etwa  vorhandenen  Bedingungsgleichungen  vorkommen. 
Wie  ebenfalls  bereits  erwähnt,  sind,  falls  keine  Kräfte 
im  gewöhnlichen  Sinne  der  Mechanik  und  keine  die  Be- 
wegungsfreiheit beschränkenden  Bedingungen  existieren,  auch 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  zyklische.  Allein  sie  defi- 
nieren keine  finite,  d.  h.  keine  Bewegung,  bei  welcher  für 
beliebige  Zeiten  die  rechtwinkligen  Koordinaten  und  ihre 
Differentialquotienten  nach  der  Zeit  zwischen  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  sind.  Dagegen  ist  die  Variable, 
welche  die  Winkelstellung  des  im  §  44  als  Beispiel  3 
beschriebenen  Zentrifugalmodells  definiert,  eine  zyklische 
Koordinate  im  erweiterten  Hertz  sehen  Sinne,  welche, 
obwohl  sie  selbst  mit  wachsender  Zeit  ins  unendliche 
wachsen  kann,  doch  unter  allen  Umständen  eine  finite  Be- 
wegung bestimmt 

Eine  echt  zyklische  Koordinate  dagegen  ist  eine  solche, 
welche  eine  echt  zyklische  Bewegung  bestimmt,  d.  h.  wenn 
sie  unter  Konstanthaltung  aller  anderen  Koordinaten  ver- 
änderlich ist,  so  muß  an  die  Stelle  jeder  Masse,  welche 
ihren  Ort  im  Baume  verläßt,  sogleich  wieder  eine  andere 
Tollkommen  gleich  beschaffene  mit  der  gleichen  Geschwindig- 
keit in  gleicher  Richtung  bewegte  Masse  treten,  worin  das 
Merkmal  der  echt  zyklischen  Bewegung  besteht 

Es  sei  ein  System  gegeben,  welches  folgende  Bedingungen 
erfüllt:  1.  unter  den  Yariabeln,  welche  die  Position  seiner 
materiellen  Punkte  bestimmen,  seien  zyklische.  2.  Gegen- 
über den  Anderungsgeschwindigkeiten  der  zyklischen  Yariabeln 
(den  zyklischen  Geschwindigkeiten)  seien  die  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  (Änderungsgeschwindigkeiten)  der 
übrigen  Variabein,  welche  zur  Bestimmung  dieser  Position 
außerdem  noch  erforderlich  sind,  sehr  klein;  diese  letzteren 
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Variabein  heißen  deshalb  die  langsam  Veränderlichen  oder 
die  Parameter;  endlich  S.  seien  die  zyklischen  Beschleu- 
nigungen ebenfalls  sehr  klein  gegenüber  den  zyklischen 
Geschwindigkeiten,  d.  h.  die  Änderungen  der  zyklischen 
Gfeschwindigkeiten,  welche  innerhalb  von  Zeitr&mnen  ein- 
treten, während  denen  sich  die  Absolutwerte  der  zykUschen 
Koordinaten  schon  sehr  bedeutend  veriLndert  haben,  seien 
noch  immer  sehr  klein.  Dann  nennen  wir  das  System  ein 
zyklisches  System  oder  noch  kürzer  ein  Zykel. 

Ist  seine  Bewegung  zudem  eine  finite,  so  nennen  wir 
es  ein  finites  Zykel.  Sind  die  zyklischen  Variabein  lauter 
echt  zyklische,  so  nennen  wir  es  ein  echtes  ZykeL  Ist  nur 
eine  unabhängige  zyklische  Variable  vorhanden,  so  heißt 
das  System  ein  Monozykel;  sind  deren  zwei,  so  heißt  es 
ein  Bizykel;  sonst  im  allgemeinen  ein  Polyzykel;  wenn  n 
unabhängige  zyklische  Variabein  vorhanden  sind,  ein  n*ZykeL 

An  dem  äußerlich  wahrnehmbaren  Zustande  eines  echten 
Zykels  ist  also,  solange  die  Parameter  konstant  bleiben, 
trotz  der  lebhaften  Bewegung  innerhalb  desselben  keine 
Veränderung  bemerkbar.  Es  zeigt  sich  dies  an  wannen 
Körpern,  an  Drähten,  die  von  konstanten  elektrischen 
Strömen  durchflössen  sind,  aber  auch  an  einem  absolut 
symmetrischen,  um  seine  Achse  rotierenden  Kreisel  oder  einer 
vollkommen  homogenen,  in  einer  in  sich  zurücklaufenden 
Röhre  strömenden  Flüssigkeit.  Wenn  dagegen  die  zyklischen 
Geschwindigkeiten  und  die  Parameter  sich  langsam  ändern, 
so  entspricht  dies  einem  Gase,  welches  langsam  erwärmt 
oder  umkehrbar  ausgedehnt  oder  komprimiert  wird.  Ein 
anderes  Beispiel  ist  die  langsame  Intensitätsänderung  oder 
mechanische  Ortsveränderung  eines  von  einem  elektrischen 
Strome  durchflossenen  Drahtes,  oder  die  langsame  Be- 
wegung oder  Deformation  eines  rotierenden  Körpers  oder 
eines  von  ponderabler  Flüssigkeit  durchströmten  Kanales. 

Man  kann  die  in  den  §§  45 — 47  entwickelten  all- 
gemeinen Formeln  auf  Zykeln  anwenden,  dabei  aber  manche 
Vereinfachungen  anbringen.  Das  Zykel  soll  wieder  aus 
n  materiellen  Punkten  bestehen,  deren  Lage  also  teils  durch 
zyklische,  teils   durch  langsam  veränderliche  Koordinaten 
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bestimmt  ist  Erstere  wollen  wir  mit  p^^j  letztere  mit  p^  be- 
zeichnen. Zwischen  ihnen  sollen  keine  Bedingungsgleichnngen 
mehr  bestehen.  Diese  n  materiellen  Pankte  entsprechen 
denjenigen,  welche  wir  auch  in  den  §§  45 — 47  die  n  mate- 
riellen Pankte  nannten. 

Da  die  p^  nicht  undifferenziert  in  dem  Ausdrucke  für 
Tyorkommen,  so  sind  die  nach  den  zyklischen  Koordinaten  i?^ 
wirkenden  Kräfte  (die  zyklischen  Kräfte) 

249)  P,  =  -^, 

wobei 

250)  j»=||:. 

Die  Kräfte  P^  entsprechen  den  Zusatzkräften  der  §§  45 — 47 ; 
die  durch  sie  dem  Zykel  zugef&hrte  Energie  soll  die  zyklisch 
zugeftLhrte  heißen;  sie  entspricht  der  zugefbhrten  Wärme. 
Da  femer  die  Glieder,  welche  zweite  Ableitungen  der  p^ 
oder  p^  nach  der  Zeit  enthalten  oder  welche  bezüglich  der 
p'^  Ton  der  1.  oder  gar  2.  Ordnung  sind,  als  verschwindend 
angesehen  werden  gegenüber  denjenigen,  welche  bloß  p^  und 
p\  enthalten,  so  sind  die  nach  den  Parametern  p^  wirken- 
den Kräfte 

251)  ^a  =  -|^- 

'  "  dPa 

Da  T  eine  homogene  quadratische  Funktion  der  p\  ist,  so 
können  alle  p\  und  p^  konstant,  daher  p'^s^p'^ss  0  sein, 
wenn  alle  P^  verschwinden.  Dagegen  müssen,  wenn  dies 
stattfinden  soll,  die  P^  im  allgemeinen  von  Null  verschiedene 
Werte  haben.  Wir  unterscheiden  nun  verschiedene  Klassen 
von  nach  den  Parametern  p^  wirkenden  Kräften.  Dieselben 
können  teils  von  der  Wechselwirkung  der  n  Punkte  her- 
stammen, teils  auch  von  der  Wirkung  anderer  materieller 
Punkte,  welche  den  n  Punkten  der  §§  45 — 47  entsprechen 
und  wie  diese  ein  für  allemal  fix  im  Räume  sein  und  die 
fixen  materiellen  Punkte  heißen  sollen.  Sie  können  übrigens 
hier  wie  dort  auch  den  n  materiellen  Punkten  zugerechnet 
werden.  Diese,  teils  von  der  Wechselwirkung  der  n  Punkte, 
teils  von  der  Einwirkung  etwa  vorhandener  fixer  materieller 
Punkte   auf  sie  herrührenden  Kräfte,  welche  wir  alle   als 
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innere  Kräfte  bezeichnen,  sollen  jedenfalls  eine  skleronome 
Eraftfunktion  haben,  welche  wir  wieder  mit  F  bezeichnen. 
Der  gesamte  aus  dieser  Ursache  herstammende  Anteil  von 

P,  ist  also  —  ä — 

Dazu  müssen,  damit  die  p^  konstant  bleiben,  im  all- 
gemeinen noch  weitere  Kräfte  hinzukommen,  welche  wir 
mit  ^^  bezeichnen  und  die  äußern  nach  den  Parametern 
wirkenden  Kräfte  nennen.  Die  materiellen  Punkte,  von 
denen  sie  ausgehen,  entsprechen  den  v  materiellen  Punkten 
der  §§  45 — 47  und  sollen  auch  wieder  die  v  materiellen 
Punkte  heißen.  Sie  werden  für  das  betrachtete  System  als 
äußere  angesehen. 

Wenn  exakt  p'^  =  ;?'^  =  0  ist,  also  die  zyklische  Be- 
wegung vollkommen  stationär  ist,  so  bleibt  auch  die  Lage 
der  V  Punkte  vollständig  unvei^ndert  und  muß  eine  solche 
sein,  daß  exakt 

252)  p==VB-4^  =  -^ 
^  «       ^«        dpa  dp, 

ist.  Dies  entspricht  dem,  was  wir  in  §§  45 — 47  die  on- 
▼ariierte  Bewegung  genannt  haben.  Setzen  wir  hier  in  der 
Theorie  der  Zykeln  wieder 

253)  T'-F.^H,      T+F=^E, 

wobei  die  Buchstaben  H  und  E  dieselbe  Bedeutung  wie  in 
§§  45 — 47,  aber  eine  etwas  andere  als  in  den  übrigen  Ab- 
schnitten dieses  Buches  haben,  so  können  wir  die  Glei- 
chungen 249)  und  252)  auch  so  schreiben: 

Wenn  die  langsam  veränderlichen  Parameter  und  die 
Werte  der^'^  sich  sehr  langsam  verändern  sollen,  so  müssen 
die  $^  ein  wenig  von  den  durch  die  obigen  Gleichungen  ge- 
gebenen Werten  und  die  P^  ein  wenig  von  Null  verschieden 
sein.  Diese  letzteren  Kräfte  entsprechen  dann  denjenigen, 
welche  wir  in  §§  45  bis  47  die  Zusatzkräfte  genannt  haben 
und  sollen  auch  hier  wieder  diesen  Namen  beibehalten.  Die 
von  ihnen  zugeführte  Energie,  die  zyklisch  zugeführte  Energie, 
entspricht  in  der  Wärmetheorie  der  zugefllhrten  Wärme. 
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Die  langsame  Veränderung,  welche  die  zyklische  Be- 
wegung durch  die  Znsatzkräfte  sowie  vermöge  des  Umstandes 
erfährt,  daß  die  von  den  v  Punkten  ausgehenden  Kräfte  nicht 
genau  die  durch  die  Gleichung  252)  bestimmten  Werte  $^ 
haben,  entspricht  dem,  was  wir  in  den  §§  45—47  die  Variation 
der  Bewegung  genannt  haben;  jedoch  ist  es  gegenwärtig 
nicht  notwendig,  die  durch  die  langsame  Bewegung  der 
V  Punkte  und  die  Wirksamkeit  der  Zusatzkräfte  eintretende 
allmähliche  Änderung  der  stationären  zyklischen  Bewegung 
sds  ein  Problem  der  Variationsrechnung  aufzufassen  und  die 
dabei  eintretenden  Zuwächse  durch  Verwendung  des 
Zeichens  8  besonders  hervorzuheben.  Man  kann  vielmehr 
diese  allmähliche  Zustandsänderung  als  eine  gewöhnliche 
unter  dem  Einfluß  der  Zusatzkräfte  und  der  Lagenänderung 
der  V  Punkte  im  Verlaufe  der  Zeit  stattfindende  Bewegung 
auffassen.  Es  liegt  dies  besonders  nahe  bei  den  echten 
Zykeln,  bei  denen  die  unvariierte  Bewegung  gar  keine  sicht- 
bare Zustandsänderung  darstellt,  so  daß  erst  bei  deren  lang- 
samer Variation  wahrnehmbare  zeitliche  Veränderungen  auf- 
treten. 

Die  Werte  von  T,  V  etc.  ftir  einen  beliebigen  Zeit- 
moment der  unvariierten  Bewegung  fallen  für  Zykeln  mit 
den  Mittelwerten  T,  F  etc.  derselben  Größen  für  die  un- 
variierte Bewegung  zusammen.  Es  ist  gleichgültig,  in 
welchem  Zeitmomente  der  unvariierten  Bewegung  die 
Variation  beginnt,  welche  ganz  den  Charakter  einer  unter 
dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  stattfindenden  mechanischen 
Bewegung  hat  und  auch  beliebig  lange  andauern,  allmählich 
zu  einer  endlichen  Variation  wachsen  und  zu  einer  beliebigen 
Zeit  enden  kann.  Wenn  in  irgend  einer  Phase  derselben 
plötzlich  |?j"=s|?^'  =  0  wird,  erhält  man  sofort  die  dieser 
Phase  entsprechend  zu  denkende  unvariierte  Bewegung. 

Es  tritt  hier  deutlich  zutage,  wie  die  am  Eingange 
dieses  Buches  betrachtete  Variation  ganz  allmählich  sich 
dem  Charakter  einer  gewöhnlichen,  im  Verlaufe  der  Zeit 
stattfindenden  Bewegung  beliebig  nähern  kann,  bei  welcher 
nur  einzelne  Koordinaten  viel  rascher,  andere  viel  langsamer 
veränderlich  sind. 
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Wir  wollen  fttr  diese  allmählich  mit  der  Zeit  eintreten- 
den  Änderungen  der  zyklischen  Bewegungen  noch  immer 
,  den  Namen  Variationen  beibehalten  und  auch  die  Bewegungs» 
gleichungen  für  die  Änderungen  der  ^^^  welche  dadurch 
eintreten,  daß  die  ^^  nicht  genau  die  durch  die  Gleichungen 
252)  und  254)  gegebenen  Werte  haben,  erst  in  §  53  auf- 
schreiben. 

§50.  Der  integrierende  Faktor  des  Bifferentials  der 

zyklisch  zugefährten  Energie. 

Die  Arbeit,  welche  während  der  Variation  der  zyk- 
lischen Bewegungen  in  der  Zeit  d  t  von  der  Kraft  P^  geleistet 
wird,  ist  nach  Gleichung  249): 

255)  dQ,^  P^dp,  -  P,p,'dt=^p,'dq,. 

Die  Summe  dQ  aller  dQ^  ist  die  gesamte  Ton  allen 
Kräften  P^  (den  zyklischen  oder  Zusatzkräften)  geleistete 
Arbeit,  welche  wir  die  dem  Systeme  zyklisch  zugef&hrte 
Energie  genannt  haben  und  welche  der  zugeführten  Wärme 
analog  ist 

Falls  das  System  ein  Monozykel  ist  und  man  die 
einzige  zyklische  Variable  ohne  Index  schreibt,  so  erhält  man 

dQ  =p'  dq 
und  wegen  T^p'q, 

256)  ^  =  _^. 

Es  ist  also  ~^  ein   vollständiges  Differential  und  Iq 

die  Entropie. 

Diese  Formel  findet  Anwendung  auf  alle  echten  Hono- 
zykeln,  innerhalb  deren  beliebige  Massen  eine  zyklische  Be- 
wegung machen,  so  daß  sie  alle  innerhalb  derselben  Zeit  t 
gleichzeitig  zu  ihrer  Ausgangslage  zurückkehren  und  dann 
von  neuem  dieselbe  Bewegung  machen.  Solche  Monozykeln 
werden  von  Helmholtz  als  einfache  echte  Monozykeln  be- 
zeichnet und  man  sieht  leicht,  daß  sie  einen  Spezialfall  der 
in  §  48  behandelten  periodischen  Systeme  bilden. 

Wenn  ein  Zykel  verschiedene  Massensysteme  besitzt, 
deren  jedes  eine  in  dieser  Weise  in  sich  zurücklaufende 
Bewegung  macht,  und  wenn  die  Perioden  »,»1,1,,...  far  die 
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Terschiedenen  Systeme  Terschieden  sind,  so  heißt  das  System 
ein  nngefesseltes,  oder  nur  teilweise  gefesseltes  Polyzykel, 
sobald  die  Daner  dieser  Perioden  außer  Ton  den  Werten 
der  langsam  reränderlichen  Parameter  auch  noch  von  denen 
mehrerer  unabhängiger  zykUscher  Geschwindigkeiten  abhängt, 
dagegen  ein  vollständig  gefesseltes  Polyzykel,  oder  ein  zu- 
sammengesetztes Monozykely  wenn  sie  außer  von  den  Para- 
metern nur  noch  yon  dem  Werte  einer  einzigen  zyklischen 
Geschwindigkeit  abhängt    Wenn  im  letzten  Falle  die  Zahl 

der  Verhältnisse  ^  i  ^,  •  •  •  eine  endliche  ist  und  die  Werte 

dieser  Verhältnisse  von  denen  der  Parameter  (der  lang- 
sam veränderlichen  Koordinaten)  vollkommen  unabhängig 
sind,  so  kann  man  sich  diese  Verhältnisse  ohne  wesent- 
liche Änderung  der  mechanischen  Bedingungen  als  ratio- 
nale, wenn  auch  mit  sehr  großem  gemeinsamen  Nenner 
denken  und  daher  einen  längeren  Zeitraum  J  finden,  inner- 
halb dessen  die  Bewegung  aller  Massensysteme  gleichzeitig 
eine  periodisch  wiederkehrende  ist,  so  daß  das  gesamte 
mechanische  System  ein  einfaches  echtes  Monozykel  von 
der  Periode  /  darstellt  und  alles  von  einem  solchen  Be- 
wiesene darauf  anwendbar  ist 

Dies  wird  aber  zweifelhaft,  wenn  die  Anzahl  der  Ver- 

hältnisse  ^  •  ^ »  •  •  •  eine  unendlich  große  ist  und  gilt  jeden- 
falls nicht  mehr,  wenn  die  Werte  dieser  Verhältnisse  kon- 
tinnierliche  Funktionen  der  Parameter  sind,  weil  dann  die 
zyklischen  Koordinaten  im  Vereine  mit  den  Parametern  im 
allgemeinen  nicht  mehr  ein  System  holonomer  Koordinaten 
bilden.^)  Alle  entwickelten  Formeln  gelten  aber  nur  fiir 
holonome  Koordinaten;  denn  wie  wir  schon  in  §  4  auf  S.  16 


»)  Borchards  Journal  Bd.  98,  1.  Heft  8.  87,  1885;  Wien.  Sit«.- 
Ber.  Bd.  111,  S.  1603  1902.  Wenn  z.  B.  die  parallelen  Drehungs- 
aehaen  zweier  Körper  sich  nach  entgegengesetzter  Seite  konisch  ver- 
jüngen nnd  ein  Transmissionsriemen  oder  eine  Friktionsscheibe  so 
dazwischen  kontinuierlich  verschiehbar  ist,  daß  sie  bald  einen  dickeren 
Teil  der  ersten  Achse  mit  einem  dünneren  der  zweiten,  bald  wieder 
umgekehrt  verbindet  und  man  den  Weg  8  eines  nicht  in  der  Drehungs- 
achse liegenden  Punktes  des  ersten  Körpers  als  zyklische,  die  Ver- 
schiebung a  des  Riemens  oder  der  Friktionsscheibe  als  langsam  ver- 
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in  der  Anmerknng  erwähnten,  werden  im  ganzen  Buche,  mit 
Ausnahme  der  §§27  und  28,  unter  generalisierten  Koordi- 
naten immer  nur  holonome  generalisierte  Koordinaten  ver- 
standen. Wir  wollen  hierauf  nicht  näher  eingehen  und  nur 
noch  den  Beweis  f&r  einen  sehr  allgemeinen,  von  Helmholtz 
gefundenen  Satz  führen. 

Sei  ein  beliebiges,  zusammengesetztes  monozyklisches 
(also  vollständig  gefesseltes  polizyklisches]  System  gegeben, 
dessen  langsam  veränderliche  Koordinaten  mit  p^,  dessen 
rasch  veränderliche  Koordinate  mit  p  bezeichnet  werden  sollen. 
Es  wird  vorausgesetzt,  daß  bei  passender  Änderung  der  $^  die 
Bewegung  in  genau  ähnlicher  Weise  vor  sich  gehen  kann, 
wobei  nur  sämtliche  Geschwindigkeiten  mit  einer  konstanten, 
für  alle  Geschwindigkeiten  gleichen,  aber  ganz  willkührUchen 
Zahl  n  multipliziert,  also  gewissermaßen  die  Zeitdauer  aller 
Vorgänge  auf  den  n^ten  Teil  reduziert  erscheint;  wenn  dann 
nur  ein  einziger  langsam  veränderlicher  Parameter  p^  Tor- 
banden  ist,  so  ist  die  gesamte  im  Systeme  enthaltene  leben- 
dige Kraft  immer  integrierender  Nenner  des  Differentials 
der  von  außen  zugeführten  Energie;  sind  dagegen  mehrere 
p^  vorhanden,  so  gilt  dies  ebenfalls  jedesmal  dann,  wenn 
jenes  Differential  überhaupt  integrierende  Faktoren  besitzt. 

Sei  zunächst  nur  ein  langsam  veränderlicher  Parameterp^ 
vorhanden,  so  werden  zwei  Ghtttungen  von  Zustandsände- 
rungen  möglich  sein.  Erstens  bei  ungeänderten  Bahnformea 
ändert  sich  bloß  die  Geschwindigkeit  aller  beweglichen  Teile 
proportional.  Zweitens  ändern  sich  die  Bahnformen.  Die 
Gestalt  der  Bahnen  hängt  daher  nur  von  einer  einzigen 
unabhängig  veränderlichen  Größe  ab,   während  die  andere 


änderliche  Koordinate  wfihlt,  so  gelangt  ein  nicht  in  der  Botatioitf- 
achse  liegender  Punkt  des  zweiten  Körpers  im  allgemeinen  nicht  an 
dieselbe  Stelle,  wenn  zuerst  s  um  eine  endliche  Größe  a  und  dann  a 
um  eine  ebenfalls  endliche  Größe  a  wächst,  oder  wenn  zuerst  a  am 
a  und  dann  erst  s  um  a  wächst.  Wenn  also  auch  durch  a  und  dsjdt 
sämtliche  Geschwindigkeiten,  also  falls  wir  ein  echtes  Zykel  vor  una 
haben,  der  ganze  erkennbare  Zustand  desselben  gegeben  ist,  so  sind 
doch  nicht  durch  die  Angabe  der  Werte  von  a  und  s  die  Positionen 
sämtlicher  Punkte  des  Systems  bestimmt,  a  und  s  sind  also  nicht 
holonome  verallgemeinerte  Koordinaten. 
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unabhängig  yeränderliche  Größe  bloß  die  Geschwindigkeit 
bestimmt,  mit  welcher  die  Bahnen  durchlaufen  werden. 
Falls  man  daher  die  Grenzen  immer  so  yariiert,  daß  das 
letzte  Glied  der  Gleichung  228)  verschwindet»  muß  man  bei 
der  Rückkehr  zur  alten  Bahn  auch  zu  den  ursprünglichen 
Grenzen  zurückgelangen,  die  beiden  Glieder  in  Gleichung  288] 
rechts  werden  identisch  und  dQ/T  wird  ein  vollständiges 
Differential. 

Falls  mehr  als  ein  langsam  veränderlicher  Parameter  p^ 
existiert,  ist  T  im  allgemeinen  nicht  mehr  integrierender 
Nenner  von  d  Q,  da  man  bei  Wiederkehr  zu  genau  demselben 
Zustande  des  Systems  im  allgemeinen  nicht  mehr  zu  den- 
selben Integrationsgrenzen  zurückkommen  wird,  sobald  die 
Grenzen  immer  so  geändert  werden,  daß  das  letzte  Glied  in 
Gleichung  228)  verschwindet;  doch  läßt  sich  auch  in  diesem 
Falle  beweisen,  daß  T  integrierender  Nenner  sein  muß,  falls 
überhaupt  integrierende  Faktoren  von  dQ  existieren.  Sei 
allgemein  dQ  =  MdN  und  man  wähle  T  und  die  p^  als  die 
independenten  Variabein. 

Nach  dem  eben  Bewiesenen  muß,  sobald  alle  p^  bis  auf 
eines  konstant  sind,  T  integrierender  Nenner  von  dQ  sein; 
ist  also  g  irgend  einer  der  Indizes  a  und  da  das  zum 
Faktor  T  hinzutretende  Differential,  so  folgt  zunächst: 

257)  M^^äT+  1^.,,)  =  T[^äT+  |j;.^,). 

Diese  Gleichung  muß  für  alle  Wertekombinationen  der 
dabei  als  konstant  vorausgesetzten  Variabeln  p-^^p^y  •••l'g.iy 
p  ^.1...  gelten.  Wenn  also  M  und  N  gegeben  sind,  so  ist 
daraus  a  bis  auf  einen  nur  die  letzterwähnten  Variabein 
enthaltenden  Ausdruck  bestimmt  Dasselbe  gilt  auch  für 
jeden  beliebigen  anderen  der  Indizes  a,  z.  B.  A;  man  hat 
also  ebenso 

258)  M[^äT+'^äp:)^T[^äT^'^äp>^, 

wobei  natürlich  die  Identität  von  er  und  a^^  noch  nicht  er- 
wiesen ist.  Aus  dieser  und  der  Gleichung  (257)  folgt  un- 
mittelbar: 

BolUmann,  liechanik  U,  13 
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E8  können  sich  also  a  und  a^  nur  um  Großen  nnter- 
scheiden,  welche  kein  Ty  sondern  nnr  die  p^  enthalten. 
Wir  wollen  setzen:  a  ^  a  +  11  ^  a^^  a  +  11^^  wobei  die 
n  nicht  mehr  Funktionen  von  T  sind;  dann  fol^  aus  der 
Gleichung  257) 

260)  if  1$  =  TyL 

und 

fiir  jeden  Wert  Yon  g\  hieraus  ergibt  sich  weiter 
262)  dQ=-MdN^TU(T+^^dpV 

die  Summe  ist  über  {die  möglichen  Werte  des  Index  g  zu 
erstrecken.  Da  laut  Übereinkunft  dQ  einen  integrierenden 
Faktor  hat,  so  muß  es  jedenfalls  auch  einen  besitzen,  wenn 
man  alle  p^  bis  auf  zwei  derselben,  etwa  p  undpj^  konstant 
setzt.  Dividiert  man  dann  noch  das  Differential  d  Q  durch 
T,  so  ergibt  sich: 

dQ 

T 


26a)  l^^r+d^ +  »!).,,  + (1^  +  15).^. 


Nach  dem  Gesagten  muß  auch  dieser  DifferentiaUus- 
druck  einen  integrierenden  Faktor  haben.  Schreibt  man  die 
bekannte  Bedingung  dafür  hin,  so  sieht  man,  daß  aus  der- 
selben folgt:  entweder 

BT      ^ 
oder 

264)  ^'^'  -    *'^ 


^Pt  ^Ph  Bpg  dpH 

für  alle  Wertepaare  von  g  und  h.  Die  erste  Gleichung 
kann  nie  erfüllt  sein,  da  sonst  bei  Konstanthaltung  der  p^ 
zur  Erhöhung  der  lebendigen  Kraft  gar  keine  Energiezufohr 
notwendig  wäre.     Es  müssen  daher  die  Gleichungen  264) 

gelten,  aus  welchen  folgt,  daß  2  ~d  ^Pg  ^^  komplette  Dif- 
ferential einer  Funktion  11  der  p^  ist,  weshalb  dann 
dQ='  Td[a  +  IT)  wird. 
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§  51.   Adiabatiflohe  und  isozykÜBohe  Beweg^g. 

Wenn  fdr  ein  beliebiges  Zykel  alle  P^  =«  0  sind,  dagegen 
die  ^^  Ton  den  durch  die  Gleichungen  252)  und  254] 
gegebenen  Werten  yerschieden  sind,  so  daB  die  Para- 
meter p^  sich  langsam  verändern,  so  nennt  man  die 
Bewegung  eine  adiabatische.  Dann  folgt  aus  den  Glei- 
chungen 249],  daB  die  Momente  q^  bezüglich  der  zyklischen 
Koordinaten  alle  konstant  sein  müssen«  Die  zyklischen  Ge- 
schwindigkeiten p\  aber  werden  sich  dann  infolge  der  lang- 
samen  Änderung  der  Parameter  allmählich  ebenfalls  lang- 
sam ändern.  Wenn  dagegen  die  P.  während  der  langsamen 
Änderung  der  Parameter  stets  solche  Werte  haben,  daß  die 
p\  exakt  unverändert  bleiben,  so  nennt  man  die  Bewegung 
eine  isozyklische. 

Ein  Beispiel  für  die  adiabatische  Bewegung  bildet  ein 
um  seine  Achse  rotierender  Rotationskörper,  oder  das  im 
§  44  als  Beispiel  3  beschriebene  Zentrifugalmodell,  wenn 
niemals  ein  um  die  Rotationsachse  drehendes  Moment  wirkt 
Dagegen  macht  das  Zentrifugalmodell  eine  isozyklische  Be- 
wegong,  wenn  durch  passende,  an  der  Kurbel  wirkende 
Kräfte  ^^  seine  Umdrehungsgeschwindigkeit  stets  konstant 
erhalten  wird,  obwohl  sich  die  verschiebbare  Masse  m  der 
Drehungsachse  bald  langsam  nähert,  bald  langsam  davon 
entfernt 

Physikalische  Analogien  für  die  adiabatische  Bewegung 
sind  warme  Körper,  bei  deren  Zustandsänderung  Wärme 
weder  zugeführt  noch  entzogen  wird  (daher  der  Name 
adiabatisch  auch  für  die  analogen  Bewegungen  mechanischer 
Zykeln],  elektrische  Stromkreise,  in  denen  xmveränderliche 
elektromotorische  Kräfte  tätig  sind,  bewegte,  mit  konstanten 
Elektrizitätsmengen  statisch  geladene  Leiter  etc.  Die  ent* 
sprechenden  physikalischen  Vorgänge  werden  isozyklischen 
Bewegungen  analog,  wenn  die  Temperatur  der  warmen 
Körper,  die  Stromintensität  der  elektrischen  Ströme,  das 
Potential  der  elektrostatisch  geladenen  Leiter  konstant  er- 
halten wird.  Bei  einem  rotierenden  Körper  tritt '  isozyk- 
lische Bewegung  ein,   wenn   er  in  Riemen-  oder  Zahnrad- 

18* 
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YerbinduDg  steht  (gekoppelt  ist)  mit  einem  rotierenden 
Schwangrade  von  unendlicher  Masse  oder  einem  zu  Rotation 
mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  gezwungenen  Körper; 
physikalische  Analogien  bietet  ein  warmer  Körper,  der  mit 
einem  unendlichen  Wftrmereserroir  gut  leitend  Terbunden 
ist,  ein  elektrischer  Leiter,  dessen  Binden  auf  konstantem 
Potentialunterschied  erhalten  werden  (mit  den  Polklemmen 
des  Elektrizitätswerkes  yerbunden  sind),  in  der  Elektrostatik 
ein  zur  Erde  abgeleiteter  Körper,  was  Helmholtz  auch  als 
Koppelung  mit  der  Erde^  dem  W&rmereservoir  usw.  bezeichnet 

In  Gleichung  254)  sind  die  partiellen  Di£ferential- 
quotienten  so  zu  verstehen,  dafi  die  p\  konstant  zu  halten 
sind,  also  die  Zustandsänderungen  isozyklisch  zu  geschehen 
haben.  Wir  wollen,  wie  es  schon  in  §  9  geschah,  partielle 
Differentialquotienten,  bei  deren  Bildung  die  p\  als  konstant 
zu  betrachten  sind,  mit  dem  Index  p',  solche  dagegen,  bei 
deren  Bildung  die  q^  als  konstant  zu  betrachten  sind,  mit 
dem  Index  q  bezeichnen. 

Man  kann  daher  sagen:  H  ist  die  Kraftfunktion  der 
nach  den  Parametern  p^  wirkenden  Kräfte  $^  f&r  isozyk- 
lische Zustandsänderung,  ihr  entspricht  in  der  Thermo- 
dynamik das  isotherme  thermodynamische  Potential;  bei 
jeder  isozyklischen  Bewegung  ist 

-^  ^a^dp^^'-dH^^dF'-dT 

die  von  den  auf  das  Cykel  wirkenden  Kräften  $^  bei  Ände- 
rung der  p^  dem  Zykel  zugefbhrte  (d.  h.  die  in  Form  tob 
äußerer  Arbeitsleistung  zugeführte)  Energie.  Da  der  ganze 
Energiezuwachs  dE=:  dF+ dT  ist,  so  folgt  dQ^2dT,  die 
zyklisch  zugef&hrte  Energie  ist  daher  gleich  dem  doppelten 
Zuwachs  der  kinetischen  Energie. 
Nach  Gleichung  63)  ist 

J%^  — ^     daher     A^  — %^. 

ÖPa  C/pa  OPa  Opa 

Man  kann  also   die   erste  der  Oleichungen  254)  auch  so 
schreiben: 

265)  ^'-Ti- 
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Die  äußeren  Kräfte  ^^  können  daher  anoh  als  die 
adiabatischen  partiellen  Differentialqnotienten  von  E  nach  den 
Koordinaten  p^  und  —  £  als  die  adiabatische  Kraftfonktion 
bezeichnet  werden.  Die  gesamte,  durch  äußere  Arbeits- 
leistung dem  Systeme  zugef&hrte  Energie  ist  also  bei  adia- 
batischer Bewegung  gleich  dE,  also  gleich  dem  gesamten 
Energiezuwachs,  was  selbstrersländlich  ist,  da  sie  in  diesem 
Falle  die  einzige  Energiezufnhr  ist. 

Durch  Anwendung  des  gefundenen  Theorems,  daß  so- 
wohl bei  adiabatischer  als  auch  bei  isozyklischer  Zustands- 
ändemng  die  äußeren  Kräfte  eine  Kraftfunktion  haben,  auf 
die  Wärmetheorie  erhalten  wir  folgenden  Satz:  Wenn  ein 
warmer  fester  Körper  durch  beliebige  äußere  Kiilfte  adia- 
batisch oder  isotherm  beliebig  deformiert  wird,  so  ist  die 
Deformationsarbeit  immer  ein  vollständiges  Differential,  als 
ob  die  äußeren  Kräfte  solchen,  die  von  ruhenden  Massenteilchen 
herrühren,  das  Gleichgewicht  hielten,  wenn  auch  die  Massen- 
teilchen des  Körpers  in  lebhaftester  Wärmebewegung  be- 
griffen sind. 

§  52.    Hertz'  reziproke  Beziehungen. 

1.  £^  möge  sich  der  Zustand  eines  Zykels  langsam 
adiabatisch  einmal  so  verändern,  daß  nur  der  Parameter  p^ 
und  dp^  wächst,  das  andere  Mal  so,  daß  nur  der  Parameter 
p^  um  dp^  wächst  Im  ersten  Falle  möge  die  nach  p^, 
wirkende  äußere  Kraft  ^^,  um  d^^,,  im  zweiten  Falle  die 
nach  p^  wirkende  äußere  Kraft  $^  um  d^^  wachsen,  dann 
ist  immer 

d^^  ^  d^a 

dpa  dpaf   ' 

dasselbe  gilt  auch,  wenn  alle  Bewegungen  isozyklisch  er- 
folgen, wir  können  diese  beiden  Belationen  ausführlicher 
80  schreiben: 

dpa         dpof  dp«  dp^ 

der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  254)  und 
265),  d  K  aus  dem  umstände,  daß  die  äußeren  Kräfte  so- 
wohl fbr  die  adiabatische  als  auch  fbr  die  isozyklische  Zu- 
Standsänderung  eine  Kraftfunktion  haben. 
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2.    Wegen 

^.._|Z_A^,  4^  =  0     and    y,  =  |JL 

(letzteres  nach  60))|  findet  man 
2661  ^y«  53  _  ^gP'fc  ^ 

Wenn  daher  ein  bei  Konstanz  aller  übrigen  q  nnd  aller 
Parameter  erfolgender  Zuwachs  eines  zyklischen  Momentes 
q^  um  dqj^  einen  Zuwachs  der  nach  einem  Parameter  p^ 
wirkenden  Kraft  $^  um  d^^  bewirkt,  so  bewirkt  ein  adia- 
batischer und  bei  Konstanz  der  übrigen  Parameter  erfolgende 
Zuwachs  Yon  p^  um  dp^  einen  entgegengesetzt  wie  d^^ 
bezeichneten  Zuwachs  (eine  Abnahme)  der  zyklischen  Ge- 
schwindigkeit p\  um  dp\  und  zwar  ist  das  Verhältnis  der 
als  Ursachen  angenommenen  Zuwächse  dq^  und  dp^  zu  den 
als  Wirkungen  betrachteten  Änderungen  {d^^  und  dp'^ 
gleich  (wie  Hertz  sagt,  das  Verhältnis  zwischen  Ursachen 
und  Wirkung  ist  in  beiden  Fällen  gleich).  Es  ist  unter 
diesen  speziellen  umständen] 

267) 


d^a  dp\ 


d  ^6  rfp. 

Da  fbr  ein  Monozykel  dp^  und  dq^  gleich  bezeichnet 
sein  muß,  so  gilt  fQr  ein  solches  auch  folgender  Satz:  Wenn 
eine  Vermehrung  der  zyklischen  Geschwindigkeit  p'  bei 
Konstanz  der  Parameter  die  Kraft  nach  irgend  einem  Parar 
meter  p^  erhöht,  so  muß  ein  adiabatischer  Zuwachs  dieses 
Parameters  bei  Konstanz  der  anderen  die  zyklische  Ge- 
schwindigkeit /  vermindern. 

3.  Es  möge  die  Kraft  F^  den  in  Gleichung  267)  vor- 
kommenden Zuwachs  dq^  in  der  Zeit  di  erzeugen,  so  ist 

rf  9'j «  Pj  (f  <,  andererseits  ist  ^'^  =  --—  die  Geschwindigkeit, 

mit  welcher  dann  die  Kraft  ^^  unter  den  umständen  wächst, 
unter  denen  die  Gleichung  267)  gilt  Die  Unke  Seite  der 
Gleichung  267)  ist  daher  gleich  ^'JPj,  und  wenn  man  für  die 
rechte  Seite  wieder  deutlichkeitshalber  zur  Schreibweise  der 
Gleichung  266)  zurückkehrt,  so  folgt  aus  267) 

*'a  dg  p\ 


268) 


A  öp. 
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in  Worten:  Wenn  alle  Parameter  konstant  und  alle  nach 
den  zyklischen  Koordinaten  wirkenden  Eiftfte  bis  auf  eine 
(P^  gleich  Null  sind,  so  soll  während  der  Zeit  dt  die  nach 
dem  Parameter  p^  wirkende  Kraft  $^  um  ^^dt  wachsen, 
dann  bewirkt  eine  adiabatische  Zunahme  Yon  p^  unter  Kon- 
stanz der  übrigen  Parameter  eine  Abnahme  yon  p\  und  es 
ist  wieder  das  Verhältnis  yon  Ursache  und  Wirkung  in 
beiden  Fällen  gleich,  wenn  wir  die  Kraft  P^  als  Ursache, 
die  Änderungsgeschwindigkeit  ^'^  der  Kraft  ^^  als  ihre 
Wirkung,  und  andererseits  den  Koordinatenzuwachs  dp^  als 
Ursache  und  die  Abnahme  —  dp\  der  zyklischen  Ge- 
schwindigkeit p\  als  deren  Wirkung  betrachten. 

4.  Wegen 

hat  man 

d.  h.  wenn  bei  Konstanz  der  übrigen  zyklischen  Geschwindig- 
keiten und  der  Parameter  ein  Zuwachs  einer  zyklischen 
Geschwindigkeit  p\  einen  Zuwachs  der  nach  einem  Para- 
meter p^  wirkenden  äußeren  Kraft  $^  bewirkt,  so  bewirkt 
auch  ein  isozyklischer  Zuwachs  yon  p^  bei  Konstanz  der 
übrigen  Parameter  einen  Zuwachs  des  zu  p\  gehörigen 
zyklischen  Momentes  q^  und  zwar  ist,  wie  Hertz  abgekürzt 
sagt»  wieder  fttr  unendlich  kleine  Zuwächse  das  Verhältnis 
yon  Ursache  und  Wirkung  in  beiden  Fällen  gleich«  Auch 
hat  ftlr  Monozykeln  wieder  der  Zuwachs  der  zyklischen 
Geschwindigkeit  dasselbe  Vorzeichen,  wie  der  des  zyklischen 
Momentes. 

5.  Genau  so,  wie  aus  Gleichung  266)  die  Gleichung  268) 
gewonnen  wurde,  so  können  wir  auch  aus  Gleichung  269)  eine 
neue  bilden.  Bei  Bildung  des  partiellen  Differentialquotienten 
der  rechten  Seite  der  letzteren  Gleichung  ist  angenommen, 
daß  die  $^  und  P^  solche  Werte  haben,  daß  alle  p\  und 
alle  Parameter  mit  Ausnahme  eines  einzigen  p^  konstant 
bleiben.  Die  dabei  nach  der  zyklischen  Koordinate  p^ 
wirkende  Kraft  soll  P^,  die  Zuwächse  yon  p^  und  q^  während 
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der  Zeit  dt  aber  sollen  dp^  und  dq^^  heißen.  Dann  ist  der 
Quotient  ^  gleich  der  in  Formel  269)  mit  -^^  be- 
zeichneten Größe,  es  ist  aber  auch  dp^^p'^dt  und  dq^^P^it 

daher 

Sp^qb  Pb^ 

dpa  P'a 

und  man  kann  die  Gleichung  269)  in  der  Form  schreiben 


270) 


dpfb    p' 


a 


In  Worten  ausgedrückt:  Wenn  bei  Konstanz  der  übrigen 
zyklischen  Geschwindigkeiten  und  der  Parameter  ein  An- 
wachsen einer  zyklischen  Geschwindigkeit  p\  einen  Zuwachs, 
der  nach  einem  Parameter  p^  wirkenden  Kraft  ^^  bewirkt, 
so  muß  behufs  isozyklischen  Wachsens  von  p^  bei  Konstanz 
der  übrigen  Parameter  in  der  Richtung  der  zyklischen  Ko- 
ordinate pj^  eine  positive  Kraft  P^  wirken  und  zwar  ist 
wieder  das  Verhältnis  zwischen  Ursache  und  Wirkung  in 
beiden  Fällen  gleich,  wenn  man  den  Zuwachs  yon  p\  als 
Ursache,  den  Zuwachs  yon  $^  als  deren  Wirkung,  anderer- 
seits die  Geschwindigkeit  p^'f  mit  welcher  sich  p^  isozyUisch 
ändert,  als  Ursache  der  Notwendigkeit  der  Kraft  P^  und 
letztere  als  deren  Wirkung  bezeichnet 

Beim  Beweise  und  der  mathematischen  Formulierung 
dieses  Satzes  ist  in  Hertz'  Prinzipien  der  Mechanik  Nr.  577J 


I  S.  245  überall  das  Zeichen  d  zu  vieL 


§  53.    Eelmholtz'  Sätze  über  gemischte  Zykeln. 

Helmholtz  hat  einige  Betrachtungen  von  noch  etwas 
größerer  Allgemeinheit  angestellt  Es  sei  wieder  ein  System 
▼on  n  Punkten  gegeben,  welches  mit  n'  ein  f&r  allemal  und  f&r 
immer  fixen  Punkten  in  Wechselwirkung  stehen  kann,  weldi 
letztere  Punkte  man  auch»  wenn  man  will,  zu  den  n  Punkten 
zählen  kann.  Die  Kraftfunktion  aller  zwischen  diesen 
Punkten  wirksamen  Kräfte  sei  F,  die  kinetische  Energie 
der  n  Punkte  sei  T.     Wir  setzen  diesmal  wieder,  wie  in 
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§§  46 — 52,    aber  abweichend  yon  unserer    sonetigen    Be- 

zeichnnngsweise 

T+  F^  E, 

80  daß  E  die  gesamte  Energie  der  n  +  n'  Punkte  ist  Unter 
den  Koordinaten  y  welche  die  Position  der  n  Punkte  be- 
stimmen, können  zyklische  sein,  die  wir  wieder  mit  p^  be- 
zeichnen wollen,  d.  h.  ihre  nicht  nach  der  Zeit  dififerentierten 
Werthe  sollen  weder  in  T  noch  in  F  yorkommen.  Bloß  die 
p\  sollen  in  T  vorkommen.  Die  Gesamtanzahl  dieser  zyklischen 
Koordinaten  sei  <r.  Die  Glesamtkraft,  —  d^/djp^,  welche 
die  n  +  n'  Punkte  nach  irgend  einer  zyklischen  Koordinate 
ausüben,  muß  also  gleich  Null  sein.  Die  übrigen  Koordi- 
naten brauchen  nicht  gerade  langsam  veränderliche  zu  sein, 
sind  also  ganz  beliebige  Koordinaten.  Wir  nennen  sie  daher 
gewöhnliche  Koordinaten  und  bezeichnen  sie  wieder  mit  pj^. 
Ihre  Gesamtzahl  sei  s.  Zwischen  den  p  sollen  keine  Be- 
dingungsgleichungen mehr  bestehen.  Ein  solches  System, 
welches  zwar  zyklische  Koordinaten  enthält,  dessen  übrige 
Koordinaten  aber  nicht  oder  wenigstens  nicht  alle  als  langsam 
veränderlich  betrachtet  werden,  wollen  wir  ein  gemischtes 
Zykel  nennen  und  im  Gegensatze  dazu  ein  solches,  welches 
nur  zyklische  und  langsam  veränderliche  Koordinaten  ent- 
hält, ein  reines  Zykel. 

Am  leichtesten  wird  das  Verständnis  der  nun  zu  ent>- 
wickelnden  Gleichungen,  wenn  man  sich  die  Beschafifenheit 
des  Systems  der  n  +  n  Punkte  und  die  Kraftfunktion  F^ 
sowie  auch  die  Bewegung  der  Punkte,  also  deren  sämtliche 
Koordinaten  als  Funktionen  der  Zeit,  gegeben  denkt  und 
sich  fragt,  welche  Kräfte  P^  und  ^^  nach  den  zyklischen  Ko- 
ordinaten vnrken  resp.  zu  den  vermöge  der  Kraftfunktion  F 
nach  den  gewöhnlichen  Koordinaten  wirkenden  Kräften  noch 
hinzukommen  müssen,  um  die  gegebene  zeitliche  Verände- 
rung der  Koordinaten  zu  erzeugen.  Es  müssen  dann  für 
die  zyklischen  Koordinaten  die  Gleichungen  254)  also 
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und  fOr  die  gewöhnlichen  Koordinaten  die  gewöhnlichen 
Lagrangeschen  Gleichungen 

gelten.    Für  jeden  Index  b  und  h  sei 

Die  gesuchten  Kräfte  P^  und  5ßj^  sollen  wieder  von  be- 
liebigen äußeren  (den  t^)  materiellen  Punkten  ausgehen, 
um  die  wir  uns  übrigens  weiter  gar  nicht  kümmern 
wollen.  Sie  können,  wenn  die  Werte  der  p  ab  Funktionen 
der  Zeit  gegeben  sind,  aus  den  Gleichungen  271)  und  272) 
ebenfalls  als  Funktionen  der  Zeit  gefunden  werden,  d.  L  es 
kann  die  Frage  beantwortet  werden,  welche  äußere  KAfte 
P^  und  ^j^  in  jedem  Momente  zu  den  durch  die  Kraft- 
funktion F  bedingten  noch  hinzukommen  müssen,  um  die 
gegebene  Bewegung  zu  erzeugen. 

Natürlich  ist  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  271)  und 
272)  ganz  davon  unabhängig,  welche  Größen  man  darin  als 
gegeben  betrachtet  und  nach  welchen  man  fragt  Diese 
Gleichungen  sind  auch  richtig,  wenn  die  P^  und  ^^^  als 
Funktionen  der  Zeit,  ja  selbst,  wenn  sie  als  Funktionen 
der  Koordinaten,  Geschwindigkeiten  oder  sonst  beliebiger 
Größen  gegeben  wären  und  wenn  die  Aufgabe  gestellt  wäre, 
die  Bewegung  (d.  h.  die  p"  bei  gegebenen  AnfjEuigswerten 
der  p  und  p')  zu  bestimmen.  Nur  würden  im  letzten  Falle 
auch  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  271)  und  272)  die 
zu  suchenden  Unbekannten  enthalten.  Ja  es  ist  eigenüich 
vollkommen  willkürlich,  welche  KiiLfte  man  zur  Kraftfunktion 
F  als  innere,  welche  zu  den  ^^^  als  äußere  rechnet,  ob  man 
die  Körper,  von  denen  gewisse  Kräfte  ausgehen,  noch  znm 
System  rechnet  oder  als  außenliegend  ansieht,  wenn  man 
sich  dann  nur  konsequent  bleibt;  so  rechnet  z.  B.  Helm- 
hol tz  in  der  Elektrodynamik  den  galvanischen  Leitongs- 
widerstand  bloß  deshalb  zu  den  %  weil  er  zu  irreversibeln 
Vorgängen  Anlaß  gibt  Wir  wollen  aber  behufe  größerer 
Anschaulichkeit  immer  fingieren,  daß  F  und  die  Bewegung 
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des  SystemB  gegeben  wäre  und  nach  den  zu  ihrer  Her- 
haltong  notwendigen  P^  und  $^  gefragt  werde. 

Gleichungen  von  der  Form  der  Gleichung  272)  müssen 
auch  an  die  Stelle  der  Gleichungen  252)  und  254)  treten, 
wenn  man  die  in  §§  49 — 51  behandelte  Theorie  der  Zykeln 
ohne  jede  Vernachlässigung  entwickeln  will  oder  überhaupt^ 
wenn  man  die  Frage  lösen  will,  wie  sich  die  langsam  Ter- 
änderUchen  Parameter  unter  dem  Einflüsse  gegebener  $^ 
mit  der  Zeit  yei&idem.  Denn  wenn  man  diese  Frage  be- 
antworten will,  so  darf  man  offenbar  nicht  pj[  und  p'^  ver- 
nachlässigen. In  der  Gleichung  271)  und  272)  aber  findet 
sich  keine  Vernachlässigung  mehr;  denn  die  Bedingung,  daß 
die  zyklischen  Koordinaten  undifferenziert  weder  in  T  noch 
in  F  Yorkommen,  ist  nicht  bloß  annäherungsweise,  sondern 
ToUkommen  exakt  reaUsiert 

Die  Gleichung  272)  hat  die  zu  Anfang  des  §  84  an- 
gedeutete Form,  welche  man  erhält,  wenn  man  in  der 
allgemeinen  Lagrang  eschen  Gleichung  50)  die  9v » 0 
setzt  und  dem  V  die  Form  220)  erteilt 

Es  sollen  zunächst  sämtliche  P^ »  0  sein,  so  daß  die 
zyklischen  Bewegungen  adiabatisch  yerlaufen. 

Dann  sind  nach  271)  die  Größen 

ZU  allen  Zeiten  konstant  Sind  die  Werte  dieser  Eonstanten 
gegeben,  so  können  mittels  der  a  Gleichungen  274)  die 
(T  Größen  p\  aus  T  und  daher  auch  aus  H  eliminiert  werden. 
Da  aber  die  Gleichungen  274)  Glieder  mit  den  ersten 
Potenzen  der  p'  und  solche  die  you  den  p'  frei  sind,  ent- 
halten, so  wird  nach  dieser  Elimination  T  eine  Funktion 
zweiten  Grades  der  übrigen  p'  (der  p'^  sein,  welche  nicht 
mehr  homogen  ist,  sondern  auch  Glieder,  die  linear  bezüg- 
lich der  p\  sind  und  ein  von  diesen  ganz  freies  Glied  ent- 
hält Dann  enthält  also  auch  die  Größe  $,  welche  durch 
Elimination  der  p\  aus  H  mittels  der  Gleichungen  274) 
entsteht,  Glieder,  die  bezüglich  der  p\  linear  sind. 

Ein  Beispiel  hierfQjr  wäre  ein  System,  welches  einen 
um  eine  Hauptträgheitsachse  reibungslos  und  Widerstands- 


204  IV.  §  58.   GemiBchte  Zykeln.  [GL  275. 

los  rotierenden  Körper  enthält,  wie  das  Pendel ,  das  wir 
in  §  22  behandelten.  Der  Winkel,  dessen  Differen- 
tialqnotient  nach  der  Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
rotierenden  Körpers  bestimmt,  wäre  das  betreffende  p^ 
und  es  müßte  angenommen  werden,  daß  die  Kräfte  immer 
nar  auf  die  beiden  Spitzen  der  Achsen  wirken,  so  daB 
niemak  ein  Drehmoment  eidstiert,  welches  die  Drehung  be- 
schleunigt oder  Torzögert  Der  gleichen  Bedingung  unter- 
worfene rotierende  Körper  denkt  sich  Maxwell  zurErU&nmg 
des  Magnetismus  innerhalb  der  Volumenelemente  des 
Äthers  vorhanden  und  erklärt  dadurch,  daß  die  elektro- 
magnetische Energie  des  Äthers  Glieder  enthält,  die  bezüg- 
lich der  Stromstärken  linear  sind,  wogegen  die  rein  elektro- 
dynamische Eiuergie  eine  homogene  quadratische  Fonktion 
der  Stromstärken  ist  Er  nimmt  nämlich  an,  das  die  Strom- 
stärken die  Anderongsgeschwindigkeiten  zyklischer  Koordi- 
naten sind. 

Da  ^  dadurch  aus  H  entstanden  ist,  daß  man  darin 
die  p\  vermöge  der  Gleichungen  274)  als  Funktionen  der 
p,^  und  p\  ausgedrückt  hat,  so  ist 

^Ph  "*  dpn      -^  dp\  dpu 

d^  _  dH       -^dH  dp'i 
dp\      Bp\  ^  Zi,  dtf„  dpT^ 

oder  wegen  der  Gleichungen  274] 

ö^^ö^^*^     dp\         i:?  — ^_'V    ^ 
dpu"^  dpH     ^^  ^^  dpn  '        dp\  ""  dp\     2L^  ^»  bjf^ ' 

Setzt  man  daher 

275)  ^'«©-[^ftP'5» 

so  wird 

dJ^^dJS         dH'  ^  dH 

^Ph  *"  dpn  '         9p'*       öp'fc* 

Hier  sind  in  H*  die  p\  durch  die  Gleichungen  274)  elimi- 
niert  zu  denken,  bei  Bildung  von  ^ —  und  ^— ^   aber  als 
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konstant  zu  betrachtexL  Die  allgemeine  Bewegungs- 
gleichnng  272)  nimmt  also,  wenn  man  die  p\  mittels  der 
Gleichungen  274)  durch  p^  nnd  p\  ausgedrückt  denkt,  fbr 
jedes  pj^  dieselbe  Form 

an.  Nur  ist  fbr  ^  nun  die  Größe  H*  zu  setzen,  in  der  die 
p\  durch  die  Gleichungen  274)  als  Funktionen  von  p^  und 
p\  ausgedrückt  zu  denken  sind,  so  daß  H*  im  allgemeinen 
eine  nicht  homogene  quadratische  Funktion  der  p\  ist. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  nochmals  die  schon  in 
§  22  behandelte  Aufgabe  aus  der  Theorie  der  Rotation  eines 
festen  Körpers  um  einen  fixen  Punkt  Ein  starrer  Körper 
sei  um  einen  festen  Punkt  drehbar.  Sein  Trägheitsellipsoid 
bezüglich  dieses  Punktes  sei  ein  Rotationsellipsoid. 

Wir  wählen  dieselben  Bezeichnungen  wie  dort  und  es 
falle  wieder  die  O  ^- Achse  mit  der  Rotationsachse  des  Tr&g- 
heitsellipsoides  zusammen. 

Dann  erfüllt  die  Variable  B  die  Bedingungen,  die  wir 
den  jetzt  mit  pj^  bezeichneten  Koordinaten  beilegten.  Ist 
also  die  nach  B  wirkende  generalisierte  Kraft  9  zu  allen 
Zeiten  gleich  Null,  so  ist  nach  274) 

dH       dH        BT 


dj/t       dB"  dB' 


=  konst 


Bezeichnen  wir  den  Wert  dieser  Konstanten  mit  -^  vJ,  so 
folgt  also  aus  der  dritten  der  Gleichungen  121) 

übereinstimmend  mit  124).     Eliminiert  man  mittels  dieser 
Gleichung  B'  aus  dem  Ausdrucke  123)  für  T,  so  folgt 

277)  H^T^-^iy^Ä'^+C^+^vK 

i^  ist  in  unseren  gegenwärtigen  Rechnungen  die  Kraft- 
fnnktion  der  inneren  Ejräfte  des  Systems,  also,  da  dieses 
ein  einziger  fester  Körper  ist,  gleich  NuU.  Die  Schwere  oder 
allgemeiner  die  Kräfte  9  und  S  werden  als  äußere  Kräfte 
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angesehen  und  sind  in  den  anderen  TeQ  der  Eraftfiinktion 

2  ^hPh  (G^loiclinng  220)  eingerechnet    H  ist  nämlich  hier 

immer  gleich  T-^  F,  nicht  wie  früher  in  diesem  Buch 
gleich  T—  F. 

Der  Ausdruck  277)  ist  die  in  Gleichung  275)  mit  ^ 
bezeichnete  Größe.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

278)        fl"  =  $  +  vJB'  -  ^{y^A'^+C^  +  vJcÄ, 

wobei  die  eine  Eonstante  -^Jv^l^  als  überflüssig  weg- 
gelassen wurde.  Aus  dieser  Größe  W  müssen  die  nach  i 
und  C  wirkenden  generalisierten  Kräfte  8  und  S  durch 
Gleichungen  ableitbar  sein,  welche  vollkommen  die  Form 
der  Lagrangeschen  haben«    Es  muß  also 


279) 


^ d_  (dH'\  _  dH;_ 

^"^  dt  [dÄ'l        dÄ 

^        dt   \dO'} 


60 


sein.     Durch  Substitution   des  Wertes  278)  für  ET  Uefern 
diese  Gleichungen  tatsächlich  in  Übereinstimmung  mit  125) 


280) 


^  =  -^{ar^Ä'  +  vJe) 


Die  Gleichungen  279)  haben  vollkommen  die  Form  der 
Lagrangeschen  Gleichungen,  aber  IT  enthält  jetzt  auch 
Glieder^  die  bezüglich  der  Geschwindigkeiten  linear  sind. 
Die  Bewegungen  können  nicht  in  genau  umgekehrter  Weise 
vor  sich  gehen.  Ein  Pendel,  mit  dem  ein  rotierender  Kreisel 
verbunden  ist,  hat,  wie  wir  schon  in  §  22  sahen,  für 
Schwingungen,  bei  denen  sein  Schwerpunkt  sich  im  Kreise 
bewegt,  bei  der  einen  und  anderen  ümlaufsrichtung  eine 
andere  Schwingungsdauer,  solange  sich  der  Elreisel  im 
selben  Sinne  dreht  Ganz  analog  enthält  das  Potential 
elektrischer  Ströme  bei  Gegenwart  permanenter  Magnete, 
oder  das  von  dem  die  elektromagnetische  Drehung  der 
Polarisationsebene  des  Lichtes  abhängt^  Glieder,  die  bezüg- 
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lieh  der  StromBtSxken  oder  Geschwindigkeiten  linear  sind. 
Diese  frappante  Analogie  ist  natürlich  kein  Beweis,  daß  bei 
den  letztgenannten  physikalischen  Erscheinungen  wirklich 
Yorborgene  Botationsbewegangen  eine  EoUe  spielen;  aber 
sie  würde  dnrch  diese  Hypothese  am  ungezwungensten  er- 
klärt und  weist  jedenfalls  darauf  hiui  daß  das  vergleichende 
Studium  beider  Arten  Ton  Erscheinungen  weitere  Aufschlüsse 
Yerspricht  Der  in  dem  eben  behandelten  Beispiele  betrach- 
tete feste  Körper  ist  übrigens  ein  reines  Monozykeli  wenn 
die  Ejräfte  8  und  ^  stets  gerade  solche  Werte  haben,  daß 
A  und  C  sich  sehr  langsam  im  Vergleiche  zu  B  ändern, 
sonst  ein  gemischtes. 

Einen  Fall,  wo  H  eine  noch  kompliziertere  Funktion  der 
Geschwindigkeiten  sein  kann,  findet  Helmholtz  in  folgen- 
der Weise.  Es  soll  der  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft 
aus  zwei  Summanden  bestehen,  von  denen  der  eine  nur  ge- 
wisse Geschwindigkeiten  p\f  der  andere  nur  die  übrigen 
Geschwindigkeiten  p'^  enthalten  soll,  so  daß  also 

d^Tldp\dp'^^0 

ist.     Da  F  die  Geschwindigkeiten   gar  nicht  enthält,    so 
folgt  auch 


d  p\  d  p'd 


=  0. 


Außerdem  soll  die  äußere  Krafk,  die  nach  jeder  der  Ko- 
ordinaten p^  wirkt,  zu  allen  Zeiten  gleich  Niül,  also  $j=»  0 
sein.  Hier  und  in  allem  folgenden  ist  Ton  keinen  zyklischen 
Bewegungen  mehr  die  Bede, 

Es  sind  nun  jedenfalls  Bewegungen  des  Systems  mög- 
lich, ftLr  welche  alle  p'^  verschwinden,  daher  alle  p^  zu  allen 
Zeiten  konstant  bleiben.  Da  E  kein  bezüglich  irgend  eines 
p^  lineares  Glied  enthält,  so  ist  dann  auch  für  jeden  Index  d 

281)  1^  =  0 

und  aus  Gleichung  272)  folgt  für  jeden  Index  d 

282)  1^  =  0. 
'  dpd 
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Ans  diesen  Gleichmigen  können,  Ton  singulären  fWen  ab- 
gesehen,  die  Koordinaten  i?^  als  Funktionen  Ton  p^  nndy^  ge- 
funden werden.  Substitaiert  man  die  so  gewonnenen  Werte 
der  p^  in  JT,  so  erhält  man  eine  Funktion  der  p^  nnd  p\, 
welche  mit  $  bezeichnet  werden  soll.  $  braucht  dann  keine 
quadratische  Funktion  der  p\  zu  sein,  sondern  kann  diese 
GrOBen  in  ganz  beliebiger  Weise  enthalten,  jedoch  wird  es 
eine  gerade  Funktion  der  p\  sein.    Dann  ist 

d^   __\dH       ^  dB     dp4 
dpe         dp.  "^^    dpi     dp. 

d^  dB        ^  dH     dpä 

dp\  "  dp\  ^Z^   dp^     dp\  ' 

d 

daher  wegen  281]  und  282) 

283^  ^€  __  dB  B^  ^  dB 

'  dp.       dpe*        dp\       dp\ 

und  die  Langrangeschen  Gleichungen  ftr  die  Koordi- 
naten p^  erfahren  keine  Veränderung  in  der  Form,  wenn 
man  daxin  ^  ftLr  F  einsetzt.  Wenn  aus  dem  Ausdrucke 
fftr  H  vermöge  gewisser  Bedingungsgleichungen  gewisse  Ge- 
schwindigkeiten eliminiert  sind,  so  nennt  Helmholtz  das 
betreffende  Problem  ein  unyollständiges,  da  es  sich  auf  Be- 
rechnung der  an  diese  Bedingungsgleichimgen  gebundenen 
Bewegungen  beschränkt 

Wenn  man  zu  physikalischen  Vorgängen  mechanische 
Analogien  sucht,  so  kann  man  Ton  Tomherein  nicht  wissen, 
welche  Variabein  man  mit  Koordinaten,  welche  mit  Ge- 
schwindigkeiten in  Parallele  stehen  solL  So  kann  man  z.  B. 
in  der  Mektrodynamik  die  dielektrischen  Momente  mit 
Koordinaten,  die  magnetischen  mit  Geschwindigkeiten  und 
umgekehrt  in  Parallele  stellen.  Nun  ist  in  der  Physik  in 
der  Regel  die  Energie  als  Funktion  der  Variabein  experi- 
mentell gegeben.  Ein  vollständiges  mechanisches  Problem 
kann  man  daher  als  Analogie  eines  physikalischen  Vorgangs 
nur  dann  benutzen,  wenn  der  experimentell  gegebene  Ans- 
druck  für  die  Energie  von  gewissen  Variabein  eine  homogene 
quadratische  Funktion  ist,  welche  dann  mit  Geschwindigkeiten 


Gl.  284. 285.]       IV.   §  54.   Helmboltz*  Beriprozit&ten.  209 

in  Parallele  gestellt  werden  müssen.  Wählt  man  dagegen 
ein  onyollständiges  medianisclies  Problem  als  Analogie,  so 
kann  es  Tollkommen  zweifelhaft  werden,  welche  physi- 
kalische Variabein  man  mit  Geschwindigkeiten  und  welche 
mit  Koordinaten  in  Parallele  setzen  soll,  da  beide  in  be- 
liebiger Form  im  Ausdrucke  für  die  Energie  enthalten  sein 
können. 

§  54.    Helmholts'  Senprontätsiatse. 

Diese  Beziprozitätssätze  beziehen  sich  nicht  wie  die 
Hertz  sehen  auf  Zykeln,  sondern  auf  ganz  beliebige  mecha- 
nische Systeme.  Jedesmal,  wenn  eine  Oleichung  von  der 
Form  272)  gili^  folgt  daraus 

284)       *,  =  -  -II  +  ^^^^p\  +  ^^-^. 

k  k 

Sind  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen 
Methode  gewisse  Koordinaten  eliminiert,  so  bleibt  diese 
Gleichung  unverändert  gtiltig,  wenn  man  unter  H  diejenige 
Funktion  versteht,  für  welche  eben  die  Bewegungsgleichungen 
die  Lagrangesche  Form  annehmen,  also  die  Größe  F',  wenn 
die  Gleichungen  276)  gelten,  die  Größe  ^,  wenn  die  Glei- 
chungen 283)  gelten.  Wir  wollen  in  folgendem  für  alle 
diese  Größen  denselben  Buchstaben  H  gebrauchen,  da  die 
Gleichung  284)  und  diejenigen,  welche  wir  nun  daraus  ent- 
wickeln wollen,  für  alle  diese  Fälle  gleichmäßig  gelten. 
1.  Nach  Gleichung  284)  ist  die  äußere  Kraft  ^^^  welche  zu 
den  durch  die  Kraftfunktion  F  bestimmten  Kräften  hinzu- 
kommen muß,  um  die  gegebene  zeitliche  Veränderung  der 
Koordinaten  hervorzurufen,  eine  lineare  Funktion  der  Be- 
schleunigungen pi  und  man  sieht  sofort,  daß 

ist.  Wenn  also  bei  Konstanz  der  Koordinaten,  Geschwindig- 
keiten und  übrigen  Beschleunigungen  ein  Zuwachs  einer 
Beschleunigung  p^  einen  Zuwachs  einer  mit  anderem  Index 
versehenen  äußeren  Kraft  ^^^  bewirkt,  so  bewirkt  der  gleiche 

Boltsminn,  MecbAiilk  II.  14 
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Zuwachs  der  Beschleanigong  piy  die  derselben  Koordinate 
wie  die  Kraft  $^  entepricht,  einen  gleichen  Zuwachs  der 
der  anderen  Koordinate  entsprechenden  Kraft  ^j^. 

BeüjrieL  Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  121)  ist  ersicht- 
lich, daß  die  Beschleunigung  B"  Ton  Einfluß  auf  die  Kraft  8 

ist    Daher  muß  auch  Ä"  von  Einfluß  auf  »  und  #|j  =  ^, 

sein.  Beide  Werte  ergeben  sich  aus  121)  in  der  Tat 
gleich  —  0  J. 

2.  Aus  Gleichung  284)  folgt  weiter: 

d^k  d^H  d*H  ^        yg 

j^  dp\dp\dfi^^ 
i 

oder  wenn  man  die  beiden  letzten  Summen  so  zusammen- 
zieht^ wie  man  es  auch  tun  müßte,  um  von  Gleichung  284) 
zu  Gleichung  272)  zurückzugelangen: 

d p't  BPh dp\  "^  dp\ dpu'^  dt  [dp\ dfu) ' 

Bildet  man  ebenso  dSßJdp\,  so  sieht  man,  daß  in  allen 
Fallen,  wo  d^Hjdp\dp\  (was  nach  285)  gleich  d^Jdp'i 
und  auch  gleich  d^Jdpk  ist),  konstant  speziell,  wo  es 
gleich  Null  ist,  die  Gleichung  besteht 


Bp\  dp\ 

In  allen  diesen  Fällen  gilt  also  folgendes:  Wenn  eine 
größere  Geschwindigkeit  p\  bei  Gleichheit  aller  übrigen 
Geschwindigkeiten  und  der  Werte  aller  Koordinaten  und 
Beschleunigungen  ein  größeres  "^^  bedingt,  so  bedingt  eine 
größere  Geschwindigkeit  p\  natürlich  wieder  bei  Gleichheit 
der  übrigen  Geschwindigkeiten  und  der  Koordinaten  und 
Beschleunigungen  ein  im  selben  Maße  kleineres  ^^. 

Beispiel.  Wenn  ein  fester,  um  einen  festen  Ponkt 
drehbarer  Körper  sich  so  bewegt«  daß  C,  Ä'  und  B  konstant 
sind  und  B  groß  gegenüber  Ä  ist,  so  macht  er  eine  ein- 
fache Präzessionsbewegung.  Die  nach  der  Koordinate  C 
wirkende  generalisierte  Kraft  ^  (das  Moment  der  äußeren 
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EiAfte  um  die  Achse  012)  muß  dann  von  Null  yersohieden 
sein  und  zwar  muß  es  für  positive  Ä  und  B'  negativ  sein 
und  sein  Absolutwert  mit  wachsendem  Ä  wachsen^  sodaß 
d(SldÄ  negativ  ist  Wenn  also  ^  durch  die  Schwere^' 
erzeugt  wird  und  OZ  der  ßiclitung  derselben  entgegen- 
gesetzt ist,  so  muß  der  Schwerpunkt  auf  der  negativen 
O^-Achse  liegen.    Femer  ist  nach  121) 


dC      d  A" 


0. 


2  at 

Daher  muß  -±-^  positiv  und  dem  Zahlenwerte  nach  gleich 

ddjdÄ'  sein.  Damit  also  ohne  anderweitige  Änderung 
der  Verhältnisse  C  von  Null  zu  einem  kleinen  positiven 
Werte  ansteige  und  diesen  dann  kurze  Zeit  konstant  behalte, 
d.  L  damit  die  positive  Of-Achse  sinke,  der  Schwerpunkt 
also  der  Richtung  der  Schwere  entgegen  steige,  ist  ein 
Moment  9(  erforderlich,  das  in  der  Richtung  der  wachsenden  ^ 
wirkt,  also  die  Präzession  zu  beschleunigen  sucht,  was  mit 
der  Erfahrung  stimmt  Natürlich  ist  dieser  Beweis  hier 
nor  anwendbar,  solange  sich  durch  das  Wachsen  von  G  die 
übrigen  Verhältnisse  noch  nicht  geändert  haben.  Aus  den 
Gleichungen  121)  ergibt  sich  natürlich  unmittelbar 


Kbenso  ist 


aber  nicht 


wegen 


a« 

«- 

Bd 
'  BA' 

a« 
ac 

=  - 

ag 

BR' 

a« 

BR 

-- 

as 

BA- 

d« 

a» 

1^           —  ■^ 

BR' BA""      ^^' 


Bezüglidi  des  Nachweises,  daß  sidi  dieser  Satz  auch 
auf  allen  jenen  Gebieten  der  Wärme-  und  ElektrizitätBlehre 
und  Chemie  bewährt,  wo  Gleichungen  gelten,  die  mit  den 
für  verborgene  Bewegungen  geltenden  mechanischen  Glei- 
chungen analog  sind,  muß  hier  aaf  die  zitierte  Originalr 
abhandhnug  Helmholtz*  verwiesen   werden.     Es   sei   hier 

14* 
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nur  noch  darauf  hiDgewiesen,  daß  sich  die  Beziehung 
zwischen  dem  Prinzipe  der  kleinsten  Wirkung  und  dem  zweiten 
Hauptsatze  auch  insofern  bewährt,  als  die  meisten  Relationen 
die  man  so  erhält,  sonst  mittelst  des  zweiten  Hauptsatzes 
bewiesen  werden.  (Beziehung  zwischen  Eompressionskoeffi- 
zient  oder  Elastizitätsmodul  und  Temperaturänderung  bei 
Kompression  oder  Dehnung,  Volumänderung  beim  Schmelzen 
und  Schmelzpunktsänderung  durch  Druck,  thermoelektro- 
motorische  Kraft  und  Peltierphänomen,  Wärmeentwicklung 
in  galyanischen  EHementen  und  Abhängigkeit  ihrer  elektro- 
motorischen Kraft  von  der  Temperatur  etc.  etc.  Ebenso 
muß  ich  bezüglich  einer  Reihe  anderer  Lehrsätze  und  Rezi- 
prozitäten sowie  bezüglich  der  weiteren  Anwendungen  in 
der  Wärmelehre  und  aller  Anwendungen  in  der  Elektro- 
dynamik auf  die  Originalabhandlung  verweisen,  da  sich  die- 
selben zu  weit  vom  Boden  der  reinen  Mechanik  entfernen. 


y.  Die  Hamilton Jacobischen  partiellen 
Differentialgleichungen. 


§  55.    Bas  Prinzip  der  Tariierenden  Wirkung. 

Wir  kehren  nun  wieder  zu  dem  ganz  allgemeinen  im 
§  30  betrachteten  Falle  zurück,  haben  aber  die  Absicht,  die 
Art  und  Weise  der  Variation  einer  Reihe  von  neuen  be- 
schränkenden Bedingungen  zu  unterwerfen.  Es  soll  ein 
holonomes  System  von  n  materiellen  Punkten  durch  be- 
liebige generalisierte  Koordinaten  Pij  p^  *  *  •  p,  bestimmt 
sein.  Dfe  lebendige  Kraft  T  soll  eine  gegebene,  die  Zeit 
nicht  enthaltende  Funktion  der  Koordinaten  und  generali- 
sierten Geschwindigkeiten  (resp.  der  Koordinaten  und 
Momente)  sein;  es  soll  eine  Kraftfunktion  V  existieren, 
welche  ebenfalls  eine  gegebene  Funktion  der  Koordinaten 
sein  soll  und  welche  letztere  die  Zeit  auch  explizit  ent- 
halten kann.     Die  Zahl  s  der  generalisierten  Koordinaten 


dt  dpn 
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soll  jedoch  genau  gleich  der  der  Freiheitsgrade  des  Systems 
sein,  so  daß  zwischen  den  generalisierten  Koordinaten  keine 
Bedingangsgleichungen  mehr  bestehen.  Es  ist  dies  er- 
forderlich, damit  später  die  pSl  und  pl  unabhängig  von- 
einander variiert  werden  können. 

Die    allgemeinen    Bewegungsgleichungen   50)   und   51) 
lauten  dann  wie  folgt: 

286) 
wobei 

^^-dp\^       dp\ 

Durch  diese  Gleichungen  und  die  Werte  pl  und  q\j  welche 

sämtliche  Koordinaten  und  Momente  zu  einer  bestimmten 

Zeit  t^^  die  wir  jetzt  immer  den  Zeitanfang  nennen  wollen, 

haben,   ist   eine  bestimmte  Bewegung   eindeutig   bestimmt^ 

welche  wir  die  unvariierte  Bewegung  nennen.    Wir  können 

für  dieselbe  die  einer  beliebigen  Zeit  t  zugehörigen  Werte 

der  Koordinaten  und  Momente  aus  den  Bewegungsgleichungen 

als  Funktionen  von  t,  p%  und  q%,  berechnen«     Wir  könnea 

auch  die  Werte,   welche   zur  Zeit  t  die  Größen  T  und  V 

und  somit  auch  den  Wert,  welchen  das  Integral 

i 

287)  W^  f{T--V)di 

hat,  als  Funktion  der  2  s  Anfangswerte  pl  und  ql  und  der 
Zeit  t  berechnen.  Es  ist  jetzt  bequemer  die  obere  Grenze 
nicht  mit  dem  Index  1  zu  versehen,  sondern  sie  ebenso  zu 
bezeichnen,  wie  die  Variable  t  unter  den  Integralzeichen, 
nach  welcher  integriert  wird,  da  die  letztere  bald  in  unseren 
Formeln  nicht  mehr  vorkommen  wird  und  es  dann  lästig 
wäre,  den  Index  1  immer  mitzuschleppen. 

Da  wir  die  Bewegungsgleichungen  als  gegeben  annehmen, 
so  erhalten  wir  durch  Integration  derselben  s  Gleichungen, 
welche  uns  die  s  Werte  der  Koordinaten  pj^  als  Funktionen 
der  2s  +  l  Werte  von  pl,  ql  und  t  ausdrücken.  Aus  diesen 
8  Gleichungen  zwischen  den  Ss  +  1  Größen  pl^  pj^,  ql  und 
t  können  wir  die  s  Größen  ql  als  Funktionen  der  2s  +  l 
Werte  von  pl,  p^  und  t  ausdrücken.    Substituieren  wir  die 
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80  whaltenen  Aasdrücke  von  qi  in  die  Größe  W,  welche 
wir  ja  Bchon  oben  als  Funktion  der  28  +  1  Größen  pl,  qi 
und  t  ausgedrückt  haben,  so  erhalten  wir  fbr  W  einen  Aus- 
druck, welcher  nur  die  2 «  +  1  Variabeln  pl,  pj^  und  t  ent- 
bälty  so  daß  also  W  als  Funktion  dieser  Variabein  dargestellt 
erscheint,  was  wir  die  Hamiltonsche  Darstellungsweise 
nennen  wollen. 

Wir  wollen  nun  wie  bisher  immer  nebst  dieser,  der 
unyariierten  Bewegung,  eine  von  ihr  unendlich  wenig  ab- 
weichende Tariierte  Bewegung  betrachten. 

Über  das  Verhältnis  der  beiden  Bewegungen  machen 
wir  jetzt  die  folgenden  speziellen  Voraussetzungen: 

Der  Zeitanfang  t^  soll  für  die  variierte  Bewegung, 
genau  derselbe  sein,  d.  h.  die  Funktion  V  soll,  wenn  sie  die 
Zeit  explizit  enthält,  zu  Anfang  der  yariierten  Bewegung 
dieselbe  Funktion  der  Koordinaten  sein,  wie  zu  Anfang  der 
unvariierten.  Sie  soll  auch  zu  jeder  Zeit  i  der  yariierten 
Bewegung  dieselbe  Funktion  der  Koordinaten  sein,  wie  zu 
derjenigen  Zeit  i  der  unvariierten  Bewegung,  welche  vom 
Zeitanfang  der  unvariierten  Bewegung  ebensoweit  absteht, 
wie  die  erstere  Zeit  t  vom  Zeitanfang  der  variierten  Be- 
wegung. Wir  wollen  die  solchen  Zeiten  entsprechenden 
Zustände  wieder  korrespondierende  nennen  und  sagen,  der 
eine  sei  der  Zustand  der  unvariierten,  der  andere  der  der 
variierten  Bewegung,  welcher  zur  Zeit  t  stattfindet 

Da  wir  vorläufig  i^  als  absolut  invariabel  betrachten, 
so  brauchten  wir  nirgends  hervorzuheben,  daß  die  betreflEen- 
den  Größen  auch  Funktionen  von  i^  sind. 

Es  sei  hier  noch  die  folgende  Bemerkung  beigeftgt,  die 
übrigens  auch  auf  die  in  den  vorigen  Abschnitten  be- 
handelten  Variationsprobleme  Anwendung  findet  Wtlrde  V 
die  Zeit  nicht  explizit  enthalten,  so  wäre  die  absolute  Lage 
des  Zeitpunktes  t^  in  der  Zeitreihe  natürlich  vollkommen 
gleichgültig.  Diese  absolute  Lage  i^  in  der  Zeitreihe  könnte 
für  die  variierte  eine  andere  als  die  {i^)  für  die  unvariierte 
siein;  es  käme  bloß  darauf  an,  daß  die  Zeitabstände 
korrespondierender  Zustände  immer  gleich  wären,  so  dafi, 
wenn  irgend  ein  Zustand  Ä  der  unvariierten  Bewegung  zur 
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Zeit  t,  und  der  koirespondiereiide  Zastand  B  der  variierten 
zur  Zeit  i'  stattfände,  t'  —  i^i^'  -^  t^  wäre.  Es  wtürde  dann 
i'  die  der  Zeit  t  korrespondierende  Zeit  heißen.  Doch 
ist  die  Vorstellnng  einfacher  und  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, daß  t'  and  t  identische  Zeiten  sind;  ebenso  i^' 
und  i^.  Wir  wollen  uns  daher  immer  dasselbe  materielle 
System  zur  selben  Zeit  doppelt  in  zwei  nahe  gleichen  Zu- 
ständen vorhanden  denken,  ohne  daß  das  eine  Exemplar  des 
Systems  das  andere  irgendwie  beeinflußt 

Es  soll  nun  gegenwärtig  speziell  die  Variation  so  aus- 
geftihrt  werden,  daß  nicht  nur  die  Form  der  Funktionen  T 
und  V  samt  allen  darin  vorkommenden  konstanten  Para- 
metern vollkommen  unvariiert  bleiben,  sondern  daß  auch 
behufs  Erzeugung  der  Variation  der  Bewegung  nicht  die 
mindesten  Zusatzkrikfte  wirken,  so  daß  die  zu  irgend  einer 
Zeit  der  variierten  Bewegung  wirkenden  Kräfte  wieder  genau 
gleich  den  partiellen  Ableitungen  derselben  Funktion  Fnach 
den  Koordinaten  sein  sollen  und  nur  deshalb  andere  Werte 
haben  können,  weil  die  in  diese  partiellen  Ableitungen  zu 
substituierenden  Werte  der  Koordinaten  bei  der  variierten 
Bewegung  etwas  andere  als  im  korrespondierenden  Zu« 
Stande  der  unvariierten  Bewegung  sind. 

Die  Variation  des  Integrales  W  soll  also  in  diesem 
Paragraphen  und  im  folgenden  bloß  durch  drei  Umstände  be- 
wirkt sein: 

1.  Sollen  die  AnfEuigs werte  der  Koordinaten  fbr  die 
variierte  Bewegung  etwas  andere  als  fQr  die  unvariierte 
sein.  Für  die  erstere  soll  der  Anfangswert  der  ^ten  Ko- 
ordinate pi  +  Spkf  fbr  die  letztere  pi  sein. 

2.  Soll  die  obere  Grenze  des  über  die  variierte  Be- 
wegung erstreckten  Integrales  W  nicht  die  der  oberen 
Grenze  des  über  die  unvariierte  Bewegung  erstreckten  Inte- 
grales entsprechende  Zeit  t  sein,  sondern  sie  soll  um  St 
weiter  vom  Zeitanfange  abstehen  als  bei  der  unvariierten 
Bewegung. 

3.  Sollen  die  Anfangswerte  der  Momente  für  die 
variierte  Bewegung  ebenfalls  etwas  andere  sein,  als  für  die 
unvariierte.    Der  Anfangswert  des  ^ten  Momentes  soll  für 
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die  yariierte  Bewegung  qi  +  Sqi,  fbr  die  unyariierte  Be- 
wegung qi  sein.  Doch  wollen  wir  nicht  die  Gfrößen  Sq\ 
in  unsere  Formeln  einf&hren,  sondern  die  Variationen  Sp^^ 
der  Endwerte  der  generalisierten  Koordinaten.  Unter  Sp^^ 
verstehen  wir  die  Größe,  welche  man  zum  Werte ,  den  die 
^te  Koordinate  bei  der  unvarüerten,  von  den  Anfangswerten 
p^  und  g2  ausgehenden  Bewegung  zur  Zeit  t  hat^  hinzu 
addieren  muß,  um  den  Wert  zu  erhalten,  den  dieselbe 
Koordinate  bei  der  variierten  von  den  Anfangswerien 
Ph  +  Sph  und  qk+Sqi  ausgehenden  Bewegung  zur  Zeit  t+ St 
hat  Dagegen  soU,  wie  schon  bemerkt,  die  Beschaffenheit  des 
materiellen  Systems  vollkommen  unverändert  bleiben,  die 
Kraftfunktion  soll  dieselbe  Funktion  der  Koordinaten  und 
eventuell  der  Zeit  bleiben  und  es  sollen  zu  den  durch 
sie  bedingten  Kräften  keine  neuen,  noch  auch  irgendwelche 
andere  äußere  Einwirkungen  hinzutreten. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  SW  den  Zuwachs,  den  W^ 
also  das  Integral  287]  dadurch  erfährt,  daß 

1.  die  obere  Grenze  der  Integration  t  +  Si  statt  t  ist; 

2.  die  Anfangswerte  der  Koordinaten  pi  +  Spl  statt 
pi  sind,  und 

3.  die  Anfangswerte  der  Momente  so  gewählt  sind,  d&B 
bei  den  neuen  Anfangswerten  der  Koordinaten  irgend  eine, 
z.  B.  die  ^te  Koordinate  zur  Zeit  i  +  St  den  Wertpi^  +  ^j'^ 
hat,  während  sie  bei  der  unvariierten,  von  den  alten  Än- 
f  angswerten  ausgehenden  Bewegung  zur  Zeit  t  den  Wert  p^ 
hatte. 

Da  die  Gleichung  207)  fiir  jede  beliebige  Variation  gilt, 
so  muß  sie  auch  flLr  diesen  speziellen  Fall  gelten.  Welche 
Werte  also  auch  immer  Spi,  Spj^  und  Si  haben  mögen» 
man  hat  jedesmal 

288)         ^TF  =  -  (T+  V)St  +  ^hiqnSp^  -  qiSpi). 

§  56.   Die  beiden  Hamiltonschen  partiellen 
Bifferentialgleiohungen. 

Wir  wollen  nun  unter  den  partiellen  Differential- 
quotienten der  Größe  W,  wenn  wir  nicht  ausdrücklicli  sagen, 
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daB  wir  es  anders  meinen,  immer  diejenigen  yerstehen, 
welche  man  erhält,  wenn  man  W  in  der  Weise  ausdrückt, 
welche  wir  die  Hamiltonsche  genannt  haben,  also  als 
Funktion  der  plj  pf,  und  der  Zeit  i,  wobei  wir  die  Ab- 
hängigkeit Ton  t^j  da  dieses  immer  als  konstant  betrachtet 
wird,  nicht  weiter  berücksichtigen.  Es  ist  also  dWidt  der 
durch  den  Zuwachs  S  t  der  Zeit  dividierte  Zuwachs  S^  W 
des  Wf  welcher  entsteht,  wenn  die  obere  Grenze  des  Inte- 
grales 287)  um  St  wächst,  aber  die  Eoordinatenwerte  f&r 
die  untere  und  obere  Grenze  dieselben  bleiben,  also 
^Ph  ^  ^P^  ^  ^  ^^^*  Dann  erhält  man  aber  aus  der  Glei- 
chung 288) 

289)  S,W^^[T+  V)8t, 
daher  ist: 

290)  -^=-r-  F=-^, 

was  man  als  die  erste  Hamiltonsche  partielle  Differential- 
gleichung bezeichnet^) 

Ebenso  ist  dWfdpj^  der  durch  den  Zuwachs  8p^  des 
für  die  obere  Grenze  des  Integrales  287)  geltenden  Wertes 
der  A-ten  Koordinate  dividierte  Zuwachs  S^W  des  TT, 
welcher  entsteht,  wenn  die  beiden  Grenzen  des  Integrales  287) 
sowie  die  Anfangswerte  aller  Koordinaten  unverändert  bleiben, 
die  Anfiangswerte  der  Momente  aber  sich  so  ändern,  daß 
auch  die  ftLr  die  obere  Grenze  des  Integrales  287)  geltenden 
Werte  der  Koordinaten  alle  bis  auf  p^  konstant  bleiben. 
Dadurch  erhält  man  aber  aus  Formel  288) 

Eis  ist  also 

«•)         ^  -  «.• 

EIndUch  findet  man  in  gleicher  Weise,  indem  man  in 
Formel  288)  alle  Variationen  gleich  Null  setzt,  bis  auf  dpi 

292)  4|-  — «- 


Bei  konstanten  p^  und  q^  wftre  natürlich  d  WJdt 


7-  F. 


293)  ^  =  -»0. 
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Es  mag  hier  nur  beiläufig  bemerkt  werden,  daß  wir 
gerade  so,  wie  wir  bisher  i^  miTer&ndert  ließen  und  nur  die 
obere  Grenze  t  des  Integrales  287]  änderten,  auch  umgekehrt 
die  obere  Grenze  konstant  halten  und  t^  verftudem  können, 
dann  haben  wir  in  W^  das  ja  Funktion  TOn  i^  und  t  ist, 
letzteres  konstant  zu  lassen,  so  daß  also  bei  konstantem  t 
die  Große  W  als  Funktion  Ton  t^y  pj^  und  pt  auszudrücken 
ist    Dann  folgt  aus  207) 

dW 
Bio 

was  man  die  zweite  Hamilton  sehe  partielle  Differential- 
gleichung nennt  Die  beiden  Gleichungen  d  Wfdp^  »  q^ 
und  d  W/dpi  ^  —  qi  bleiben  ungeändert,  da  diaselbst  t^ 
und  i  konstant  zu  betrachten  sind.  In  der  Tat  sind  die 
28  +  2  Größen  t^,  t  und  die pi  und  pj^  alle  independent  yon- 
einander  verftuderlich.  i^  und  i  sind  fbr  jede  Art  der  Be- 
wegung ganz  willkürlicL  Sind  daftkr  bestimmte  Werte  ge- 
wählt, so  bestimmen  die  pi  und  p^  die  Art  der  Bewegung, 
also  die  2«  Integrationskonstanten  der  Bewegungsgleichungen. 
Wenn  nämlich  die  pj^  als  Funktionen  Ton  i  und  2$  Inte- 
grationskonstanten gegeben  sind  und  man  in  die  betreffen- 
den Gleichungen  einmal  t=^  tf  dann  t^i^  setzt,  so  erh&lt 
man  2  s  Gleichungen,  aus  denen  jene  2«  Integrationskon- 
stanten als  Funktionen  von  <,  i^  und  den  pj^  und  pl  be* 
stimmt  werden  können. 

Wir  wollen  uns  übrigens  hier  um  diese  zweite 
Hamiltonsche  partielle  Differentialgleichung  nicht  weiter 
kümmern,  sondern  zunächst  bloß,  um  die  Art  der  Bildung 
der  hier  vorkommenden  partiellen  Differentialquotienten  za 
illustrieren,  die  Gesetze  der  Bewegung  eines  freien  mate- 
riellen Punktes  von  der  Masse  m  im  Baume,  auf  den  gar 
keine  Kräfte  wirken,  also  das  Trägheitsgesetz  als  bekannt 
voraussetzen  und  daran  die  Richtigkeit  der  Hamiltonschen 
partiellen  Differentialgleichung  290),  sowie  der  Gleichung 
291)  und  292)  verifizieren. 

Es  seien  p^,  p^,  p^  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten 
des  Punktes,  p\ ,  p\ ,  p\  die  konstanten  Komponenten  seiner 
Geschwindigkeit  in  den  drei  Koordinatenrichtungen.    Dann 
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294)   { 


ist»  weil  die  Bewegung  des  Punktes  geradlinig  und  gleich- 
förmig ist: 

Pi  =/i  (<  -  <o)  +pU    p,  =/,(<  -  0  +Ph 

ferner 

295)1    ^-¥(^'?+^'5+^'5)-W^ß;'x-p;)«  + 

1  +  (P,  -  Pj)*  +  (P,  -  Pj)*] . 

V  ist  konstant,  daher: 

296)  w^f{^^^r)dt^  ^^^;" ^^ {p'l+p'l+P'l)-v{t^t,). 

Diese  GröBe  mnß  erst  als  Funktion  von  t,  p  und  p^ 
ausgedrückt  werden.    Da: 

ist»  SO  folgt: 

298)    W^- 2^^)[(Px-pJ)*+(P,-Pj)*+(P,-P.7]-  n<-<o). 


297)  p\  =  Syill  etc. 


Nun  hat  man  nach  den  sieben  als  indenpendent  zu  be- 
trachtenden Variabein  i,  p  und  p^  partiell  zu  differenzieren 
und  erhält  so 

2»»)  ^ — T(f^[(Pi--p;)'+(i>,-pir+(i>»-pj)']-^. 

Es  ist  also  in  der  Tat  die  Gleichung  290)  erfUlt  Ebenso 
ist  gemäß  der  zweiten  Hamiltonschen  Differentialgleichung 

^^  =  T  +  F.    Femer  wird 

und  ebenso  sind  die  übrigen  der  Gleichungen  291)  und  292) 
erfüllt  9|  ist  das  Bewegungsmoment  mp\  ^dT/dp^,  in 
welchem  letzteren  partiellen  Differentialquotienten  aber 
die  p  und  p'  als  independente  Variabeln  zu  gelten  haben.  q\ 
ist  wegen  der  Eonstanz  der  Geschwindigkeitskomponenten 
gleich  9j. 
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§  57.    Anwendung  der  ersten  Hamilton  sehen  partiellen 

Differentialgleichnng. 

Wir  haben  in  diesem  Beispiele  die  Integrale  der  Be- 
wegungsgleichungen als  bekannt  yorausgesetzt  Wo  die 
Hamiltonsche  partielle  Differentialgleichung  praktisch  zur 
Anwendung  kommt,  liegt  die  Sache  natürlich  anders.  Da 
ist  bloß  T  als  Funktion  der  p  und  p\  oder  p  und  q^  V  aber 
als  Funktion  der  p  und  eyentuell  der  Zeit  i  gegeben.  Die 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  sind  unbekannt.  Man 
hat  also  zunächst,  wenn  T  als  Funktion  yon  p  und  p'  ge- 
geben ist,  durch  partielle  Differentiation  nach  den  p  die 
Großen  q  zu  bilden,  dann  diese  statt  der  p'  in  T  einzuführen^ 
so  daß  jetzt  T  als  Funktion  yon  p  und  q  erscheint  Darin 
hat  man  statt  q^  zu  substituieren  dWjdp^  und  den  so  er- 
haltenen Wert  yon  T  in  die  erste  Hamiltonsche  partielle 
Differentialgleichung  290]  zu  substituieren.  Die  Form, 
welche  diese  dadurch  annimmt,  wollen  wir  symbolisch  durch 

bezeichnen. 

Dieselbe  enthält  in  bekannter  Weise  die  «  +  1  in  dieser 
Differentialgleichung  als  die  independenten  zu  betrachtenden 
Yariabeln  p  und  t  und  die  partiellen  Differentialquotienten 
der  als  Funktion  dieser  independenten  zu  suchenden  Unbe- 
kannten W  nach  den  independenten  Variabein  und  zwar 
den  partiellen  Differentialquotienten  dWjdi  linear,  yon  den 
übrigen  partiellen  Differentialquotienten  dWfdpj^  aber  die 
Quadrate  und  Produkte  je  zweier. 

Alle  diese  Operationen  kann  man  yornehmen,  ohne  die 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  zu  kennen.  Um  nun 
letztere  zu  finden,  ist  es  durchaus  nicht  nötig,  die  allgemeine 
Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  aufzusuchen. 
Es  genügt,  wenn  man  sich  in  irgend  einer  Weise  ein  so- 
genanntes yollständiges  Integral  yerschafit,  d.  h.  eine  Funk- 
tion der  8  +\  Variabein  p^  und  ij  welche  der  partiellen 
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Differentialgleichung  genügt  nnd  genau  so  viele  willkürliche 
Toneinander  unabhängige  Eonstanten  enthält  als  partielle 
Differentialquotienten  erster  Ordnung  in  der  Differential- 
gleichung Yorkommen.  Es  kommen  deren  in  unserer  Dif- 
ferentialgleichung 8+1  Yor.  Da  aber  die  Unbekannte  W 
undifferenziert  in  der  Gleichung  nicht  vorkommt,  so  kommt 
eine  Eonstante  jedenfalls  additiv  zu  W  hinzu  und  spielt 
später,  da  wir  immer  nur  die  Differentialquotienten  von  W 
brauchen,  gar  keine  Rolle.  Es  genügt  also  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  zu  finden,  welche  8  voneinander  unab- 
hängige willkürliche  Eonstanten  c^,  a,,  . . .,  cc^  enthält,  von 
denen  keine  additiv  zu  W  hinzutritt 

Wenn  wir  die  mechanische  Aufgabe  vollständig  gelöst 
hätten,  so  könnten  wir  W  als  Funktion  von  t,  Pj^f  pSi  aus- 
drücken. Dieser  Wert  des  W  (er  heiße  W")  wäre  ein  voll- 
ständiges Integral  der  Hamilton  sehen  partiellen  Differen- 
tialgleichung 294),  da  er  derselben  genügt  und  die  8  will- 
kürlichen voneinander  unabhängigen  Eonstanten  pi  enthält, 
von  denen  keine  additiv  zu  W  hinzukommt.  Denn  f&r 
<  =  /q  ist  TF  =  0 . 

Wir  setzen  nun  allerdings  voraus,  daß  wir  die  mecha- 
nische Aufgabe  noch  nicht  gelöst  haben.  Wir  kennen  daher 
auch  dieses  eine  vollständige  Integral  der  Gleichung  294] 
nicht.  Aber  wir  nehmen  an,  daß  wir  irgendwie  ein  anderes 
vollständiges  Integral  gefunden  hätten,  also  eine  die  partielle 
Differentialgleichung  294]  erfüllende  Funktion  von  t,  den  pj^ 
und  noch  s  willkürlichen  voneinander  unabhängigen  Eon- 
stanten Uj^,  von  denen  keine  additiv  zu  dieser  Funktion 
hinzukommt  Die  Eenntnis  dieses  beliebigen  anderen  voll- 
ständigen Integrals  genügt  dann,  um  durch  bloß  partielle 
Differentiation  s  cileichungen  zu  finden,  aus  denen  die  8 
unbekannten  Variabein  so  als  Funktionen  der  Zeit  und  2  s 
unabhängiger  Integrationskonstanten  ausgedrückt  werden 
können,  daß  sie  die  Bewegungsgleichungen  286]  der  mecha- 
nischen Aufgabe  erfüllen,  wodurch  also  die  mechanische 
Aufgabe  vollständig  gelöst  ist 

Wir  wollen  dieses  andere  noch  um  eine  (« +  l)-te 
Eonstante  a^  vermehrte  vollständige  Integral  augenblicklich 
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mit  W\  später  aber  wieder  mit  W  ohne  Index  bezeichnen. 
Die  durch  das  Integral  287]  definierte  Wirkung  W  ftr 
unser  mechanisches  Problem  ist,  als  Funktion  von  <,  p  und 
p^  ausgedrückt,  ein  vollstAndiges  Integral  der  partiellen 
Differentialgleichung  801).  W  verwandelt  sich,  wenn  man 
die  p  durch  p^j  q^  und  t  ausdrückt,  in  eine  I\inktion  Ton 
p^j  q^  und  t.  Nimmt  man  an,  jedes  andere  yollst&ndige 
Integral  W"  der  partiellen  Differentialgleichung  301)  stelle 
dieselbe  Wirkung  dar,  d.  h.  dieselbe  Funktion  der  Zeit  nur 
unter  Einftkhmng  anderer  Eonstanten  statt  der  AnfangB- 
werte,  so  können  die  Integrationskonstanten  des  einen  voll- 
ständigen Integrales  nur  Funktionen  der  Integrations- 
konstanten des  anderen,  also  hier  die  p^  nur  Funktionen 
der  a  sein  und  es  muß  W  sich  identisch  in  W"  ver- 
wandeln, wenn  man  für  die  p^  darin  diese  Funktionen  sub- 
stituiert. Differenziert  man  das  so  erhaltene  W"  partiell 
nach  irgend  einem  a,  z.  B.  nach  a^,  so  folgt: 

Nun  können  die  -^  wieder  nur  die  Integrationskonstaaten 

enthalten.    Femer  sind  nach  Gleichung  292)  die  -g-,  gleich 

den  negativen  q^,  also  auch  Integrationskonstanten.  Eb  ist 
also  die  ganze  rechte  Seite  der  Gleichung  302)  eine  bloße 
Funktion  der  Integrationskonstanten;  setzt  man  sie  gleich 
ßj^y  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  302)  in 


d  W 


// 


803)  -/r-=Ä 


don 


'hf 


welche  Relation  s  Gleichungen  darstellt,  aus  denen  die 
s  Größen  pj^  als  Funktionen  der  Zeit  und  der  2«  Integra- 
tionskonstanten a  und  ß  gefunden  werden  können,  womit 
die  Integrale  der  Gleichungen  286),  also  des  mechanischen 
Problems  gefunden  sind.  Berechnet  man  die  p'  und  setzt 
in  den  betreffenden  Gleichungen  und  den  Gleichungen  303) 
i^tQ,  so  kann  man  leicht  die  oc  und  ß  durch  die  p^  und 
q^  ausdrücken. 
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§  58.    Direktor  Beweii  der  Bichtigkeit  der  im  rorigen 
Paragraphen  geftindenen  Besultato. 

Wir  wollen  im  folgenden,  ohne  uns  auf  eine  Diskussion 
einzulassen,  welcher  Ergänzungen  die  Schlußweise  am 
Ende  des  Torigen  Paragraphen  bedürfte,  bloß  auf  die  ein- 
fachste Art  beweisen,  daß  die  in  der  beschriebenen  Weise 
mittels  der  Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleichung 
für  die  pj^  gefundenen  Funktionen  der  Zeit  wirklich  die  ge- 
suchte Lösung  der  mechanischen  Aufgabe  sind,  und  zwar 
wollen  wir  diesen  Beweis  nach  dem  Vorgange  Jacobis 
liefern,  indem  wir  durch  nachträgliche  Differentiation  zeigen, 
daß  die  Funktionen  der  Zeit,  welche  wir  nach  unserer  Methode 
für  die  p  erbalten  und  welche  auch  die  erforderliche  Anzahl 
willkOrlicher  Konstanten  enthalten,  wirklich  die  Bewegungs- 
gleichungen 286)  erfbllen. 

Wir  müssen  da  bloß  die  partielle  Differentialgleichung  294) 
als  gegeben  und  ein  vollständiges  Integral  TF  derselben  mit 
s  Toneinander  unabhängigen  Eonstanten  a^^,  o,,  .  .  .  a^, 
Yon  denen  keine  additiv  zu  W  hinzutritt,  als  gefunden  be- 
trachten.   Wenn  wir  dann 

setzen,  so  erhalten  wir  s  Gleichungen,  welche  die  Größen  p^ 
als  Funktionen  von  t  und  den  Eonstanten  a^  und  ßj^  be- 
stimmen. 

Von  diesen  Funktionen  haben  wir  nachzuweisen,  daß  sie, 
was  immer  für  Werte  die  Eonstanten  ccj^  und  ßj^  haben  mögen, 
immer  den  Bewegungsgleichungen  286)  genügen,  unter 
qj^  verstehen  wir  vorläufig  nichts  anderes  als  den  partiellen 
Differentialquotienten  des  TT  nach  pj^,  wobei  TFals  Funktion 
von  if  der/7j^  und  der  a^  anzusehen  ist.  Die  Gleichungen  291) 
sind  also  jetzt  nicht  als  durch  Rechnung  gefundene  Rela- 
tionen, sondern  vielmehr  als  die  Definitionsgleichungen  f&r 
die  q  anzusehen. 

Der  Annahme  gemäß  genügt  W  für  alle  möglichen 
Werte    der  Eonstanten  or^  der    partiellen    Differentialglei- 
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chung  SOI).  Man  kann  daher  diese  Gleichung  auch  nach 
irgend  einem  u  partiell  differenzieren.  Dabei  wird  die 
darin  yorkommende  Größe  q^^d  Wfdp^  als  Funktion  von  (, 
der  pj^  und  der  a^  zu  betrachten  sein.  Man  erh&lt  also 
durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung  301)  nach  a^ 

305)  _^+y54^|iL«o. 

l 

Die  Differentialquotienten  der  p  nach  der  Zeit,  die 
wieder  durch  einen  oben  angehängten  Strich  markiert  werden 
sollen,  folgen  durch  Differentiation  der  Gleichung  303)  nach 
der  Zeit,  die  ja  die  Abhängigkeit  der^  von  der  Zeit  angibt, 
wodurch  man  die  mit  den  Gleichungen  304)  identischen 
Gleichungen 

1  1 

erhält,  denen  wir  wieder  die  Nummer  304)  geben.  Diese 
Relation  304)  repräsentiert  uns  8  lineare  Gleichungen  für 
die  Größen  p\f  welche  daraus  als  Funktionen  yon  t,  p^  und 
u^  gefunden  werden  können,  oder  auch  als  Funktionen  Ton 
U  ccj^  und  ßj^f  da  die  j?^  durch  die  Gleichungen  303)  als 
Funktionen  von  a^  und  /?^  ausgedrückt  werden  können.  Die 
Koeffizienten  der  p\  und  das  yon  p\  freie  Glied  in  den 
Gleichungen  304)  sind  aber  ganz  dieselben,  wie  die  Koeffi- 
zienten der  Größen  ^E|^q^  und  das  nicht  mit  diesen 
Größen  multiplizierte  Glied  in  den  Gleichungen  305).  Wenn 
man  daher  die  letzteren  Gleichungen  als  s  lineare  Gleich- 
ungen für  die  Größen  dEjdq^  auffaßt,  so  erhält  man  diese 
Größen  genau  durch  dieselben  Determinanten  ausgedrückt, 
wie  die  Größen  p\j  wenn  man  letztere  aus  den  8  linearen 
Gleichungen  304)  bestimmt.  Wir  sehen  also,  ohne  daß  wir 
alle  diese  Determinanten  hinzuschreiben  brauchen,  ein. 
daß  allgemein 

306)  Pi^y^      »  =  1»  2, 8 
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sein  mnß.    Di£fereiizieren  wir  andererseits  die  Gleichung  291) 
nach  der  Zeit,  so  erhalten  wir: 


307) 


dt        dtdjh,^  ^  dp^dpi^i 


1 

1 

Andererseits  ist  die  Gleichung  294)  identisch  erf&Ut,  wenn 
man  darin  W  als  Funktion  von  <,  pj^  und  a^  substituiert 
und  f&r  die  q^^  d  Wjdp^  die  in  diesem  Sinne  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten  einsetzt  Es  muß  daher 
auch  der  partielle  Differentialquotient  der  linken  Seite  der 
Gleichung  294)  nach  p^  gleich  Null  sein,  bei  dessen  Bildung 
man  t  und  die  a^^  als  konstant  anzusehen,  die  ^^  aber  als 
Funktionen  von  i,  p^  und  a^  zu  betrachten  hat,  so  daß  E 
in  doppelter  Weise  zu  differenzieren  ist  1.  weil  es  explizit 
die  Größe  p^  enthält,  2.  weil  die  darin  Yorkommenden 
Größen  q^  Funktionen  von  ^^  sind.  Setzt  man  den  so 
gebildeten  partiellen  Differentialquotienten  der  Gleichung 
gleich  Null,  so  ergibt  sich: 

dtdpi,  "*"  dpi,  "*"  ^  dqt   dpx  ^ 


Subtrahiert  man  dies  von  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 307),  so  folgt 

dqn  Ö-fi?         . 


dt  dpj, 


1,      A,    •    m    •    8» 


Es  ist  also  bewiesen,  daß  die  Differentialquotienten  der  q^^ 
nach  der  Zeit  genau  durch  dieselben  Gleichungen  gegeben 
sind,  welche  für  die  mechanische  Aufgabe  gelten.  Anderer- 
seits ist  auch  durch  die  Gleichungen  306)  bewiesen,  daß 
die  p\  aus  E  oder  T  (da  ja 

dE ^  dT 
dqt"  dqt 

ist)  in  derselben  Weise  wie  beim  mechanischen  Probleme 
zu  bilden  sind.    Da  sie  also  dieselben  linearen  Funktionen 

BoltimAnn,  Mechanik  IL  15 
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der  9^  Bind  wie  beim  mechanischen  Probleme  und  da  wir 
schon  sahen,  daß  die  Differentialquotienten  der  ^^  nach  der 
Zeit  dieselben  Werte  wie  beim  mechanischen  Probleme 
haben,  so  folgt  hieraus,  daß  auch  die  Ableitungen  der  p\ 
nach  der  Zeit  dieselben  Werte  wie  beim  mechanischen 
Probleme  haben,  also  durch  die  Gleichungen  286)  bestimmt 
sind.  Es  ist  somit  ganz  allgemein  bewiesen,  daß  die  durch 
die  Gleichungen  304]  als  Funktionen  der  Zeit  und  der 
2  8  Integrationskonstanten  cr^  und  ßj^  bestimmten  Werte 
der  pj^  die  Integrale  der  mechanischen  Differentialglei- 
chungen sind. 

Die  Ausführungen  des  §  57  lassen  wieder  so  recht 
deutlich  die  universelle  Bedeutung  des  BnergiebegrifGs  er- 
kennen. Man  braucht  bloß  die  Energie  als  EWktion  der 
Koordinaten  und  Momente  zu  kennen  und  man  ist  unter 
Beiziehung  der  erforderlichen  Anfangsbedingungen  ohne 
weiteres  imstande,  die  zeitliche  Veränderung  aller  Koordi- 
naten zu  berechnen,  ohne  daß  man  ihre  geometrische  Be- 
deutung zu  wissen  braucht  Dies  folgt  übrigens  auch  schon 
aus  den  Gleichungen  72). 

Falls  V  die  Zeit  nicht  explizit  enth&lt»  kann  man  diese 
Variable  immer  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  301) 
hinwegschaffen,  indem  man  setzt 

308)  W^ai+U, 

wobei  U  nur  Funktion  der  Koordinaten  sein  solL    Die  Diffe- 
rentialgleichung 301)  yerwandelt  sich  dann  in  die  folgende: 

309)  „  +  e[^  =  0, 

wobei  das   Symbol   eI-^ — ]   ausdrückt,    daß    man    in  die 
Funktion  E^  T+  rmr  ^^  zu  substituieren  hat  d  Uldp^; 

§  69.  Berechnung  der  Wurfbewegung  aus  der  Hamütoniehes 
partiellen  Differentialgleichung  als  einfiEushstes  illustrierendoi 

BeispieL 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Bedeutung  dieser  Formel 
an  einem  möglichst  einfachen  Beispiele  erOrtem.  Wir 
nehmen  an,  daß  uns  die  Gesetze  der  Wurfbewegung  noch 
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unbekannt  wären  und  daß  wir  dieselben  aus  der  Hamilton- 
schen  partiellen  Differentialgleichung  ableiten  wollten.  Es 
sei  uns  ein  einziger  vollkommen  freier  materieller  Punkt 
mit  der  Masse  m  und  den  drei  rechtwinkligen  Koordinaten 
^>  Vt  ^  gegeben  y  auf  den  nur  die  Schwerkraft  wirkt  Die 
konstante  Richtung  dieser  letzteren  wählen  wir  als  positive 
^Achse  und  bezeichnen  die  ebenfalls  konstante  Beschleunigung 
der  Schwere  mit  g.    Dann  ist: 

q^^mx',       q^=-myj      q^^mx^,       T  ^ —{q\  +  q\  +  q\). 

In  den  letzteren  Ausdruck  sind  statt  der  q  die  partiellen 
Differentialquotienten  von  W,  respektive  wenn  man,  da  V 
die  Zeit  nicht  explizit  enthält,  die  Grleichung  809)  anwendet, 
von  U  nach  den  Koordinaten  zu  substituieren.    Es  wird  also 

-  -  *  -  Mim' H^^r  Hm  - '" 

und  die  Gleichung  309)  geht  daher  über  in 

»■«)   '  ^  Mm  Hm' HW -"''-'>■ 

wobei  W  gleich  at  +  U  ist  Da  es  sich  nur  um  die  Auf- 
findung eines  vollständigen  Integrales  handelt,  so  wollen  wir 
setzen:  U^  U^  +  ü^  +  U^^  wobei  U^  nur  Funktion  von  x, 
U^  nur  Funktion  von  y,  U^  nur  Funktion  von  x  sein  soll. 
Die  partiellen  Differentialquotienten  verwandeln  sich  dann 
in  gewöhnliche  und  die  Gleichung  310)  geht  über  in 

welche  sicher  erfbllt  ist,  venu  vir  setzen: 

Idüt                 düt  d  U.      ,/ ,  o    « — 

^-«i'      W^""      -dr-V«,  +  2mV» 
«^ ^i< +  <+«*)' 

Aus  den  Gleichungen  311)  folgt: 


^z^S^gl/^z  +  ^^'ff^'+G,, 


16' 
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daher,  da  die  EonBtanten  (7|,  C^,  C,  alle  additiv  zu  W  hin- 
zukommen und  deshalb  weggelassen  werden  können 


2m 


Setzen  wir 


+B^y">+^"**9**- 


9W_o  dW       »  dW_    ft 

da^~P^'        dot^P»'        dat~mg 


80  erhalten  wir  also  die  drei  Bewegongsgleichungen  in  der 
Form: 


wobei 


X 

m 

!  +  /?!,     y  - 

X 

+  2/9,<  +  a^, 

«4 

«2« 

eine  einfachere  statt  a^  eingeführte  Eonstante  ist  Dies 
sind  in  der  Tat  die  gewöhnlichen  Bewegnngsgleichungen 
fbr  einen  geworfenen  Körper  und  es  sind  auch 

die  Momente  mx\  my  undm^t;'  bezüglich  der  Koordinaten- 
achsen. 

Wir  wollen  nun  zu  Fällen  übergehen,  wo  die  Hamil- 
tonsche  partielle  Differentialgleichung  von  wirklichem  Nutzen 
ist,  die  also  nicht  mehr  bloB  den  Charakter  erläuternder 
Beispiele  haben.  Wir  müssen  da  zunächst  eine  eigentümliche 
Art  generalisierter  Koordinaten,  die  sogenannten  elUptischen, 
kennen  lernen. 

§  60.    ElliptiBohe  Koordinaten« 

Es-  seien  drei  voneinander  verschiedene  positive,  ein 
für  allemal  konstante  Größen  gegeben,  deren  größte  wir 
mit  a^,  deren  mittlere  mit  o,,  deren  kleinste  wir  mit  % 
bezeichnen,  so  daß  also: 

^1  >  S  >  ^8  • 
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Ferner  seien  x^,z^,x^  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
Punktes  im  Baume.  Wir  denken  uns  für  einen  Augenblick 
auch  diesen  Größen  x^,  x^,x^  bestimmte  konstante  endliche 
reelle,  von  Null  verschiedene  Werte  erteilt  Dann  wird  der 
Ausdruck 

a?!     ^     xl     ^     xi 


a\  +  X   '    al  +  X   *   a}  +  Z 

eine  Funktion  y;  {Xj  des  Wertes  von  A  sein,  den  wir  äugen« 
blicklich  allein  als  variabel  betrachten. 

Wir  wollen  eine  negative  Größe  als  um  so  kleiner  be* 
zeichnen,  je  größer  ihr  Zahlenwert  ist,  was  wir  eine  Un- 
gleichheit mit  Einrechnung  des  Vorzeichens  nennen  wollen. 
Dann  wächst  i^(A)  kontinuierlich  von  0  bis  +  oc,  d.  h.  bis 
zu  einem  beliebig  großen  positiven  Werte,  wenn  k  konti- 
nuierlich von  +  00  bis  —  Og  +  6  abnimmt,  wobei  6  im 
folgenden  immer  eine  positive  Größe  sein  soU^  deren  Wert 
man  so  klein  wählen  kann,  als  man  nur  will.  Es  muß  also 
für  irgend  einen  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Wert  A, 
von  X  die  Funktion  rp{l)  gleich  1  werden. 

tff  {X)  wächst  nochmals  kontinuierlich  von  —  co  bis 
+  00,  wenn  A  kontinuierlich  von  —  aj  —  e  bis  —  aj  +  e 
abnimmt  Für  einen  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden 
Wert  Aj  von  A  muß  also  nochmals  i//  (A)  s  1  werden. 

Endlich  wächst  t//(A)  zum  zweiten  Male  von  —  oo  bis 
+  oo,  wenn  A  kontinuierlich  von  —  aJ  —  e  bis  —  aJ  +  « 
abnimmt  Zwischen  diesen  Grenzen  liegt  ein  dritter  Wert  Aj 
von  A,  für  den  nochmals  rp  (A)  gleich  1  wird,  für  A  <  —  a^ 
bleibt  t//(A]  negativ.    Es  hat  also  die  Gleichung 

welche  sich  durch  Multiplikation  mit  {a\  +  A]  [a]  +  A)  [a]  +  A) 
in  eine  gewöhnliche  algebraische  Gleichung  dritten  Grades 
verwandelt,  stets  drei  reelle  Wurzeln  A^y  A^i  A^  und  es  ist 

813)         +  00  >  A3  >  -  aJ  >  A,  >  -  aJ  >  A,  >  -  aJ. 
Wir  heben  noch  folgende  Spezialfälle  hervor: 
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1.  Wenn  x^  sich  beliebig  der  Null  nähert,  so  n&hert 
sich  A^  der  Grenze  —  a\,  während  sich  i^  und  A,  den  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung 

81^)  ^-T  +  ^-1 

nähern.  Wir  wollen  daher  sagen,  für  o^  »  0  ist  Aj  «»  —  a[, 
X^  und  A3  aber  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  314),  von 
denen  man,  wie  oben,  beweist,  daß  wenn  x^  und  x^  von  Null 
yerschieden  sind,  die  eine  zwischen  +00  und  —  a|,  die 
andere  zwischen  » a]  und  —  a\  liegt  Wir  wollen  die 
erste  mit  A,,  die  zweite  mit  A,  bezeichnen. 

2.  Wenn  sich  x^  der  Null  nähert,  während  Xy^  und  x^ 
von  Null  yerschieden  sind,  so  nähert  sich  entweder  A^  oder 
A,  der  Grenze  —  a|,  je  nachdem  die  kleinere  Wurzel  der 
Gleichung 

a)  kleiner,  b)  größer  als  —  aj  ist.  Wenn  daher  x^  =  0, 
x^  und  x^  aber  von  Null  yerschieden  sind,  so  setzen  wir  im 
ersten  Falle  A,  »  —  «| ,  A^  gleich  der  kleineren  dieser  Wurzeln, 
im  zweiten  Falle  A^  =  —  a^  und  A,  gleich  der  kleineren  dieser 
Wurzeln,  wogegen  A,  immer  gleich  der  größeren  Wurzel 
der  Gleichung  315)  zu  setzen  ist 

3.  Ebenso  ist,  wenn  o^  s  0,  a:^  und  a^  aber  yon  Null 
yerschieden  sind,  A,  oder  A,  »  —  aj,  Aj  gleich  der  kleinsten 
Wurzel  der  Gleichung 

316)  ^  +  äfTT-' 

und  A3  oder  A,  gleich  der  größeren  Wurzel  dieser  OleichuDg 
zu  setzen,  je  nachdem  dieselbe  a)  größer  oder  b)  kleiner 
als  —  a|  ist 

4.  Ist  fl^  =  a;,  =  0 ,  so  setzen  wir: 

Aj  s=  —  ttj ,       Aj  =  —  ttj ,     Aj  =  o;,  —  a, . 

5.  Für  Äj  =  ajj  =  0  wird: 

Aj  =a  —  aJ    und 
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^aS 


a)  falls  x]  <aj  -aj: 

A,  =  -  aj ,      A,  =  «;  -  a; 

b)  fllr  «»,  >aj-aj: 

^,  =  ajj  —  aj ,      A,  =s  —  aj ,     endlich 

c)  für  a?J  «aj  -aj: 

A,  =A,  «-aj. 

6)  Für  a;^  =s  a^  =  0  wird 

a)  falls  «J  >  aj  —  aj : 

A,  =  ajj  -  aj ,      A,  «  -  aj ,      A,  «  -  aj , 

b)  für  ajj  =aj  -aj: 

A,  «A,  =-a;,      A,  =-aJ, 

c)  für  aj  -  aj  >  ajj  >  a;  -  aj : 

A,  =  -  aj ,      A,  =  a?J  -  aj ,       A,  =  -  aj , 

d)  für  icj  =  aj  -  aj : 

A,  =  -  aj ,  Aj  «  A,  «  -  aj , 

e)  für  «J  <  aj  -  aj : 

A,  =  -  aj ,       A,  =  -  aj ,       A^  =  a;J  -  aj . 

7.  Wenn  sich  endlich  a^,  x^  und  x,  gleichzeitig  der 
Grenze  Nnll  nähern,  so  nähern  sich  A^,  A^  and  A,  gleich- 
zeitig den  Grenzen  —  a]^  —  a^  und  »  a\ ,  weshalb  wir  für 
Xj  sss  2^  s  a^  a  0  setzen  wollen: 

A,  =  -  aj ,       A,  =  -  aj ,       Aj  =  -  aj . 

Falls  mindestens  eine  der  Koordinaten  unendlich  wird, 
setzen  wir  A,  =00.  Wenn  dann  eine  oder  zwei  der  recht- 
winkligen Koordinaten  endlich  oder  unendlich  niedrigerer 
Ordnung  sind,  so  ist  eines  oder  zwei  der  A  gleich  einem  aK 
Sind  zwei  rechtwinklige  Koordinaten  a^  und  Xj^  untereinander 
von  gleicher  und  von  höherer  Ordnung  unendlich  als  die 
dritte,  so  folgt  ein  A  aus  der  Gleichung 


317) 


X, 


2 


k 


a|  +  i' 
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sind  endlich  alle  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  nnendhch 
Yon  gleicher  Größenordnung,  so  sind  für  i^  und  i^  die 
beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

ZU  wählen. 

Nach  diesen  Festsetzungen  gehört  zu  jeder  Teme  von 
reellen  Werten  der  Koordinaten  x^,  x^^  x^  eine  und  nur 
eine  bestimmte  Teme  Ton  reellen  Werten  Ton  i^,  A,,  X^j 
welche,  falls  keine  der  Koordinaten  Nxdl  oder  unendlich 
ist,  den  Ungleichungen  318)  genügen.  Lassen  wir  dagegen 
auch  die  Werte  Null  oder  unendlich  der  Koordinaten  zu, 
so  genügen  A^,  A,,  A,  Relationen,  welche  sonst  mit  den  Un- 
gleichungen 313)  identisch  sind,  nur  daß  an  Stelle  jedes 
üngleichheitszeichens  das  üngleichheitszeichen  oder  Gleich- 
heitszeichen stehen  kann. 

Die  Relationen,  welche  hierdurch  aus  den  Unglei- 
chungen 313)  entstehen,   nennen  wir  die  Relationen  313a). 

Ebenso  gehört  zu  jeder  Teme  von  reellen  Werten 
Ton  Aj,  A^  und  A,,  welche  den  Ungleichungen  313)  oder  den 
Relationen  313  a)  genügen,  eine  und  nur  eine  Teme,  von 
reellen  positiven  Werten  von  x] ,  x]  und  x\ ;  wenn  an  Stelle 
der  Ungleichungen  313)  die  Relationen  313  a)  treten,  werden 
auch  die  Werte  Null  und  unendlich  für  jede  der  Koordi- 
naten zulässig.  Es  sind  also  auch  a:^,  x^  und  a;,,  folgUch 
auch  die  Lage  des  Punktes,  dessen  Koordinaten  Xj^,  x^t  ^ 
sind,  im  Räume  eindeutig  bestimmt,  sobald  die  zn  x^,  x^,  x^ 
gehörige  Teme  der  Werte  von  A^  ?  ^ ,  A^  und  noch  das  Vor- 
zeichen der  Koordinaten  gegeben  ist 

Wir  können  daher  als  generalisierte  Koordinaten,  durch 
welche  die  Lage  irgend  eines  Punktes  im  Räume  bestimmt 
ist,  die  zu  den  rechtwinkligen  Koordinaten  x^,  x^,  x^  des- 
selben gehörigen  Werte  von  A^,  A^  und  A,  benutzen.  Man 
nennt  sie  die  elliptischen  Koordinaten  des  betreffenden 
Punktes.  Sie  bestimmen  die  Lage  desselben  eindeutig, 
wenn  noch  das  Vorzeichen  der  drei  rechtwinkligen  Koordi- 
naten gegeben  ist.    Es  sind  also  A^,  A,,  A^  eindeutige  Funk- 
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tionen  von  x^,  x^,  x^,  umgekehrt  sind  x^yX^,  x^  Funktionen 
von  i^,  X^,  i^f  die  durch  die  letzteren  Yariabeln  bis  auf 
das  Vorzeichen  eindeutig  bestimmt  sind. 

§  61.   GFeometrisohe  Bedeutung  der  elliptischen  Koordinaten. 

Wir  wollen  nun  das  bisher  Gesagte  geometrisch  inter- 
pretieren. Wir  betrachten  da  zunächst  in  Gleichung  312) 
nebst  a^,  a^,  a^j  welche  wie  immer  gegebene,  ein  für  alle- 
mal konstante  Größen  sein  sollen,  auch  A  konstant  Die 
Gleichung  gibt  uns  dann  eine  Relation  zwischen  den  Koor- 
dinaten x^f  x^,  x^j  welcher  alle  Punkte  einer  gewissen 
Zentralfl&che  F  zweiten  Grades  genügen.  Wir  nennen  sie 
die  dem  betre£Eenden  A  entsprechende  Fläche  zweiten  Grades. 
Da  in  der  Gleichung  312)  alle  ungeraden  Potenzen  der 
Koordinaten  fehlen,  so  ist  der  Koordinatenursprung  immer 
ihr  Mittelpunkt  und  die  Koordinatenachsen  sind  ihre  Achsen. 

Sehr  großen  positiven  Werten  von  X  entspricht  sehr 
nahe  eine  Kugel  von  sehr  großem  Radius.  Diese  verwandelt 
sich,  wenn  A  bis  —  aj  abnimmt,  in  ein  inmier  kleiner 
werdendes  dreiachsiges  Ellipsoid,  dessen  größte  Achse  die 
Richtung  der  a:^ -Achse,  dessen  kleinste  die  der  a:3-Achse  hat 
Dasselbe  nähert  sich,  je  mehr  sich  A  der  Grenze  — aj  nähert, 
immer  meht  der  Fläche  einer  in  der  x^  a;,*^^^^^  liegenden 
Ellipse  Ej  deren  Achsen  die  Koordinatenachsen  sind  und 
deren  Halbachsen  gleich  ^a]  —  aj  und  yäl^-^l  sind,  welche 
Also  die  Gleichungen  hat: 


05?  Xi 


Wenn  man  zuerst  dem  A  einen  sehr  großen  positiven, 
dann  einen  um  eine  sehr  Meine  Größe  e  kleineren,  dann 
wieder  einen  um  b  kleineren  Wert  etc.  erteilt,  so  erhält 
man  lauter  dreiachsige  Ellipsoide,  von  denen  jedes  ganz 
innerhalb  der  vorigen  liegt;  der  Raum  wird  also  in  lauter 
unendlich  dünne  ellipsoidische  Schalen  zerlegt,  welche  den 
ganzen  unendlichen  Raum  vollständig  erfüllen. 

Ist  A  wenig  kleiner  als  —  a  J ,  so  ist  die  Fläche  F  ein 
•einschaliges  Hyperboloid,  welches  noch  £Etst  mit  demjenigen 
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Teile  der  a:^  a:|-Ebene  zaBainmenf&llt»  welcher  aoSerhalb  der 
Ellipse  E  liegt  Daher  können  wir  sagen,  daß  die  Fläche  F 
für  den  Fall  A^-aJ  in  die  o^a^-Ebene  degeneriert  und 
wir  werden  nach  dem  früheren  Übereinkommen  X,  so 
lange  es  größer  als  —  a\  ist  und  auch  noch  so  lange  es 
einem  Punkte  des  von  der  Ellipse  E  umschlossenen  Stfickes 
der  2C|2|-Ebene  entspricht,  mit  A,  bezeichnen.  Sobald  es 
gleich  —aj  ist,  aber  einem  Punkte  der  x^Tyl^hene  entspricht^ 
der  außerhalb  jener  Ellipse  liegt,  oder  sobald  es  zwischen 

—  aj  und  — *  a]  liegt,  also  einem  einschaligen  Hyperboloide 
entspricht,  werden  wir  es  mit  A^  bezeichnen,  wogegen  auf 
dem  üm£Etnge  der  Ellipse  A,  =  i,  s  —  a|  ist 

Nimmt  nun  A,  welches  jetzt  A^  heißt,   von   » a\  bis 

—  al  ab,  so  breitet  sich  das  einschalige  Hyperboloid 
aus  und  geht  für  A  =  —  a'  in  denjenigen  zusammenhängen- 
den Teil  der  a^iXg-Ebene  über,  welcher  yon  den  beiden 
Ästen  Aj^  der  Hyperbel 

begrenzt  ist  für  welchen  also    ,    ^    , .   '   >  <  1  ist  Anf 

diesem  Teile  der  x^  o^j-Ebene  ist  A  noch  mit  A,  zu  bezeich- 
nen. Der  andere  Teil  der  x^  o^j-Ebene,  für  welchen  A  eben- 
falls gleich  —  a]  ist,  aber  schon  mit  Aj  bezeichnet  werden 
soll,  ist  die  Grenze  der  zweischaligen  Hyperboloide,  in 
welche  die  Fläche  F  übergeht,  sobald  A  <  —  a|  wird.  Nähert 
sich  A  dem  Werte  —  a\,  so  nähern  sich  beide  Schalen 
dieser  Hyperboloide  von  beiden  Seiten  immer  mehr  der 
gesamten  0:^0^3 -Ebene. 

Alle  die  einschaligen  Hyperboloide,  welche  man  erhält^ 
wenn  man 

A  =  —  aJ  —  6,       A  =  —  aJ  —  2fi...A=:  —  aJ 

setzt  und  von  denen  wieder  jedes  folgende  das  vorhergehende 
nirgends  schneidet»  aber  ihm  über^  unendlich  nahe  liegt, 
erfüllen  wieder  den  ganzen  unendlichen  Baum  kontinuierlich 
und  zerlegen  jede  der  früher  besprochenen  ellipsoidischen 
Schichten  in  lauter  Singe  von  unendlich  kleinem  Quer- 
schnitte. 
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Alle  zweischaligen  Hyperboloide  endlich^  welche  den 
Werten  A  «  —  aj  —  e,  —  aj  —  2  6  .  . .  —  aj  entsprechen,  er- 
ftülen  noch  einmal  in  derselben  Weise  den  ganzen 
unendlichen  Baum  kontinuierlich  und  zerlegen  jeden  der 
besprochenen  Binge  in  lauter  unendlich  kleine  Volum- 
elemente.  Diese  Volumelemente  sind  rechtwinklige  Pa- 
rallelepipede,  da  sich,  wie  wir  sofort  beweisen  werden, 
je  ein  Ellipsoid,  je  ein  einschaliges  und  je  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  immer  rechtwinklig  durchschneiden. 

Alle  diese  Formen,  welche  die  Fläche  F  der  Beihe 
nach  annimmt»  sind  (die  Fälle  ausgenommen,  wo  sie  in  eine 
ebene  Fläche  degeneriert)  konzentrische  und  koaxiale  Flächen 
zweiten  Grades,  d.  h.  sie  haben  alle  denselben  Mittelpunkt 
(den  Eoordinatenursprung),  und  gleichgerichtete  Achsen  (die 
Koordinatenachsen).  Sie  sind  auch  konfokal,  d.  h.  alle  Kegel- 
Schnittlinien,  in  welchen  sie  durch  die  x^  x^-£bene  geschnitten 
werden,  haben  dieselben  Brennpunkte,  ebenso  haben  alle 
Kegelschnittlinien,  in  welchen  sie  durch  die  x^  o^j-Ebene  ge- 
schnitten werden,  untereinander  und  alle,  in  welchen  sie 
durch  die  jr^rc^-Ebene  geschnitten  werden,  wieder  unter- 
einander dieselben  Brennpunkte. 

Für  die  Schnitte  mit  der  x^  a:^-Ebene  liegen  die  Brenn- 
punkte auf  der  2^ -Achse  in  der  Entfernung  ya\  —  aj  vom 
Koordinatenursprunge  0,  fbr  die  Schnitte  mit  der  a^^Xj^-Ebene 
ebenfalls  auf  der  2^ -Achse  in  der  Entfernung  ^aj  —  a\ 
Ton  0,  fiir  die  Schnitte  mit  der  x^  x, -Ebene  auf  der  2c^-Achse 
in  der  Entfernung  ya\  —  a\  von  0. 

Man  sieht  dies  leicht  ein,  wenn  man  bedenkt,  daß, 
wenn  A  und  B  beliebige  positive  oder  negative  Konstanten 
sind  und  mit  Einrechnung  des  Vorzeichens  Ä>  B  vsX^  die 
beiden  Brennpunkte  der  KegelschnitÜinie,  welche  die  Glei- 
chung -^  +  ~n~  ^  ^  ^^^  ^^^  ^^^  o;- Achse  in  der  Entfernung 

^Ä^  B  vom  Eoordinatenursprunge  liegen.  Dies  gilt  sowohl, 
wenn  Ä  und  B  positiv  sind,  also  die  Kegelschnittlinie  eine 
Ellipse  ist»  als  auch  wenn  Ä  positiv,  dagegen  B  negativ  ist, 
also  die  Kegelschnittlinie  eine  Hyperbel  ist  Ja  selbst 
wenn  Ä  und  B  beide  negativ  sind,  also  die  Kegelschnitt- 
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linie  ganz  imaginär  wird,  was  bei  den  Dorchschnittslinien 
der  oben  betrachteten  zweischaligen  Hyperboloide  mit  der 
x^x^  Ebene  zutrifft,  pflegt  man  diese  Punkte  noch  immer 
ihre  Brennpunkte  zu  nennen  und  zu  sagen,  daß  diese 
reell  bleiben. 

Den  drei  Werten  des  X,  welche  den  Koordinaten  eines 
gegebenen  Punktes  entsprechen  und  also  gegenwärtig  tod 
uns  als  dessen  generalisierte  Koordinaten  bezeichnet  werden, 
entsprechen  also  immer  drei  konzentrische,  koaxiale,  homo- 
fokale Flächen  zweiten  Grades,  ein  dreiachsiges  EHlipsoid, 
ein  einschaliges  und  zweifacheriges  Hyperboloid,  welche 
sich,  da  die  Koordinaten  des  gegebenen  Punktes  die 
Gleichung  jeder  der  drei  Flächen  erfüllen,  in  dem  gegebenen 
Punkte  schneiden. 

Falls  eine  oder  zwei  oder  alle  drei  Koordinaten  Null 
werden,  degenerieren  eine  oder  zwei  oder  alle  drei  Flächen 


Fig.  8. 

in  eine  oder  in  einen  Teil  einer  der  Koordinatenebenen. 
Falls  mindestens  eine  der  Koordinaten  unendlich  ist,  de- 
generiert das  Ellipsoid  in  eine  Kugel  von  unendlichem 
Radius. 

In  Fig.  8   ist  das  Ellipsoid  und   das   ein-  und  zwei- 
fächerige   Hyperboloid  (perspektivisch    freilich    nicht   ganz 
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richtig]  gezeichnet,  welche  sich  in  dem  mit  einem  Kreuze 
markierten  beliebigen  Pankte  des  Baumes  durchschneiden. 
Auch  sind  die  Durchschnittslinien  der  beiden  Hyperboloide 
mit  dem  Ellipsoide  gezeichnet  Wenn  man  diese  Figur 
betrachtet,  kann  man  sich  leicht  klar  machen^  wie  die  yer- 
schiedenen  Flächen  degenerieren,  wenn  gewisse  Koordinaten 
des  Durchschnittspunktes  Null  oder  unendlich  werden. 

§  62.    Bie  elliptlBohen  Koordinaten  sind  orthogonal. 

A3  ist  die  größte  Wurzel  der  Gleichung  312),  kann 
also  als  eine  Funktion  von  Xj^,x^,x^  (sagen  wir  f{x^,x^f  x^)) 
betrachtet  werden,  welche  man  z.  B.  mittels  der  Car däni- 
schen Formel  explizit  hinschreiben  könnte,  da  ja  die  Glei- 
chung 312)  eine  Gleichung  dritten  Grades  f&r  Ä  ist 

Lassen  wir  in  dieser  Funktion  x^  und  x^  konstant  und 
betrachten  bloß  x^  als  veränderlich,  so  können  wir  ihren 
partiellen  Differentialquotienten  dX^/dx^  bilden.  Dieser 
wird  am  besten  in  folgender  Weise  gefunden:  Da  A3  Wurzel 
der  Gleichung  312)  ist,  so  hat  man: 

2/?  X^  xl 


Läßt  man  darin  x^  und  x^  konstant,  so  folgt: 

dx^       AI    a\  +X^' 

Die  analogen  Gleichungen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  A,  nach  o;,,  x^  und  A,  und  A^  nach  allen  x  partiell 
differenziert,  kann  man  in  die  Form 

821)  ^'^  '^ 


dxi       Alial+Xj,) 

zusammenfassen,  wobei  sowohl  i  als  auch  h  unabhängig  von- 
einander jeden  der  drei  Werte  1,  2  oder  3  haben  können. 
A  ist  dabei  eine  abgekürzte  Bezeichnung  und  es  ist  all- 
gemein 


322)  A  =  l/2/(-^ 


W  +  i»)' ' 
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wobei  wir  immer  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  wählen 
wollen.  Der  Index  i  unter  dem  Snmmenzeichen  hat,  wie 
hier  immer  die  Bedeutung,  daß  dem  i  alle  drei  Werte  1, 
2  und  3  zu  erteilen  sind,  wogegen  dem  h  ein  bestimmter 
dieser  drei  Werte  zu  geben  ist,  gleichgültig  welcher. 

Die  Gleichung  des  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  dreiachsigen  Ellipsoids  finden  wir,  wenn  wir  die 
soeben  mit  f  [x^,  x^,  x^)  bezeichnete  Funktion,  welche  uns 
A3  durch  x^,  x^,  x^  ausdrückt,  gleich  einer  Eonstanten,  näm- 
lich gleich  dem  diesem  Punkte  entsprechenden  speziellen 
Werte  von  ^3  setzen.  Die  Richtungskosinus  der  an  dieses 
ElUpsoid  im  gegebenen  Punkte  errichteten  Normalen  N^ 
sind  daher  nach  den  bekannten  Formeln  ftir  die  Bichtungs- 
kosinus  der  an  eine  Fläche  mit  der  Gleichung /"(x^,  2^,2:,) 
=  konst  gezogenen  Normalen 

/»T        %       19/" 
wobei  n  die  positive  Wurzel  aas 


fö)"^(li)'-^(li) 


d  f 

ist    Dabei  sind  die  partiellen  Differentialquotienten  ^  etc. 

so    zu   verstehen:    es   ist  A3  als  Funktion  f{x^,  x^$  x^  ^on 
^v  ^%9  ^  auszudrücken  und  dann,  bei  konstantem  x^  und  x^ 

nach  X.    zu   differenzieren  etc.     Es  ist  also  ^-^,  ^  etc. 
genau   dasselbe,  was  wir  in   den  Formeln  321)  mit  -^t 


^K 


etc.   bezeichneten.     Wenn  wir  daher    zu    dieser  Be- 


zeichnungsweise  zurückkehren,  so  erhalten  wir 


.  blt 


-(''..'.)= vlliHSMiir '^ 
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und  nach  Substitation  der  Werte  321)  und  322) 
Ebenso  folgt: 

Die  Gleichung  des  einschaligen,  durch  denselben  Punkt  mit 
den  Koordinaten  x^y  x^,  x^  gehenden  Hyperboloids  erhalten 
wir  in  gleicher  Weise,  wenn  wir  zuerst  die  mittlere  Wurzel  X^ 
der  Gleichung  312)  als  Funktion  (p  von  x^,x^f  x^  ausdrücken 
und  dann  diese  Funktion  (p  gleich  dem  dem  betrefiPenden 
Punkte  entsprechenden  Werte  von  ^  setzen.  Die  Bichtungs- 
kosinus  der  im  selben  Punkt  an  das  einschalige  Hyper- 
boloid errichteten  Normalen  N^  sind  dann  wieder  den  Größen 

-j-^f  -g-^,  -g-^    proportional    und    analoges    gilt    für    die 

Normale  i^^,  die  man  durch  denselben  Punkt  mit  den 
Koordinaten  x^,x^j  x^  zu  dem  durch  diesen  Punkt  gehenden 
zweifächerigen  Hyperboloide  ziehen  kann.  Die  Formeln, 
welche  man  f&r  die  Richtungskosinus  aller  dieser  Normalen 
erhält^  kann  man  in  die  Formel  zusammenfassen: 

323)  co8(JV,.a,^-^^. 

Der  Eosiniis  des  Winkels,  welchen  luvend  zwei  {Nj^  und  Nj^^^) 
von  diesen  drei  Normalen  miteinander  einschließen,  ist  daher 

+  cos {N^,  ar,)  cos (JVj ^.  1 ,  X,)  +  cos {N^,  x,) cos {N^+i,x,)  = 
1        V  *' 


^«^ü+i^(«f  +  A»)K  +  Vi) 


Nun  ist  aber 


*/  1  /       x}  asj' 


K  +  MW  +  W)       i»-Vi   W  +  k+i        «/  +  M' 
daher 
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•^  ^i 


^    W  +  MW  +  Vi) 

1 


Xf  --^  X; 


"S"-^^. V 


< 


In  diesen  Formeln  kann  h  jeden  beliebigen  der  Werte  1, 
2  oder  3  annehmen,  im  letzteren  Falle  aber  müssen  wir 
den  Index  4  immer  als  gleichbedeutend  mit  dem  Index  1 
betrachten.  Wir  wollen  in  allen  analogen  Formeln  auch 
den  Index  5  mit  dem  Index  2  etc.,  d.  h.  also  alle  Med. 
drei  kongruenten  Zahlen,  wenn  sie  im  Index  stehen,  als 
gleichbedeutend  betrachten.  Der  Funkt  mit  den  Koor- 
dinaten x^f  a^y  Xj^j  in  welchem  die  beiden  Normalen  N^^ 
und  Nj^^i  errichtet  sind,  gehört  beiden  Zentralfläcben 
zweiten  Grades,  zu  denen  diese  beiden  Normalen  gezogen 
sind,  an;  daher  müssen  seine  Koordinaten  die  Gleichung 
jeder  dieser  Zentralflächen  erfüllen,  es  haben  also  beide 
Summen  in  der  eckigen  Klammer  der  rechten  Seite  der 
letzten  Gleichung  den  Wert  1.  Diese  eckige  Klammer 
reduziert  sich  auf  Null  und  man  erhält: 

^^^^         2  («/ + i,)%i + i,^j  -  ^' 

daher  auch: 

325)  cos(^;,,^^^J  =  o. 

Alle  drei  Zentralflächen  zweiten  Grades  durchschneiden 
sich  daher  in  jedem  Punkte  rechtwinklig.  Die  Trans- 
formation in  elliptischen  Koordinaten  ist  eine  Orthogonale. 
Man  nennt  die  Einführung  von  f^  {x^j  x^,  x^),  f^  {x^,  x^,  x,), 
^3  (^9  ^f  ^)  B^^  x^9  x^,  x^  e^  Koordinaten  orthogonal, 
sobald  sich  die  drei  Flächen,  welche  man  erhält,  wenn 
man  f^,  f^  und  f^  gleich  drei  beliebigen  Konstanten  setzt, 
immer  rechtwinklig  durchschneiden. 

§  63.    Ausdruck  der  rechtwinkligen  Koordinaten  durch  die 

elliptische. 

Wir  wollen  nun  die  umgekehrte  Aufgabe  in  Angriff 
nehmen,  wenn  A^ ,  ^  und  A3  gegeben  sind,  die  dazu  gehörigen 
Werte  von  a^,  a,,  a:,   als  Funktionen  von  Äj,  A^,  Jl,  und 
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natOrlich  der  immer  konstant  betrachteten  Größen  ckifO^t^s 
zu  berechnen.  Wir  denken  uns  zunächst  noch  den  drei 
Koordinaten  x^f  Xj^,  x^  bestimmte  konstante  Werte,  dem  A 
dagegen  einen  ganz  beliebigen  Wert  beigelegt,  so  daß  in 
dem  Ausdrucke 

326)        <pm-^'h  +  ^U  +  äfli-' 

zunächst  l  allein  als  variabel  betrachtet  vdrd.    Wir  setzen 

femer 

827)  m  =  (aj  +  X){al  +  X){a\  +  X)(p{X). 

Dann  ist  f{X)  eine  ganze  Funktion  dritten  Grades  be- 
züglich X  und  die  immer  mit  X^,  X^y  X^  bezeichneten  Größen 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  f{X)  =  0.  Nach  einem  be- 
kannten Satz  aus  der  Theorie  der  Gleichungen  ist  also: 

328)  f{X)  ==  ^(i  -  X,){X  -  X,){X  -  X,). 

Setzt  man  hier  f&r  f{X)  den  Wert  327)  ein,  wobei  fttr 
^[X)  noch  der  Wert  326)  zu  substituieren  ist>  folgt  so  ji=  —  1, 
da  der  EoefQzient  von  X^  beiderseits  gleich  sein  muß  und 
man  erhält: 

^^^)\^^a]+X){a]  +  X){al+X)  =  (Ä,  -  X){X,  -  X)X,  -  X). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  X;  es  ist  eine 
identische  Gleichung,  wenn  man  darin  für  A^,  A,,  ^  deren 
Werte  als  Funktionen  von  x^,  x^y  x^,  oder  umgekehrt  für 
iCj,  ajj,  ajj  deren  Werte  als  Funktionen  von  X^,  X^,  X^  sub- 
stituiert. Obige  Gleichung  bleibt  also  stets  richtig,  was 
immer  man  für  A  für  einen  Wert  substituieren  mag. 
Setzt  man  darin  A  =  --  a]\  so  erhält  man: 

Setzt  man  dagegen  in  die  Gleichung  329)  A  ==  —  a|,  so  folgt: 
Setzt  man  endlich  A  =  — aj,  so  folgt: 

^^^^  ^' (aj-a?)(aj-a5)-   ' ' 

BoltsmanB,  Mechanik  II.  16 
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Wir  wollen  nun  allen  drei  Größen  A^,  A,  und  ^  will- 
kürliche nnendlich  kleine  Zuwächse  dk^,  dl^,  di^  erteilen. 
Die  dadurch  entstehenden  Zuwächse  x^,  a^^  x^  nennen  wir 
deren  vollständige  Differentiale.  Wir  finden  sie  am  leich- 
testen, wenn  wir  von  der  linken  und  rechten  Seite  der 
Gleichungen  330]  den  natürlichen  Logarithmus  nehmen  und 
dann  die  vollständigen  Differentiale  dieser  beiden  Logarith- 
men gleich  setzen.  Ebenso  verfahren  wir  mit  Gleichung 
331)  und  332).  Es  folgen  dann  drei  Gleichungen,  welche 
wir  in  die  gemeinsame  Form 

zusammenüassen  können.  Wir  wollen  in  der  letzten  Glei- 
chung zuerst  i  =  ly  dann  i  =  2,  dann  t  =»  8  setzen^  jede  so 
erhaltene  Gleichung  quadrieren  und  dann  die  quadrierten 
Gleichungen  addieren.  Wir  bekommen  dann  links  den  Aus- 
druck dx]  +  dx\  -h  dx\  =  2^^«'»  ^^^  ^^  kürzer  mit  is^ 

m 

% 

bezeichnen  wollen.  Auf  der  rechten  Seite  verschwinden  die 
Koeffizienten  von 

di^.dX^y      dX^.dk^    und    dX^.di^, 

da  dieselben  genau  gleich  der  Hälfte  der  Ausdrücke  werden, 
welche  in  den  Gleichungen  324)  auf  der  linken  Seite  stehen, 
und  vermöge  dieser  Gleichungen  verschwinden.  Der  Koef- 
fizient von  dXl  aber  wird  gleich  dem  vierten  Teile  des 
Quadrates  des  in  Gleichung  822)  mit  Aj^  bezeichneten  Aus- 
drucks.    Man  erhält  also: 

334)   ds^  =  dx\+dxl+dxl  «  i[A\d}il  +  Aldi]  +  AldX\). 

Li  dem  Ausdrucke,  wie  er  durch  Gleichung  322)  ge- 
geben ist,  kommen  sowohl  die  a::^,  o::,»  ^  ^^  eLUch  die  ilj, 
^,  ^3  vor;  den  Ausdruck,  welchen  man  Ar  Aj^  erhält,  wenn 
man  darin  x^,  x^^  x^  ebenfalls  durch  die  X  ausdrückt,  so 
daß  nur  mehr  die  letzteren  Variabeln  in  Aj^  vorkommen,  er- 
hält man  am  kürzesten  in  folgender  Weise. 

Man  betrachtet  wieder  in  der  durch  die  Gleichung  326) 
gegebenen  Funktion  (p{Xj  die  Größen  x^,  Xj^,  x^,  daher  auch 
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Jlj  y  A,  y  A3  als  konstant,  die  Größe  l  dagegen  als  in  beliebiger 
Weise  veränderUcL  Den  Ausdruck  ^  welchen  man  erhält» 
wenn  man  unter  diesen  Voraussetzungen  den  DifiPerential- 

quotienten ^^    bildet   und    darin    nach    geschehener 

Differentiation  1  =  i^  setzt»  bezeichnen  wir  mit  ^   -fr^ 

Er  ist  genau  gleich  A],  wie  man  sofort  aus  Gleichung  822) 
erkennt,  wenn  man  darin  h^  1  setzt    Ebenso  ist 


y   dl    Ja=z,         *'  {dl    Jz=ji, 


8> 


wobei   die   den  eckigen  Klammem  unten  angehängten  In- 
dizes die  analoge  Bedeutung  haben. 

Nun  ist,  wie  wir  sahen,  in  Gleichung  328)  der  Koeffizient 
ul  =  —  1.  Substituiert  man  den  betreffenden  Wert  von  /'(A) 
in  die  Gleichung  327),  so  folgt: 

...  _   (X,-X)(A,-X)(A,-A) 
^^"^       (af  +i)(aJ  +  A)(a,  +  i)  ' 

Bei  der  partiellen  Differentiation  nach  X  sind  x^^x^^x^y 
daher  auch  A^,  A,,  A,,  welche  ja  Funktionen  von  2^,  x,,  a^ 
sind,  als  konstant  zu  betrachten;  es  ist  also 

dl  (af  +i)(a|4-il)(ai  +  l) 

mehr  noch  einer  Reihe  von  Gliedern,  von  denen  aber  jedes 
fiür  A  =  Aj  verschwindet    Es  ist  also: 


-[ 


d<p{l) 


(^-KH^-k) 


d{l)  Ji=A,      (a?  +  l,)(ai  +  X,)(aH-y 

Diese  Größe  ist  aber,  wie  wir  sahen,  gleich  A\.  Bestimmt 
man  in  derselben  Weise  A]  und  A],  so  erhält  man  drei 
Formeln,  welche  man  in  die  folgende  Form  zusammenfassen 
kann: 


OQCX  yä         1    /  Jlh    ~-     lh  +  \){lh     —     Ih^t) 

döO;  ^»  -  j/  (^j  +  ;t,)(a?  +  l^(ai  +  iL, 


) 


Aus  den  Gleichungen  333)  ergeben  sich  natürlich  sofort 
die  partiellen  Differentialquotienten  von  2Bj  ,  x^  oder  x,  nach 

16* 
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X^f  X^  oder  X^,  wenn  man  erstere  Größen  als  Funktion  der 
letzteren  auffaßt^  z.  B.  die  nach  k^ ,  indem  man  di^  ^  dX^  =  0 
setzt.  Alle  diesbezüglichen  partiellen  Differentialquotienten 
kann  man  in  die  eine  Form  zusammenfassen 

336)  ^'''  '* 


diu        2{a\-hh) 

wobei  jeder  der  Indizes  i  und  h  unabhängig  von  dem  anderen 
die  Werte  1,  2  oder  3  annehmen  kann.  Vergleicht  man  dies 
noch  mit  der  Formel  321),  so  kann  man  auch  schreiben 

WO  links  die  x  als  Funktionen  der  X,  rechts  umgekehrt  die 
X  als  Funktionen  der  x  zu  betrachten  sind.  Die  Glei- 
chung 324)  kann  daher  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen 
336)  und  321)  entweder  in  der  Form 


dh   dln+i       A     ^j>.«      "^l^^     ö^ 


338)        I?l5%^  =  0     oder    ^M. 


=  0 


*+l 


geschrieben  werden ,  wobei  wieder  im  Index  alle  Med.  3 
kongruenten  Zahlen  als  gleichbedeutend  zu  betrachten  sind. 
Da  die  Richtungskosinus  der  Normalen,  die  wir  im  vorigen 

Paragraphen  mit  Nj^  bezeichneten,  den  Größen  ^-^,  ^r 

-^-^  proportional  sind,  so  sind  die  linksstehenden  der  Bela- 
lationen  338)  nur  die  bekannten  Gleichungen 

2<cos(iV;^,  a;^C08(JVJ,^i ,  «<)  =  0, 

welche  ausdrücken,  daß  sich  die  Flächen  zweiten  Grades 
orthogonal  schneiden.  Analog  sind  die  rechtsstehenden 
Belationen  mit  dem  Gleichungen 

2<cos(JV;,  a;Jcos(iV;,  Xj^^^)  =  0 
identisch. 

Wir  wollen  nun  mit  Ä  einen  beliebigen  Punkt  des 
Baumes  bezeichnen,  der  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
x^,  x^,  x^  und  die  elliptischen  Koordinaten  X^,  X^,  X^  ^^^ 
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Femer  sei  B  der  Punkt  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten 
x^  +  da^,  x^  +  dx^,  x^  +  dx^  und  den  dazu  gehörigen  ellip- 
tischen Koordinaten  A^  +  dk^,  ^  +  dX^,  i^  +  di^ ,  wobei 
dx^,  dx^f  dx^  willkürlich  sein  können.  Es  sind  dann  di^, 
d)^,  dX^  die  entsprechenden  Zuwächse  der  elliptischen  Ko« 
ordinaten.  Es  können  aber  auch  dX^j  dk^,  dX^  als  willkür- 
lich betrachtet  werden,  dann  sind  dx^,  dx^,  dx^  die  dazu 
gehörigen  Zuwächse  der  rechtwinkligen  Koordinaten. 

Die  in  Formel  334)  mit  da  bezeichnete  Größe  ist  dann 
die  Entfernung  der  beiden  Punkte  Ä  und  B.  Diese  Formel 
stellt  also  die  Länge  eines  willkürlich  im  Baume  gezogenen 
Linienelementes  dar.  Wenn  speziell  der  Punkt  B  auf  dem- 
selben einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloide  wie  der 
Punkt  Ä  liegt  und  nur  das  EUipsoid,  welches  durch  B  geht, 
dem  Werte  X^  +  dX^  von  X^  entspricht,  während  das  EUip- 
soid,  welches  durch  den  Punkt  Ä  geht,  dem  Werte  X^  ent- 
sprichty  so  wollen  wir  dem  Punkte  B  den  Index  3  anhängen 
und  seine  Entfernung  ÄB^  vom  Punkte  Ä  mit  ds^  bezeich- 
nen.   In  diesem  Falle  ist  (2  A^  ==  ef  ^  :=  0.    Daher 

339)  ds^  =  \A^dX^. 

Die  Gerade  ds^  ist  ein  unendlich  kleines,  vom  Punkte  Ä  aus 
gezogenes  Stück  der  Durchschnittslinie  des  ein-  und  zwei- 
schaligen Hyperboloides,  welche  durch  den  Punkt  A  gehen, 
und  steht,  da  diese  beiden  Flächen  auf  dem  EUipsoide 
senkrecht  stehen,  ebenÜEdls  auf  diesem  senkrecht 

Der  Wert,  den  ds  annimmt,  wenn  dX^  ^  dX^=^  0  ge- 
setzt wird,  soll  mit  ds^  bezeichnet  werden.    Es  ist  also 

340)  d*,  =:|^dAj--4Ä, 

der  Abstand  des  Punktes  Ä  mit  den  elliptischen  Koordi- 
naten X^,  X^,  X^  vom  Punkte  B^,  dessen  elliptische  Koordi- 
naten X^,  X^  +dX2,  X^  sind,  ds^  kann  auch  als  ein  vom 
Punkte  A  aus  gezogenes  unendlich  kleines  Stück  der  Durch- 
schnittslinie des  durch  A  gehenden  Ellipsoides  mit  dem 
durch  A  gehenden  zweischaligen  Hyperboloid  definiert  werden 
und  steht  senkrecht  auf  dem  durch  A  gehenden  einschaligen 
Hyperboloide. 
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Ebenso  ist 
841)  ds^  ^\A^dX^  =^ÄB^ 

der  Abstand  des  Punktes  Ä  mit  den  elliptischen  Koordi- 
naten i^j  k^f  i^  und  des  Punktes  B^  mit  den  elliptischen 
Koordinaten  i^  +  dk^^  X^,  X^  oder  ein  von  Ä  aus  gezogenes 
unendlich  kleines  Stück  der  DurchschnittsUnie  des  durch 
Ä  gehenden  Ellipsoides  und  einschaligen  Hyperboloides  und 
steht  senkrecht  auf  dem  durch  Ä  gehenden  zweischaligen 
Hyperboloide. 

Der  früher  mit  B  bezeichnete  Punkt  mit  den  ellip* 
tischen  Koordinaten  i^  +  dk^ ,  ^X^  +  dl^^  X^  +  dX^  ist  die 
^  yis  &  vis  liegende  Ecke  des  unendlich  kleinen  Parallel- 
epipedes,  von  dem  ÄB^,  ÄB^  und  ÄB^  die  drei  in  Ä  zu- 
sammenstoßenden Kanten  sind,  ds  vai  iiß  A  und  B  ver- 
bindende Diagonale  dieses  Parallelepipedes. 

Während  wir  in  Formel  384)  unter  da  immer  die  posi- 
tive Quadratwurzel  aus  dx\  '\'  dx\+  dx\  verstehen,  sollen 
in  den  Formeln  339),  840)  und  341)  A^^  A^  und  A^  wesent- 
lich positive  Größen  sein,  so  daß  also  ds^  dasselbe  Vor- 
zeichen wie  d\,  ds^  dasselbe  wie  dX^  und  ds^  dasselbe  wie 
dX^  erhalten  soll 

§  64.    Eektifikation  der  KrümmungBlinien   des  Ellipsoidei, 

Komplanation  des  EUipsoides. 

Einem  bestimmten  konstanten  X^  entspricht  ein  be- 
stimmtes dreiachsiges  EUipsoid.  Alle  einschaligen  Hyper- 
boloide^ welche  wir  erhalten,  wenn  wir  dem  X^  alle  Werte 
von  —  al  bis  —  a]  erteilen,  durchschneiden  dasselbe  in  einer 
Kurvenschar,  welche  wir  die  Krümmungslinie  erster  Gat- 
tung des  betreffenden  Ellipsoides  nennen.  Ihre  Tangenten 
zu  jedem  Punkte  fallen  nämlich,  wie  in  der  analytischen 
Geometrie  gezeigt  wird,  in  die  Richtung  einer  durch  diesen 
Punkt  gezogenen  Hauptkrümmungsebene.  Diese  KrOm- 
mungsUnien  beginnen  für  A^  r=  —  a,  mit  der  Ellipse ,  in 
welcher  die  os^x^-Ebene  das  EUipsoid  durchschneidet  und 
enden  für  >l,  s  —  a,    in   den  beiden  Stücken  der  Durch- 
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schnittslinie  des  Ellipsoides  und  desjenigen  Teiles  der  a^  oc^" 
Ebene,  welclier  zwischen  den  beiden  Ästen  der  Hyperbel  liegt» 
der  die  Gleichungen  820)  zukommen.  In  Fig.  9  ist  die  obere 
der  positiven  2:3- Achse  zugewendete  Hälfte  des  Ellipsoides  von 
obeui  also  von  dorther  betrachtet,  wohin  die  kleinste  Halb- 
achse zeigt»  perspektivisch  gezeichnet  Die  ausgezogenen  Linien 
sind  Eriimmungslinien  erster  Gktttung. 

Erteilen  wir  dagegen  in  der  Gleichung  812)  dem  A^ 
alle  Werte  zwischen  —  a]  und  —  a],  so  erhalten  wir  die 
Gleichungen  einer  Schar  zweifächeriger  Hyperboloide,  welche 
das  Ellipsoid  in  einer  zweiten  Eurvenschar,  den  Erümmungs* 
linien  zweiter  Gattung  durchschneiden.  Letztere  sind  in 
Fig.  9  punktiert. 

Wenn  vrir  die  Formel  flir  die  Länge  der  Eriimmungs- 
linien eines  beliebigen  Ellipsoides  finden  wollen,  so  genügt 
es  vollständig,  dieselbe  ftir  das  Ellipsoid  zu  suchen,  welches 
dem  Werte  ^  =»  0  entspricht;  denn  dieses  MUpsoid  hat  die 
Gleichung 

342)  f  +  t  +  f  =  '• 

Da  aber  die  Eonstanten  a^,  a^,  a^  ganz  willkürlich  sind, 
so  können  mr  sie  immer  gleich  den  Halbachsen  des  ge- 
gebenen Ellipsoides  machen,  um  dessen  Erttmmungslinien 
es  sich  handelt 

Die  beiden  Gleichungen  einer  Erümmungslinie  erster 
Gattung  dieses  Ellipsoides  finden  wir,  wenn  wir  nebst  X^=^0 
noch  X^  gleich  irgend  einer  zvdschen  —  a]  und  ^  a|  liegen- 
den Eonstanten  setzen.  Das  Linienelement  einer  solchen 
Erümmungslinie  ist  also  zu  bilden,  indem  wir  in  Formel  384) 
A3  s=  0 ,  A,  »  konst  setzen  und  A^  und  d  \  wachsen  lassen« 
Es  ist  also  nach  Formel  341)  dieses  Linienelement 

Eän  endliches  Stück  der  Erümmungslinie  ist 

wobei  Aj  und  A}  die  dem  Anfangspunkte  und  Endpunkte 
des  Stückes  entsprechenden  Werte  von  A^  sind.    Den  vierten 
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Teil  CD  (Fig.  9)  einer  Erümmungslime  erhalten  wir,  wenn 

wir  die  untere  Grenze  X\  des  Integrales  gleich  —  af ,  die 

obere  X\  gleich  —  a\  setzen. 
Die  Länge  der  ganzen,  in 
sich  geschlossenen  Erümmnngs- 
linie  ist  das  Vierfache  dieses 
bestimmten  Integrales.  Den  hier 
za  snbstitaierenden  Wert  ?on 
^.  Ay^  erhalten  wir,   wenn  wir  in 

^'  Formel  335)  A,  .=  0  und  ;i,  gleich 

der  vorgeschriebenen  Eonstanten  setzen.     Es  ist  also  in 

allendiesen  Integralen  zu  setzen 


'i  =  l/^ 


it,(it,-it) 


X,)(ai+X,)(ai+W 

worin  also  alles  bis  auf  die  IntegrationsYariable  X^  konstant 
ist;  die  Integrale  sind  also  Abelsche  Integrale. 

Ebenso  ist  die  ganze  Länge  einer  geschlossenen  Erüm- 
mungslinie  zweiter  Gattung 


«1 


l^iK-K) 


i,)(ai  +y(a|+i,) 


Wir  gelangen  in  der  nachfolgenden  Weise  zur  Eom- 
planation  des  Ejllipsoides. 

Wir  ziehen  vom  Punkte  Ä  mit  den  elliptischen 
Eoordinaten  l^  und  A,  des  £31ipsoides,  Ar  welches  ^  -  0 
ist,  aus  das  Linienelement  da^  =^  \A^d\  ^  ÄB^  der  durch 
Ä  hindurch  gehenden  Erümmungslinie  erster  Gattung  des 
Ellipsoides  und  das  Linienelement  d8^=^  ^A^di^^:^  AB^ 
der  durch  ihn  hindurchgehenden  Erümmungslinie  zweiter 
Gattung  des  EUipsoides.  Femer  ziehen  wir  von  B^  aus 
auf  dem  EUipsoide  die  unendlich  kleine  Gerade  B^C\\ÄBi 
und  von  B^  aus  die  unendlich  kleine  Gerade  B^  C\\ÄBy 
Die  beiden  zuletzt  gezogenen  Geraden  sollen  sich  im 
Paukte  C  treffen.  Dann  kann  die  Figur  A  B^  CB^  A 
als  ein  unendlich  kleines  Sechteck  vom  Flächeninhalte 
\A^A^d\d}^  und  zugleich  als  ein  Element  der  Oberfläche 
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des  Ellipsoides  betrachtet  werden,  für  welches  ^  »  0  ist 
Eün  endliches  Stück  der  Oberfläche  dieses  Ellipsoides  ist  also: 

343)  F^iffA,A,dk,dX^, 

wobei  alle  Wertepaare  von  X^  and  X^  in  die  Integration 
einzubegreifen  sind,  welche  Punkten  dieses  Flächenstückes 
entsprechen. 

Integriert  man  bei  irgend  einem  gegebenen  A^  bezüg- 
lich Aj  von  —  a]  bis  —  a^ ,  so  umfaßt  man  einen  ganzen 
Quadranten  C  D  (Fig.  9]  einer  ErümmuDgslinie  erster  G-at- 
tung.  Integriert  man  noch  bezüglich  A^  von  —  a J  bis  —  a\ , 
so  umfaßt  mau  noch  alle  Quadranten  der  Erümmungslinien 
erster  Gattung  von  J^F  bis  OH,  also  einen  Oktanten  des 
ganzen  EUipsoids.  Es  hat  also  die  ganze  geschlossene 
Oberfläche  des  Mlipsoides ,  dessen  Gleichung  A3  «=  0  ist, 
welches  also  die  Gleichung  842)  hat,  den  Wert: 

2f    JA^A^d\dX^. 

Setzen  wir 

344)  [a\  +  l,)[a\  +  X,)[a\  +  X,)  ^      6J, 
dagegen 

345)  [a\  +  A,)  {a\  +  A,)  {a\  +  A J  =  -  6; , 

so  sind  yermöge  der  Grenzen,  zwischen  denen  A^  und  A^ 
liegen  müssen,  h\  und  h\  wesentlich  positive  Größen.  In 
den  zuletzt  entwickelten  Integralen  ist  A3  s  0,  daher 

346)      A  =  :^y-^(^-^).    ^  =  -^V-^(^-^)- 

Die  Vorzeichen  wurden  in  dieser  Weise  geschrieben,  da 
—  A^,  —A3  und  A3  —  ^  lauter  positive  Größen  sind.  Es 
verwandelt  sich  daher  das  Integral  343)  zunächst  in 


^"^  l/^dAidA3  = 
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Da  b^  nnr  Funktion  Yon  X^y  b^  nur  Funktion  Yon  1^  ist, 
so  zerfällt  jedes  Doppelintegral  in  das  Produkt  zweier  ein- 
fjEtcher  Integrale  und  man  hat 


E^rinnert  man  sich  an  die  Werte  von  b^  und  b^j  so  sieht 
man,  daß  jedes  der  Integrale  ein  elliptisches  und  für  das 
Rotationsellipsoid,  wo  entweder  a^:=s  a^  oder  o^  =  o^  ist, 
durch  gewöhnliche  zyklometrische  Funktionen  ausdrückbar 
ist  Die  ganze  geschlossene  Oberfläche  des  Ellipsoides  er- 
hält man  natürlich,  wenn  man  mit  8  multipliziert  und 
~  a]  und  —  al  als  Integrationsgrenzen  für  ^ ,  dagegen 
—  al  und  —  a]  als  Integrationsgrenzen  für  A,  wählt 

§  65.    Kürzeste  Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoide. 

Wir  wollen  nun  die  spezielle  Form  entwickeln,  welche 
die  Hamiltonsche  partielle  Differentialgleichung  im  Falle 
der  Bewegung  eines  einzigen  vollkommen  freien  materiellen 
Punktes  von  der  Masse  m  annimmt,  wenn  wir  dessen  Posi- 
tion im  Räume  durch  die  drei  elliptischen  Koordinaten 
^,  ^,  A3  bestimmen,  welche  also  jetzt  die  Rolle  der  früher 
^^  Py  Ph'''P»  ^bezeichneten  generalisierten  Koordinaten 
spielen. 

Seien  x^,  oa^,  x^  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des 
materiellen  Punktes  zur  Zeit  t.  Während  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  dt  sollen  dieselben  die  Zuwächse  dx^,dx^,dx^ 
erfahren,  während  die  dazu  gehörigen  Zuwächse  der  ellip- 
tischen Koordinaten  dX^,  di^,  dX^  heißen  mögen.  Wir 
setzen  wie  in  Formel  884) 

ds  =  ydx]  +dxl  +dxl , 

so  daß  ds  der  während  der  Zeit  dt  zurückgelegte  Weg, 
ds/dt  die  G-eschwindigkeit  0  des  materiellen  Punktes  zur 
Zeit  t  und 


Ol.  346.]  y.  §  65.   Kttneate  Linien.  251 


^  w_  (d8_Y 
2    [di) 


dessen  lebendige  Kraft  ist.  Da  die  Formel  334)  für  be- 
liebige  Eoordinatenzuwächse  gilt»  so  mnß  sie  auch  für  die 
während  der  Zeit  di  eintretenden  Eoordinatenzuwächse 
gelten.    Man  hat  also: 

d8=^^yAl  dXl+Al  dkl  +  AI  dl], 

4f  =  iy^l    k'l+A]    X'l+Al    X'l, 

wobei  X\,  X\f  X\  abgekürzte  Bezeichnungen  für  die  Diffe- 
renüalquotienten  der  X  nach  der  Zeit  sind.    Endlich  wird 

T^^{A\x'\  +  A\r,+A\}:x^. 

Unser  Rezept  ging  nun  dahin,  daß  man  zuerst  in  dem 
Ausdrucke  für  T  die  Momente  q  einzuführen,  dann  d  Wfdp^ 
für  Qj^  zu  setzen  und  den  so  erhaltenen  Wert  von  T  in  die 
Hamiltonsche  partielle  Differentialgleichung 

d  W 


dt 


+  T+  F=0 


zu  substituieren  habe.  Unter  den  Momenten  verstehen 
wir  die  partiellen  Differentialquotienten  des  T  nach  den  ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten,  also  nach  X\,  X\  und  X\. 
£s  ist  also: 

^ ""  m  U?      A  "^  Ml' 

Hier  haben  wir  noch  für  q^  zu  substituieren  dWjdp^f  also 
in  unserem  Falle  dW/dX^,  ebenso  für  q^  und  q^  die  Aus- 
drücke dWjdX^  und  dWjdX^.  Tun  wir  dies  und  sub- 
stituieren   den   so  erhaltenen  Wert  von  T  in  die  Hamil- 


Daher: 
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ton  sehe  partielle  Differentialgleichimg ,  so  folgt  also 
schließlich: 

»«)^+i[iF(i?r+ii(i?r+ii  («)>-«. 

wobei  V  als  eine  gegebene  Fonktion  der  Koordinaten  ^^ 
X^j  X^  und  etwa  noch  der  Zeit  t  zu  betrachten  ist  Haben 
wir  ein  vollständiges  Integral,  also  einen  Wert  Yon  W  ge- 
fanden, welcher  dieser  Differentialgleichung  genügt  und 
außer  der  additiv  zu  W  hinzukonunenden  noch  drei  will- 
kürlich voneinander  unabhängige  Eonstanten  enthält,  so 
können  wir  daraus  in  der  uns  bekannten  Weise  die  Be- 
wegungsgleichungen herleiten. 

Wir  betrachten  ein  zweites  mechanisches  Beispiel  Ein 
materieller  Punkt  soll  gezwungen  sein,  bei  seiner  Bewegung 
auf  der  Oberfläche  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  zu  ver- 
bleiben. Wir  können  die  dem  elliptischen  Koordinaten- 
systeme zugrunde  liegenden  Konstanten  o^^  o^,  o^  gleich 
den  Halbachsen  dieses  Ellipsoides  wählen.  Dann  ist  Aj^O 
die  Gleichung  dieses  Ellipsoides,  welche  also  der  materielle 
Punkt  während  seiner  ganzen  Bewegung  erfüllen  muß.  Seine 
Position  auf  dem  IHlipsoid  wird  durch  die  Werte  der 
beiden  anderen  elliptischen  Koordinaten  \  und  ^  be- 
stimmt    Da  A3  konstant  gleich  Null  ist,  so  reduziert  ^ds^ 

auf  A\dX\  +A\dX\,  daher  T  auf  ^  [A\  A'J  +  A\  Tf)  und 

die  Hamiltonsche  partielle  Differentialgleichung  auf: 

»^»)  ^+i[ij(^r+ii(i?)i+--»- 

Falls  außer  den  Kräften,  welche  den  Punkt  zwingen, 
auf  dem  Ellipsoide  zu  bleiben,  keine  anderen  Kräfte  auf  ihn 
wirken,  ist  V  konstant     Setzen  wir  dann 

349)  w^^i^^+  vy+  U, 

wobei  ü  bloß  Funktion  von  ^  und  ^  sein  soll  und  dem 
konstanten  Faktor  von  t  lediglich  behufs  VereinfEU^ung 
der  Rechnung  diese  spezielle  Form  gegeben  wurde,  so  redu- 
ziert sich  die  Gleichung  348)  auf 


GL  860. 352.]  V.   §  65.   Kürzeste  Linien.  253 

Da  ^  a  0  ist»  80  nehmen  A^  und  ^  wieder  die  Werte  846) 
an.  Setzen  wir  außerdem  noch  U ^  U^  +  ü^,  wobei  U^ 
bloß  Funktion  von  X^,  U^  bloß  Funktion  von  i^  ist,  so 
reduzieren  sich  die  partiellen  Differentialquotienten  auf  ge- 
wöhnliche und  die  Gleichung  350)  verwandelt  sich  in 

»")  f(4fr+f(4&r-«.'.-«.v 

Wir  erfüllen  diese  Gleichung,  wenn  wir  setzen 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  da  b^  bloß  Funktion 
Yon  >lj  und  b^  bloß  Funktion  Yon  A,  ist 


--/ 


daher 

352)   i  \  /        .^    I 

Alle  die  Substitutionen,  welche  wir  da  machten,  waren  er- 
laubty  da  es  sich  bei  Ableitung  der  Bewegungsgleichungen 
aus  der  Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleichung, 
wie  wir  wissen,  bloß  darum  handelt,  ein  yollständiges  Inte- 
gral derselben  zu  finden,  d  h.  einen  Ausdruck  für  Wy 
welcher  ihr  genügt  und  die  nötige  Anzahl  unabhängiger 
willkürlicher  Eonstanten  hat  Der  Ausdruck  352)  aber  ist 
ein  solches  vollständiges  Integral,  da  er  außer  der  additiv 
hinzukommenden  Konstanten  noch  die  zwei  willkürlichen 
voneinander  unabhängigen  Eonstanten  cc^   und  a^    enthält 
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Setzt  man  seine  partiellen  DifPerentialqnotienten  nach  der 
einen  und  nach  der  anderen  Eonstante  gleich  einer  dritten 
resp.  yierten  willkürlichen  Eonstanten,  so  erhält  man  die  beiden 
Bewegnngsgleichungen.  Da  der  partielle  Differentialquotient 
von  W  nach  o,  die  Zeit  nicht  enthält,  so  liefert  er,  gleich 
einer  Eonstanten  —  «3/2  gesetzt,  die  Gleichung  der  Bahn. 
Man  erhält  also  für  dieselbe 

353)       r_^^  _  r_^i_  =  «„ 

J  d,  ya^  -  «1  ^       J  5i  y  Ol  A,  -  a, 

wobei  man  sich  f&r  \  und  6,  die  Werte  344)  und  845) 
substituiert  zu  denken  hat,  so  daß  also  die  Integrale  ultra* 
elliptische,  für  das  Botationsellipsoid  elliptische  werden. 

Diese  Gleichung  enthält  in  Wirklichkeit  nur  zwei  will- 
kürliche Eonstanten  u^u\  und  u^u\y  welche  so  bestimmt 
werden  können,  daß  die  Eoordinaten  des  gegebenen  Aus- 
gangspunktes des  materiellen  Punktes  diese  Gleichung  be- 
friedigen und  daß  im  Ausgangspunkte  die  Bichtnng  der 
durch  diese  Gleichung  dargestellten  Eurve  die  gegebene 
Bewegungsrichtung  des  materiellen  Punktes  hat 

Läßt  man  auf  einer  Eugelfläche  von  einem  Ponkte  Ä 
aus  nach  allen  darauf  möglichen  Bichtungen  materielle 
Paukte  ausgehen,  auf  welche  sonst  keine  Eräfte  wirken,  als 
diejenigen,  welche  sie  zwingen,  auf  der  Eugelfläche  za 
bleiben,  so  beschreiben  alle  diese  materiellen  Punkte  größte 
Ereise,  welche  sich  in  dem  A  yis  ä  yis  liegenden  Punkte  B 
der  Eugelfläche  wieder  treffen.  Das  zwischen  A  und  irgend 
einem  anderen  Punkte  A^  eines  solchen  größten  Ereises 
liegendes  Stück  AA^  des  größten  Ereises  ist  so  lange  die  absolut 
kürzeste  Linie,  die  man  auf  der  Eugelfläche  von  A  nach  A^ 
ziehen  kann,  als  der  Punkt  B  nicht  auf  dem  Stücke  AÄ^ 
zwischen  A  und  A^  liegt.  Im  letzteren  Falle,  wenn  also 
der  materielle  Punkt  auf  dem  Wege  von  A  nach  A^  den 
Punkt  B  überschritten  hat,  ist  der  größte  Erdsbogen  ABA^ 
nicht  mehr  die  absolut  kürzeste,  auf  der  Engel  liegende 
Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  ii^,  aber  er  ist  noch 
ein  Grenzwert,  d.  h.  die  Länge  jeder  anderen  ihm  unend- 
lich nahen  Verbindungslinie  ACA^  der  Punkte  A  und  A^ 
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auf  der  Engel  ist  yod  der  Länge  des  größten  Kreisbogens 
ABA^  um  eine  Größe  yerschiedeni  die  unendlich  klein 
höherer  Ordnung  ist,  als  der  durchschnittliche  Abstand 
irgend  eines  Punktes  des  größten  Kreisbogens  von  dem 
ihm  zunäxdist  liegenden  Punkte  der  Kurve  ACÄ^. 

Wenn  man  nun  von  irgend  einem  Punkte  A  auf  der  Fläche 
eines  dreiachsigen  ElUpsoides  in  gleicher  Weise  nach  allen 
Bichtungen  darauf  materielle  Funkte  aussendet^  auf  welche 
sonst  keine  Kraft  wirkt,  als  diejenige,  welche  sie  zwingt^ 
anf  der  IHlipsoidfläche  zu  bleiben,  so  schneiden  sich  alle 
Bahnen  dieser  Punkte,  deren  Gleichungen  alle  die  Form 
der  Gleichung  353)  haben,  nicht  mehr  nochmals  in 
einem  und  demselben  Punkte,  sondern  sie  haben  vis  ä  vis 
vom  Ausgangspunkte  eine  einhüllende,  die  sich  nur  dann 
auf  den  vis  k  vis  von  Ä  liegenden  Punkt  reduziert,  wenn  A 
auf  einer  der  Achsen  des  EUipsoides  liegt  Das  Stück  jeder 
solchen  Bahn,  das  zwischen  A  und  irgend  einem  anderen 
Punkte  A^  der  Bahn  auf  dem  Ellipsoide  liegt,  ist  so  lange 
die  absolut  kürzeste  Linie,  die  man  auf  dem  Ellipsoide 
zvnschen  A  und  A^  ziehen  kann,  als  beim  Übergänge  von 
A  nach  A^  kein  Berührungspunkt  mit  jener  einhüllenden 
durchlaufen  wird.  Ln  letzteren  Falle  ist  es  noch  immer 
ein  Grenzwert,  da,  wie  wir  in  §  39  aus  dem  Prinzipe  der 
kleinsten  Wirkung  bewiesen,  die  Bahn  eines  von  keinen 
Kräften  affizierten  materiellen  Punktes  auf  einer  krummen 
Fläche  immer  ein  Grenzwert  sein  muß.  Es  ist  aber  üblich, 
diese  Bahn  ohne  weitere  Erläuterung  als  eine  kürzeste 
Linie  auf  der  betrefifenden  Fläche  zu  bezeichnen  und  des- 
halb nennen  wir  auch  alle  durch  die  Gleichung  353)  daj>- 
gestellten  Kurven  kürzeste,  ioxodrome  oder  auch  geodätische 
Kurven.  Man  sucht  nämlich  zu  Schiff  im  allgemeinen  in 
einer  kürzesten  Linie  von  der  Ausgangs-  zur  Endstation  zu 
steuern  und  in  der  Geodäsie  wird  die  Entfernung  zweier 
Orte  der  Erdoberfläche  längs  der  kürzesten  Linien  gemessen. 

Die  Abhängigkeit  der  Lage  des  betrachteten  materiellen 
Punktes  auf  dem  Ellipsoide  von  der  Zeit  erhält  man,  wenn 
man   den  partiellen  Differentialquotienten,    der  durch  die 
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Gleichung  852)  gegebenen  Größe  W  nach  a^  gleich  einer 
neuen  Eonstanten  — ^  setzt.    Dadurch  ergibt  sich: 

r    V^dx,     _  r    Vi] dl,     _  ^  __  ii. 

Daraus  folgt: 

854)  y^s^^«     _    VM  ^\     =  -  -V 

während  die  Differentiation  der  Gleichung  358)  liefert: 

855)  ^^!' %M^=  =  Q, 

woraus  durch  Quadrierung  folgt: 

Multiplizieren  wir  das  Quadrat  der  Gleichung  354)  mit  or^, 
addieren  dazu  das  mit  —  a^X^X^  multiplizierte  Quadrat  der 
Gleichung  355)  und  die  mit  &,  [\  —  ^)  multiplizierte 
Gleichung  856)|  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Defi- 
nition der  Größen  A  durch  die  Gleichungen  346) 

Es  ist  also  4fl(^  das  Quadrat  des  Bewegungsmomentes, 
also  gleich  m^c^. 

Die  Geschwindigkeit  o  umgekehrt  ist  ^Ycc^jm^  also 
während  der  ganzen  Bewegung  konstant,  wie  es  nicht  anders 
zu  erwarten  war.  Der  während  der  Zeit  t  zurückgelegte 
Bogen  8  der  lozodromen  Kurve  ist  also  gleich  e  t  und  man 
erhält»  wenn  man  in  die  Gleichung  353)  sjo  statt  t  schreibt, 
die  Rektifikation  der  Erümmungslinien  des  dreiachsigen 
Ellipsoides. 


§  66.    Ein  spezieller  Fall  des  Dreikörperproblems. 

Wir  wollen  nun  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
von  der  Masse  m  betrachten,  welcher  von  zwei  fixen 
Zentren  Pund  P'  angezogen  wird  und  zwar  von  jedem  nach 
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dem  Newton  sehen  Gravitationsgesetze.  Wir  bezeichnen 
die  Länge  der  Geraden  PF'  mit  2e,  ihren  Halbiernngs- 
pnnkt  mit  0  und  betrachten  zuerst  den  speziellen  Fall,  daß 
die  Anfangsgeschwindigkeit  zu  Anfang  der  Zeit  in  der 
Ebene  liegt,  die  man  durch  P,  P  und  die  Anfangslage  des 
materiellen  Punktes  legen  kann.  Der  Punkt  bleibt  dann 
immer  in  dieser  Ebene. 

Wir  wählen  den  soeben  mit  O  bezeichneten  Punkt  zum 
Eoordinatenursprunge  und  ziehen  die  Abszissenachse  OX^  so, 
daß  der  Punkt  P  auf  der  positiven  Ahszissenachse,  der 
Punkt  P'  auf  der  negativen  Abszissenachse  liegt,  die 
Ordinatenachse  OX^  darauf  senkrecht  in  der  Ebene  der 
Bahn,  die  Achse  OX^  senkrecht  auf  die  Bahnebene.  Der 
materielle  Punkt  befinde  sich  zur  Zeit  i  im  Punkte  Ä^  dessen 
rechtwinklige  Koordinaten  x^,  x^j  oi^  seien.  Es  ist  dann 
x^  s  0.  Wir  konstruieren  femer  ein  elliptisches  Koor- 
dinatensystem. Die  Konstanten  o,  und  o,  desselben  sind 
willkürlich,  a^  soll  jedoch  so  gewählt  werden,  daß 

357)  a\  -  a\  «  e' 

ist^  daß  also  P  und  P"  die  Brennpunkte  der  Ellipsen  und 
Hyperbeln  sind,  in  denen  die  konfokalen  Flächen  zweiten 
Grades,  welche  die  elliptischen  Koordinaten  definieren,  von 
der  2:^  Xg- Ebene  geschnitten  werden.  Die  betreffenden 
eUiptischen  Koordinaten  des  Punktes  Ä  seien  A^,  A,,  ^.  Da 
für  diesen  Punkt  a:^  =  0  ist,  so  ist  auch  \  =  ^  aj.  Die 
beiden  zweischaligen  Hyperboloide  degenerieren  in  die  x^  x^- 
Ebene.  Die  Relationen  zwischen  x^^  x^  und  A,,  A3  finden 
wir,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  330),  331)  und  332) 
setzen  \  =  —  aj,  wodurch  wir  wegen  Gleichung  357) 
erhalten: 

e'x\^^{a\+X,)[a\+X,), 

Die  Addition  dieser  Gleichungen  liefert: 

x\  +  x\  ^  a\  +  a\  +  X^  +  X^^ 

daher 

x\+x\  +  e'^  2a\  +  X^  +  X,  ^  w\  +  u;J, 

Boltsmann,  MectaAnik  II.  17 
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wenn  wir 


w. 


^K^K       «'a^VO^ 


setzen,  wobei  die  Wurzeln  immer  mit  positivem  Zeichen  za 
nehmen  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Abstände  A  P  und  A  F'  mit  r  und 
r ,  so  ist 


r'=  ^xl  +xl+  e'  +  2ex,  ^w,+ 


w 


2* 


Die  Vorzeichen  sind  richtig,  da  r,  r',  w^  und  w^  positiv  und 
mit  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  A^  >  A,,  daher  aach 
^8  ^  ^%  ^^^  Wenn  k  und  K  Eonstanten  sind,  so  ist  die 
Kraftfunktion  in  diesem  Falle: 

""        r         r'  ""  »1  -  tri  ""  ^  -  ^ 

die  lebendige  Kraft  ist 

^  und  ^3  erhält  man,  indem  man  wieder  in  den  Formeln  335] 
setzt  ij  =  — aj,  wodurch  folgt: 


Fem  er  ist  statt  q^  und  ^3  zu  setzen  dWjdX^  und  dWjdi^. 
Es  wird  also 

Bevor  wir  dies  in  die  Hamiltonsche  partielle  Differential- 
gleichung 301)  substituieren^  wollen  wir  für  X^  und  A,  die 
Variabein  lo^  und  to^  einführen.    Femer  wollen  wir  noch 
setzen: 
859)  w^a^t+W^  +  W^, 

wobei  TF3  nur  Funktion  von  \  oder  w^,  W^  nun  Funktion 
von  JI3  oder  w^  sein  soll.    Es  wird 
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+  2w(Ä;'—  ä;)m;j— 2m(Ä;  +  ik')w,  =0 
und  man  kann  setzen 


^l 


Die  dnrch  diese  Gleichungen  definierten  Funktionen 
W^  und  W^  sind  elliptische  und  zwar  erscheint  W^  zunächst 
als  Funktion  von  tv^,  W^  als  Funktion  yon  w^ ;  beide  können 
daher  yermöge  der  Gleichungen  358)  auch  leicht  als 
Fiiiiktionen  von  r  und  r  ausgedrückt  werden.  Die  Sub- 
stitution in  Gleichung  359)  liefert  zunächst  W.  Dessen  nach 
€C^  genommener  partieller  Dififerentialquotient  liefert  gleich 
einer  neuen  Eonstanten  gesetzt  die  Gleichung  der  Bahn, 
wogegen  man  den  zeitlichen  Verlauf  der  Bewegung  erhält^ 
wenn  man  den  partiellen  Differentialquotienten  von  W 
nach  cr^  gleich  einer  abermals  neuen  Eonstanten  setzt. 

Wir  wollen  nun  wieder  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  von  der  Masse  m,  der  gegen  zwei  fixe  Anziehungs- 
zentra  P  und  P'  mit  der  Eraft  A/r*  resp.  kjr^  gezogen 
wird,  betrachten,  wobei  wieder  r  und  r'  die  Entfernungen 
des  materiellen  Punktes  zur  Zeit  t  von  P  resp.  P'  sind. 
Es  soll  aber  die  Sichtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des 
materiellen  Punktes  nicht  in  der  durch  seine  Anfangslage 
und  P  und  P'  hindurchgehenden  Ebene  liegen. 

Wir  wählen  wieder  den  Halbierungspunkt  der  Ge- 
raden PP'^  deren  Länge  wir  mit  2e  bezeichnen,  zum  Eoor- 
dinatenursprunge,  ziehen  von  O  gegen  P  die  positive  Ab- 
szissenachse OX^^  außerdem  ziehen  wir  aber  noch  zwei 
beliebige  fixe  Eoordinatenachsen  OY  und  OZ  auf  OX^ 
senkrecht  im  Baume.  Zudem  wenden  wir  noch  eine  be- 
wegliche Ordinatenachse  OX^  an,  welche  stets  senkrecht 
zu  O^  immer  in  der  durch  OX^  und  die  augenblickliche 
Lage  Ä  des  materiellen  Punktes  m  gehenden  Ebene  X^OX^ 
hegen  soll. 

17* 
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Die  Koordinaten  des  Punktes  A  bezüglich  des  be- 
weglichen Eoordinatensystemes  OX^  und  OX^  sollen  mit 
X|  und  2^  bezeichnet  werden.  Der  vei^nderliche  Winkel 
zwischen  den  Geraden  O  X^  und  0  Y,  also  zwischen  der 
fixen  a;^-Ebene  X^OYxmd  der  beweglichen  a;y-Ebene  X^OX^ 
soll  mit  &  bezeichnet  werden.  Dieser  Winkel  bestimmt 
die  Lage  der  beweglichen  2;^*Ebene,  während  x^  und  x^  die 
Lage  des  Punktes  Ä  auf  derselben  bestimmen.  Durch  die 
drei  Variabein  x^,  x^  und  &  wird  also  die  angenblickUcbe 
Lage  A  des  materiellen  Punktes  im  Räume  eindeutig  be- 
stimmt. 

Das  Verhältnis  der  Variabein  X^,  k^  zu  x^,  x^  drückte 
in  der  eben  gelösten  Aufgabe  eine  rein  geometriscbe  Be- 
ziehung aus,  welche  bloß  auf  die  Lage  in  der  a^j^  rc^-Ebene 
Bezug  hat  und  ganz  davon  unabhängig  ist,  ob  diese  Ebene 
fix  ist  oder  sich  bewegt  Die  geometrische  Lage  des 
Punktes  A  auf  der  X^OX^- Ebene  ist  aber  jetzt  genau 
dieselbe,  wie  früher,  als  sich  der  materielle  Punkt  in  einer 
Ebene  bewegte.  Wir  können  also  jetzt  wie  damals  die 
Variabein  A,  und  A3  statt  x^  und  x^  einführen.  Es  werden 
alle  Gleichungen  zwischen  diesen  vier  Variabein,  welche 
sich  auf  die  geometrische  Lage  des  Punktes  A  auf  der 
X^  0^-Bbene  beziehen,  Tollkommen  unverändert  bleiben. 
Setzen  wir  wieder 

al  +  ^3  =  «;;,     a\  +  k^  ^w], 

so  wird  wieder 

Die  Bewegung  des  materiellen  Punktes  während  der 
Zeit  dt  kann  in  drei  Komponenten  zerlegt  werden: 

1.  Es  wächst  x^  um  dx^  Dadurch  verschiebt  sich  der 
Punkt  um  das  Stück  dx^  in  der  Sichtung  OX^. 

2.  Es  wächst  x^  um  dx^,  dadurch  verschiebt  sich  A 
um  das  Stück  dx^  in  der  Richtung  OX^. 

8.  Es  wächst  &  um  d&.  Die  Verschiebung,  welche 
durch  diesen  Umstand  allein  bewirkt  würde,  steht  senkrecht 
auf  den  beiden  früheren  doa^  und  dx^  und   kann   als  ein 


Gl.  859.]  y.   §66.   Dx«ikörperproblem.  261 

unendlich  kleiner  mit  dem  Badius  x^  beschriebener,  dem 
Zentriwinkel  d&  gegenüberliegender  Kreisbogen  von  der 
IjSLngex^d^  betrax^htet  werden.  Der  gesamte  vom  materiellen 
Punkte  während  der  Zeit  dt  beschriebene  Weg  ist  also 


ds^ydx]  +dxl+xldO'\ 

Nun    bleiben    aber    die     geometrischen    Beziehungen 
zwischen  A,,  X^,  x^  und  x^  dieselben,  daher  ist 

4{dxl  +  dxl)  =  Aldll  +  AI  dX] 

und  wenn  man  wieder  die  Differentialquotienten  nach  der 
Zeit  durch  angehängte  Striche  markiert 

^  =  y\{Al  X'l  +  AI  k'l)  +  x\  &'\ 
daher 

woraus    sich    die    den    generalisierten   Koordinaten  X^,  A,, 
19-  entsprechenden  Momente  gleich 

und  daher 

ergibt.      Ehe    wir    dies    in    die    Hamiltonsche    partielle 
Differentialgleichung 

dW 


dt 


+ T+ F=0 


substituieren,  haben  wir  darin  für  g^,  g,,  ^3  die  partiellen 
Differentialquotienten  des  W  nach  den  Koordinaten,  also 
dW/dX^,  ö  TT/öAj  und  dW/d»  einzusetzen.  Wir  wollen 
für  >l^  und  A3  die  Yariabeln  w^  und  w^  einführen,  er- 
halten also 

Diese  Werte  nebst  dWjd&  sind  in  T  für  ^j,  q^  und  ^3  zu 
schreiben.     Femer  ist 
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'  (a|  +  i.)(aj  +  i,) 

(a|  +  l^iai  +  ij 


«» 


tcl- 

wl 

trj- 

»|(wi 

==_J!_-f_J ^V 

Endlich  wollen  wir  noch  setzen 

wobei  PTg  nur  Funktion  von  k^  resp.  i*;^,  W^  nur  Funktion 
von  A3  resp.  to^  sein  soll,  so  daS 

d  W  _  ^_^  dW_  dW^        dW  _  dW 

dt    ""  ^1'      d^   "  ^8'      ötr,  ~  dw^  '      öi«^   ""  rfiP, 

wird.  Es  verwandelt  sich  schließlich  nach  Multiplikation 
mit  2m{wl  —to^)  die  Hamiltonsche  partielle  Differential- 
gleichung in  folgende  Gleichung: 

+  2m(Ä;  —  *')Wj  +  2m(fc'+fc)w73  +  2ma^w\  —  2fnaitt;J=0. 

Zu  dieser  Gleichung  addieren  und  subtrahieren  wir  eine 
dritte  Konstante  a^  und  spalten  sie  dann  in  die  beiden 
Gleichungen: 

(«'»- *')(1i5)'=  2»» (fc' -*)«,,- 2ma,  «>J  -  ^.  +  « 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  W^  als  ultraelliptische  Funktion 
von  w^  und  TT,  als  ebensolche  Funktion  von  w^.  Die 
beiden  Gleichungen  der  Bahn  erhält  man,  wenn  man  die 
beiden  partiellen  Differentialquotienten  des  W  nach  a^ 
und  £^3  je  gleich  zwei  neuen  Eonstanten  ß^  und  ß^  setzt, 
den  zeitlichen  Verlauf  der  Bewegung  aber  erhält  man,  indem 
man  den   partiellen  Differentialquotienten   des  W  nach  a^ 


t' 
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gleich  einer  letzten  Eonstanten  ß^  setzt  Natürlich  besteht 
die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  und  die  auf  die  yz- 
Ebene  bezügUche  Flächenmomentengleichung,  mit  deren 
Deduktion  aus  unseren  Schlußgleichungen  ich  mich  aber 
nicht  aufhalten  will. 


VI.  Methode  der  Variation  der  Konstanten. 

§  67.    Beziehung  dieser  Methode  zu  der  der  Variations- 
rechnung der  reinen  Hathematik. 

Schon  in  §  8,  in  dem  nächsten  auf  Entwicklung  der 
Gleichung  53)  folgenden  Abschnitte,  beschäftigten  wir  uns 
mit  der  Idee  einer  fortgesetzten  Variation,  bis  man  zu 
einem  um  Endliches  verschiedenen  Zustande  gelangt.  Im 
IV.  Abschnitte  hatten  wir  es  dann  schon  wiederholt  mit 
dem  Begriffe  des  allmählichen  Überganges  der  rein  mathe- 
matischen Variation  in  eine  kleine,  durch  physikalische 
Ursachen  bewirkte  wirkliche  Änderung  der  Bewegung  zu 
tun.  Damit  ist  aber  Bedeutung  dieses  Begriffes  für  die 
theoretische  Physik  noch  lange  nicht  erschöpft. 

Es  gibt  nämlich  keinen  einzigen  Naturvorgang,  welcher 
sich  in  so  einfacher  Weise  abspielen  würde,  daß  er  absolut 
exakt  in  Gleichungen  gefaßt  werden  könnte.  Glücklicher* 
weise  ist  jedoch  häufig  eine  der  wirkenden  Ursachen  bei 
weitem  die  ausschlaggebendste  und  man  kann  die  Bewegung, 
welche  durch  sie  allein  erzeugt  würde,  in  Gleichungen 
fassen,  welche  die  wirkliche  Bewegung  angenähert  dar- 
stellen und  gewisse  Integrationskonstanten  enthalten. 
Die  übrigen  wirkenden  Ursachen  werden  dann  als  solche 
betrachtet,  welche  jene  einfache  Bewegung  stören  und  die 
Werte  der  Integrationskonstanten  kontinuierlich  langsam 
verändern.  Diejenige  einfache  Bewegung,  welche  eintreten 
würde,  wenn  zur  Zeit  t  plötzlich  alle  Störungen  aufhören 
würden,  und  welche  mit  denjenigen  Werten  der  Integrations- 
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konstanten  fortginge,  welche  diese  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung gerade  zur  Zeit  t  haben,  heißt  die  oskulierende  ein- 
fache Bewegung. 

Diese  Methode  der  Lösung  komplizierter  Probleme 
heißt  die  Methode  der  Variation  der  Eonstanten.  Ihre 
Durchführbarkeit  beruht  darauf,  daß  alle  Ausdrücke  nach 
Potenzen  der  als  sehr  klein  betrachteten  Störungen  ent- 
wickelt werden  und  zuerst  alle  Potenzen  mit  Ausnahme  der 
ersten  vemachlässigt  werden.  Ist  diese  Rechnung  durch- 
geführt, so  können  dann  die  Glieder  zweiter  Ordnung  eben- 
falls berücksichtigt  werden  u.  s.  f. 

So  ist  in  erster  Instanz  die  Wirkung  aller  Kräfte  eine 
Störung  und  die  geradlinige,  gleichförmige  Bewegung,  welche 
eintreten  würde,  wenn  in  einem  bestimmten  Momente  alle 
Kräfte  aufhören  würden,  die  oskulierende.  Ein  geworfener 
Körper  (Geschützprojektil)  beschreibt  in  erster  Annäherung 
die  Fallparabel,  die  Störung  durch  den  Luftwiderstand 
wird  als  klein  betrachtet.  Reibung,  Mittelswiderstand, 
elastische  Nachwirkung,  elektromagnetische  Dämpfung 
werden  als  kleine  Störungen  bei  den  Schwingungen  von 
Pendeln,  Magneten,  bei  akustischen  und  elektromagnetischen 
stehenden  Schwingungen  betrachtet.  Die  erste  Anwendung 
und  höchste  Vollendung  erfuhr  jedoch  diese  Methode  in 
der  Astronomie,  wo  man  die  Bewegung  jedes  Planeten, 
Mondes  oder  Kometen  unter  dem  Einflüsse  seines  Zentral- 
körpers als  dessen  ungestörte  Bahn,  die  Einflüsse  aller 
übrigen  Himmelskörper  aber  als  kleine  Störungen  derselben 
betrachtet  Obwohl  uns  daher  hier  die  astronomischen 
Aufgaben  femer  liegen,  so  werden  wir  doch  nicht  umhin 
können,  sie  als  Musterbilder  für  eine  Rechnungsmethode, 
die  auch  in  der  übrigen  Physik  täglich  häufiger  in  An- 
wendung konunt,  hier  in  den  Vordergrund  zu  rücken. 

Die  beschriebene  Methode  der  Variation  der  Konstanten 
scheint  der  Idee  nach  grundverschieden  von  der  in  §  1 
definierten  und  in  den  folgenden  Paragraphen  verwendeten 
Variationsmethode  der  reinen  Mathematik.  Praktisch  sind 
beiden  Methoden  die  nächsten  Verwandten,  da  beide  auf  der 
Voraussetzung  beruhen,  daß  die  Variationen  so  klein  sind, 
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daß  man  die  Glieder  erster  Ordnung  für  sich,  die  zweiter 
dayon  getrennt  wiederum  fiLr  sich  etc.  betrachten  dar£ 

Wir  wollen  nun  die  Methode  der  Variation  der  Eon- 
stanten näher  folgendermaßen  definieren:  Es  sei  die  Be- 
rechnung der  Bewegung  eines  mechanischen  Systems,  in  dem 
Kräfte  tätig  sind,  die  eine  gewisse  Kraftfunktion  V  haben, 
gelungen.  Die  Lösung  enthalte  die  nötige  Zahl  von  Inte- 
grationskonstanten. Es  soll  daraus,  dadurch  daß  man  statt 
dieser  Integrationskonstanten  Funktionen  der  Zeit  sub- 
stituiert, die  Lösung  einer  anderen  Aufgabe  abgeleitet 
werden,  wobei  dasselbe  mechanische  System  sich  unter  dem 
Einflüsse  von  Kräften  bewegt,  welche  eine  etwas  von  V 
verschiedene  Kraftfunktion  F+  fl  haben.  Wir  wollen 
dieses  Problem  zunächst  nach  der  Lagrangeschen  Methode 
behandeln. 

§  68.    Lagranges  Hilfssatz. 

Wir  leiten  vorerst  eine  allgemeine  Relation  ab.  Es 
sei  genau  wie  in  §  55  ein  beliebiges  mechanisches  System 
gegeben,  das  durch  die  generalisierten  Koordinaten  j?^,!?,...^?^ 
bestimmt  ist  Wir  setzen  Einfachheit  halber  voraus,  daß 
zwischen  diesen  keine  Bedingungsgleichungen  bestehen  und 
eine  Eraftfunktion  V  existiert,  welche  nur  die  Koordinaten 
und  eventuell  die  Zeit  enthält  Wir  bezeichnen  wie  früher 
mit  p'  die  Geschwindigkeiten,  mit  q  die  Momente,  mit  T  die 
lebendige  Kraft,  welche  wir  bei  Bildung  der  partiellen 
Differentialquotienten,  als  homogene  quadratische  Funktion 
der  Geschwindigkeiten  ausgedrückt  denken  und  setzen 
H  ==  T—  V.  Dann  lauten  nach  74)  und  286)  die  Bewegungs- 
gleichungen: 

Aus  diesen  Bewegungsgleichungen  können  die  Koordinaten 
als  Funktionen  von  der  Zeit  i  und  2^  Integrationskon- 
stanten C\,  C^,,,C2t  gefunden  werden.  Wir  wollen  nun  den 
Werten  sämtlicher  Integrationskonstanten  unendlich  kleine 
Zuwächse  SC^,  SC2  '-'  S C^,  erteilen.  Dadurch  werden  die 
zu   irgend   einer   Zeit    gehörigen   Werte   der   Koordinaten, 
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Geschwindigkeiten,  Momente  sowie  alle  Ansdiücke,  welche 
Funktionen  dieser  Größen  und  der  Zeit  sind,  ebenfedlB 
unendlich  kleine  Zuwächse  erfahren,  die  wir  durch  ein  Yor- 
gesetztes  S  bezeichnen  wollen.  Jeder  derartige  Ausdruck  0 
kann,  wie  die  Koordinaten,  Geschwindigkeiten  und  Momente 
selbst,  als  Funktion  von  i,  (7^  C^...C2»  ausgedrückt  werden 
und  es  ist 

Die  den  Werten  C  +  3  C  der  Integrationskonstanten 
entsprechende  Bewegung  ist  also  eine  spezielle  variierte 
Bewegung  im  mathematischen  Sinne  der  Variationsrechnung 
und  wir  knüpfen  hier  die  Theorie  der  physikalischen  nicht 
strenge  unendlich  kleinen  Variationen  vollständig  an  die 
der  mathematischen  Variationen  an. 

Wir  wollen  nun  noch  ein  zweites  Mal  den  Integrations- 
konstanten Cj,  Cj  . . .  C2,  beliebige  andere,  von  den  S  C  voll- 
ständig unabhängige,  unendlich  kleine  Zuwächse  AC^t 
AC^  . .  '  A  C^^  erteilen.  Dann  ist  ebenso  der  dadurch  er- 
zeugte Zuwachs  des  zu  irgend  einer  Zeit  gehörigen  Wertes 
von  0 


-4-/  ö  C»  "  ^* 


Der  Zuwachs,  welchen  ö  0  erfährt,  wenn  man  darin  die  J  C 
und  natürlich  immer  i  unverändert,  aber  die  (7  um  JC 
wachsen  läßt,  soll  mit  AäO,  der  von  A  O,  wenn  man  bloß 
die  C  um  S  C  wachsen  läßt,  mit  S  A  0  bezeichnet  werden. 
Dann  ist  offenbar 

361)        ^SO  =  SJQ=^^u^K^^SC,JG,. 

Lassen  wir  in  d  H/dp^  oder  d  Hfdp^  die  C  und  S  G  wachsen, 
so  erhalten  wir  die  Größen 

0  ^  .    und  o 


dp\  dp„ 
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und  da  die  S  C  von  der  Zeit  ganz  unabhängig  sind,  so  folgt 
ans  860) 


dt     dj/j,  dpx 

Ebenso  folgt 

d    jt  d  H         jä   d  H        ri, 
A-=r-. A-^ =  0. 


dt       dp\  dpu 

Wir  subtrahieren  die  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  von 
der  ersten,  nachdem  wir  die  erste  mit  Apj^,  die  zweite 
mit  Spj^  multipliziert  haben.     Wenn  wir  noch 

^  dH    djpx        A   ^^    d9px        ^  d H    j,    ,  ^   d H   ^  , 

einmal  addieren^  dann  subtrahieren,  so  erhalten  wir 


dt 


^Ph^-Tzr--Sp.A 


^*      ö/?Ä  ^*     dp\  ^*      dpj,  ^*      dp\ 

Wir  wollen  hier  dem  h  alle  Werte  erteilen  und  alle  so 
erhaltenen  Gleichungen  addieren.  Da  die  durch  S  und  J 
angezeigten  Variationen  vollständig  voneinander  unabhängig 
sind,  so  ist  die  Summe  der  beiden  positiven  Glieder,  die 
man  so  rechts  erhält^  nichts  anderes  als  SAH,  die  Summe 
der  beiden  negativen  aber  nichts  anderes  als  —  ASH,  Da 
nun  diese  beiden  Größen  nach  361)  untereinander  gleich 
sind,  so  verschwindet  die  rechte  Seite  und  es  wird 

1  1 

Da  V  die  Geschwindigkeiten  nicht  enthält,  so  ist  dHldp\  = 
d  Tjdp\  =  g^^,  daher  kann  man  die  letzte  Gleichung  auch 
so  schreiben: 

1 

Aus  der  Größe 

363)  '^{Apj^Sq^-  Aq^ 3p^ 

1 
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muß  also,  wenn  man  alles  durch  die  C  nnd  deren  Varia- 
tionen und  die  Zeit  ausdrückt,  die  letztere  herausfallen. 
Diese  Größe  kann  so  ausgedrückt  nur  Funktion  der  C  und 
deren  Variationen  sein.  Die  letzteren  enthält  sie  natürlich 
so,  daß  jedes  Glied  ein  SC  und  ein  ^iC  als  Faktor  bat 
Um  zu  zeigen,  wie  einfach  der  Sinn  dieser  Betrachtungen 
ist,  wollen  wir  sie  an  einem  ganz  leichten  Beispiele  er- 
örtern. Bestehe  unser  System  aus  einem  einzigen  materiellen 
Punkte  Yon  der  Masse  eins,  dessen  Abszisse  p  sei  und  der 
sich  auf  der  Abszissenachse  unter  Elinfluß  einer  Kraft  —  a^ 
bewegt,  die  ihn  gegen  den  Koordinatenanfangspunkt  zieht 
und  deren  Intensität  der  Abszisse  p  proportional  ist  Dann 
ist  1?  =  Ol  sin(a<  +  Og),  p'=^  a  C^  cos(a<  +  (7,) 


364) 


Jjp  =  SC^sin{at+  C^)  +  CiSG^'COs[ai  +  CJ 

Sp=:^aäC^C03{at+  Cj)  —  aq  JC;-8in(a<  +  Cj) 

J;?  =  J  q  8in(a<  +  C^)  +  G^A  Cg  •cos(a<  +  C,) 

J  /  =  a  ii  Ci  cos  (a  <  +  Gj)  -  a  Cj  J  Cg  •  sin  (a  <  +  OJ, 
daher 

Aäp=^  3Ci'JC^cos{at+  C^)  +  SC^JC^cosiai  +  C,) - 

"  C^SC^AC^ sm{at  +  C^) 

und  derselbe  Wert  folgt  für  S  Ap,  Es  ist  q  =  p\  Die 
Gleichung  362)  besagt  daher,  daß  ApSp'—  SpAp  die  Zeit 
nicht  enthält,  sondern  nur  Funktion  der  Integrationskon- 
stanten und  ihrer  Variationen  ist.   In  der  Tat  folgt  aus  364j 

ApSp'-  SpAp'^  a  q  [SC^  AC^^  A  C^SC^). 

Wir  wollen  nun  zur  Methode  der  Variation  der  Konstanten 
übergehen. 

§  69.     Lagranges  Methode  der  VariatiGn  der  Konitanten. 

Es  seien  die 
866)  p,  p'  und  q 

als  solche  Funktionen  der  Zeit  t  und  von  2«  Integrations- 
konstanten C  gefunden,  daß  die  Gleichungen  360)  erfüllt 
sind,  in  denen  die  Kraftfunktion  F  einen  bestimmt  gegebenen 
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Wert  hat  Wir  nennen  die  durch  diese  Werte  der  p  be- 
stimmte Bewegung  die  ungestörte.  Nun  sollen  zu  den 
während  derselben  wirkenden  Kräften  noch  sehr  kleine»  die 
störenden  hinzukommen,  wodurch  der  Wert  der  Eraftfunktion 
von  F  in  V  +  ii  übergehen  soll.  £2  ist  natürlich  im  all- 
gemeinen eine  Funktion  der  Koordinaten  und  der  Zeit» 
deren  Wert  aber  immer  klein  sei  Die  unter  der  Mit- 
wirkung dieser  störenden  Kräfte  stattfindende  Bewegung 
nennen  wir  die  gestörte. 

Die  Gleichungen  360*]  für  dieselbe  unterscheiden  sich 
von  den  Gleichungen  360)  bloß  dadurch,  daß  F  +  J2  an 
die  Stelle  von  V  tritt  und  wir  stellen  uns  die  Aufgabe  in 
die  Werte  365),  welche  die  Gleichungen  360)  für  die  un- 
gestörte Bewegung  befriedigen,  statt  der  Konstanten  C  solche 
Funktionen  der  Zeit  zu  setzen,  daß  die  hierdurch  erhaltenen 
Variabein 
366)  p,  j5',  q 

die  Gleichungen  360*)  für  die  gestörte  Bewegung  erfüllen. 
Da  nun  die  C  variabel  sind,  so  werden  sie  während 
der  Zeit  dt  gewisse  Zuwächse  dCj,  d  C^  ,  . .  d  C^^  erfahren 
und  wir  wollen  den  Zuwachs,  den  irgend  eine  Funktion  der 
Variabein  365)  dadurch  erfährt,  daß  man  darin  bloß  den  C 
diese  Zuwächse  erteilt,  durch  Vorsetzen  des  Zeichens  d^ 
ausdrücken.  Dieser  Zuwachs  ist  bloß  durch  eine  kleine 
Veränderung  der  Werte  der  Integrationskonstanten  ent- 
standen und  hat  daher  ganz  die  Eigenschaften  der  früher 
mit  S  oder  J  bezeichneten  Zuwächse.    Dann  ist  also 


dpH  _  dpn    .    diPn 
dt         dt   "^    dt  * 


wobei    das    erste   Glied    rechts    den   Differentialquotienten 
des  Pj^  nach  der  Zeit  bei  konstanten  C  ausdrückt 

Es   sollen   nun   die  2«  Größen  C  so  gewählt  werden, 
daß  f&r  jedes  h 

367)  ^*  =  0 


dt 


ist     Die   physikalische  Bedeutung   der   letzten   Gleichung 
kann  man  sich  folgendermaßen  klar  machen.     Wenn  man 
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aus  den  Yariabeln  865]  die  Variabein  366)  bildet,  d.  h.  statt 
der  G  diejenigen  Funktionen  der  Zeit  setzt,  welche  wir 
finden  werden,  so  erhält  man  die  gestörte  Bewegung.  Wenn 
man  nun  von  irgend  einer  Zeit  t  an  plötzlich  den  C  diejenigen 
konstanten  Werte  erteilt,  welche  sie  gerade  zu  jener  2ieit 
haben,  so  stimmen  sowohl  die  Werte  der  p  als  auch  der  jl 
genau  mit  jenen  überein,  welche  diese  Größen  hätten,  wenn 
die  G  variabel  blieben.  Man  erhält  also  durch  diese 
Operation  die  Bewegung,  welche  das  System  in  der  Folge- 
zeit machen  würde,  wenn  zur  Zeit  i  ohne  Änderung  der 
Positionen  und  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  die 
störenden  Kräfte  plötzlich  aufhören  würden.  Man  nennt 
die  Bewegung,  welche  dann  einträte,  die  oskulierende  un- 
gestörte Bewegung. 

Wenn  z.  B.  V  die  Eraftfunktion  der  Sonnenanziehung 
auf  die  Erde,  Si  die  der  anderen  Himmelskörper  ist,  so 
liefert  die  plötzliche  Konstantsetzung  aller  G  die  Ellipse, 
welche  die  Erde  um  die  Sonne  beschreiben  würde,  wenn 
plötzlich  alle  Störungen  aufhörten.  Noch  einfacher:  wenn 
wir  das  Übergewicht  an  der  Atwoodschen  Fallmaschine 
als  Störung  und  Si  als  dessen  Eraftfunktion  ansehen,  so 
erhalten  wir  durch  plötzliches  Eonstantmachen  der  C  die 
Bewegung  nach  Abheben  des  Übergewichts. 

Wir  können  daher  die  gestörte  Bewegung  so  auffassen, 
als  ob  in  jedem  Zeitmomente  die  oskulierende  ungestörte 
Bewegung  statthätte,  sich  aber  deren  Integrationskonstanten 
allmählich  mit  der  Zeit  ändern  würden;  z.  B.  die  gestörte 
Erdbahn  so,  als  ob  sich  die  Erde  immer  in  einer  Ellipse 
um  die  Sonne  bewegte,  deren  Achsen,  Ebene  etc.  sich  lang- 
sam änderten,  den  freien  Fall  so,  als  ob  die  Bewegung  in 
jedem  Augenblicke  gleichförmig  wäre,  aber  die  Geschwindig- 
keit sich  mit  der  Zeit  änderte. 

Die  Yariabebi  366)  sollen  nun  der  Gleichung  360*) 
genügen,  welche  man  aus  360)  erhält,  wenn  man  r+  ^ 
statt  V  substituiert  und  welche  wir  so  schreiben  können: 


_d_    dT  ^  ^T_  _  JJ^  _  dSl 
dt    dp\  ""  dpM         dpx         dpu 
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Die  Querstriche  drücken  aus,  daß  überall  die  Variabein  366) 
statt  365]  substituiert  sind.  Nun  sind  sowohl  die  p  als 
auch  die  p'  genau  so  wie  die  p  und  p  aus  der  Zeit  und 
den  C  zusammengesetzt;  nur  daß  in  den  ersteren  die  G  als 
Funktionen  der  Zeit  zu  betrachten  sind.  Daher  sind  auch 
7,  f,  dVjdpj^,  d  Tldpj^  und  dYfd^  die  gleichen  Funk- 
tionen der  Zeit  und  der  C  wie  die  entsprechenden  un- 
gestrichenen Größen;  nur  daß  wieder  die  (/Funktionen  der 

Zeit   sind.     Dies   muß   bei  Bildung   von  -77  -^— r  beachtet 

dt    dpu 

werden.  Wir  denken  uns  daher  in  dTjdp^  diej?  und;?'  als 
Funktionen  der  Zeit  und  der  C  ausgedrückt  und  bezeichnen 
durch  Weglassung  des  Querstrichs  ihren  Differentiai- 
quotienten  nach  der  Zeit  bei  konstanten  C,  durch  das  vor- 
gesetzte d^  aber  den  Zuwachs,  der  durch  bloße  Veränderung 
der  C  eintritt,  also  die  Eigenschaften  des  früher  durch  das 
Zeichen  S  oder  A  ausgedrückten  Zuwachses  hat  Dann 
ist  also 

dt   dp\        dt   dp\'^   dt    dpu' 

Substituieren  wir  alle  diese  Werte  in  die  Gleichung  360*), 
so  folgt:  

^  dt    dp'u'^   dt    dp\       dpu        dpu        dpt,' 

Denken  wir  uns  nun  die  p  und  p'  als  Funktionen  der 
Zeit  und  der  C  ausgedrückt,  so  sind  die  in  dieser  Gleichung 
vorkommenden  GrOßen 


A,  IL       iü    und    — 

dt   dp\^       dpu  dpx 

identisch  ebenso  aus  t  und  den  C  zusammengesetzt,  vne  die 
Größen 

_d_   BT^       A?       nd    — 
dt  dp\'      dpu  dpH 

der  Gleichung  360).    Letztere  Größen  erfüllen   aber  dann 
letztere  Gleichung  identisch,  d.  h.  fbr  alle  Werte  der  G  und 
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des  L    Daher  tilgen  sich  auch  die  entsprechendeD  Glieder 
identisch  in  der  Gleichung  868)  und  diese  reduziert  sich  auf 


'  dt   dp\  dp^ 

Da  nun  ii  ein  kleines  Zu  Satzglied  ist»  so  werden  sich 
auch  die  Werte  der  Variabein  366),  wenigstens  wenn  die 
yerstricfaene  Zeit  nicht  zu  lange  ist,  nur  wenig  yon  denen 
der  Variabein  865)  unterscheiden.  Wir  können  daher  an- 
genähert in  der  ohnedies  kleinen  rechten  Seite  der  letzten 
Gleichung  letztere  für  erstere  schreiben  und  die  C  konstant 
ansehen  und  erhalten: 
qfiQN  d,     BT   _       dn 

Dies  sind  s  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Größen 
dCldt.  Die  Gleichungen  867)  stellen  nochmals  s  lineare 
Gleichungen  zwischen  denselben  Größen  dar,  so  daß  alle 
diese  Größen  als  Funktionen  der  Zeit  bestimmt  werden 
können.  Ihre  Werte  für  eine  bestimmte  Zeit  stellen  die 
2  8  Integrationskonstanten  dar. 

Die  2  8  linearen  Gleichungen  für  die  dC/dt  werden 
am  leichtesten  auf  einem  Umwege  gelöst.  Wir  erteilen  zu 
diesem  Behufe  bei  der  ungestörten  Bewegung  den  C  gans 
willkürliche  unendlich  kleine  Zuwächse  J  C^,  AC^.,,AC^ 
und  bezeichnen  den  Zuwachs,  welchen  die  Variabein  365) 
und  irgendwelche  Funktionen  derselben  dadurch  erleiden, 
durch  das  vorgesetzte  A.  Wir  multiplizieren  ferner  die 
Gleichung  869)  mit  Ap^y  die  Gleichung  868)  mit  —  Aq^ 
und  addieren  alle  diese  Gleichungen,  in  denen  dem  h  alle 
Werte  von  1  bis  8  zu  erteilen  sind,  dann  folgt: 

370)  ^[^P.^-A,.%^-±^'^Ap,^-AÜ. 

1  1 

Hier  wurde  wieder  q^  für  dTldp\  geschrieben;  femer  be- 
deutet links  die  Größe  d^  ^^  den  Zuwachs,  den  qj^  erleidet» 
wenn  die  C  irgendwelche  Zuwächse  dC^,  d  C^  , . .  d  C^^  er- 
fahren, hat  also  denselben  Sinn,  wie  die  in  362)  mit  ^^j^ 
bezeichnete  Größe.     Nur  daß  bei  d^  qj^  die  Zuwächse  der  C 
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mit  dCy  bei  dqj^  aber  mit  SC  bezeichnet  wurden.  Ja  es 
sind  die  d  (7  im  Grunde  auch  willkürlich  Zuwächse^  da  ja  fi 
ganz  nach  Belieben  gerwählt  werden  kann. 

Es  wird  daher  nach  Gleichung  362]  der  Ausdruck 

871)  ^^{'äy.d.q^-Jq^d.p^, 

wenn  man  alle  p,  p'  und  q  durch  die  C  und  t  ausdrückt» 
nur  eine  Funktion  der  Integrationskonstanten  C  und  ihrer 
Zuwächse  J  C  und  d  C  sein  können.  Natürlich  muß  er  so- 
wohl bezüglich  der  d  (7  als  auch  bezüglich  der  J  C  linear 
und  homogen  sein,  wie  der  Ausdruck  363)  bezüglich  der 
8  C  und  J  G.  Auch  rechts  können  wir  in  Gleichung  870)  im 
Ausdrucke  für  J2  die  je?  durch  die  C  und  i  ausdrücken.  Da 
AQ  der  Zuwachs  ist,  der  bloß  dadurch  entsteht ,  daß  die 
C  um  die  A  C  wachsen,  so  ist 

1 

Nun  sind  aber  die  A  C  vollkommen  willkürlich.  Wir  können 
daher  links  und  rechts  die  mit  je  einem  A  C  multiplizierten 
Glieder  f&r  sich  einander  gleich  setzen.  Wir  erhalten  so 
jedes  dSi/d  C  als  lineare  Funktion  der  dCjdty  deren  Koef- 
fizienten nicht  die  Zeit»  nur  die  C  enthalten,  da  die  ganze 
linke  Seite  der  Gleichung  870)  die  Zeit  nicht  enthält. 
Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  den  dC/dt  er- 
halten wir  umgekehrt  letztere  als  lineare  Funktionen  der 
dulde,  deren  Koeffizienten  natürlich  wieder  nur  die  C, 
nicht  die  Zeit  enthalten. 

Die  letzteren  Gleichungen  erhalten  wir  noch  kürzer  in 
folgender  Weise:  Wir  bezeichnen  die  Werte  der  p  und  q 
fOr  die  Anfangszeit  mit  p  und  q.  Wir  können  dieselben  als 
die  Integrationskonstanten  C  wählen,  also  die  Variabeln  865), 
und  daher  auch  die  Größe  Q  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  870)  durch  l  und  die  p,  q  ausdrücken.  Dsl  Aii 
der  Zuwachs  ist^  den  diese  Größe  bloß  dadurch  erfährt,  daß 
die  Integrationskonstanten  die  mit  A  bezeichneten  Zuwächse 
erfahren,  so  wird  dann: 

BoltimaDD,  Ifeduoiik  II.  18 
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872)  AQ^^^-^Av^  +  '-^Mi). 

1 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  870)  reduziert  sich  f&r  die 
Anfangszeit  auf 


373)  2.(ap,^-A<,,^) 


und  da  sie  die  Zeit  nicht  explizit  enthält^  muß  sie  zu  alles 
Zeiten  diesen  Wert  haben. 

Der  Index  1  beim  Differentialzeichen  kann  jetzt  weg- 
bleiben, da  pj^  und  \  die  Integrationskonstanten  selbst  sind, 
also  von  den  Veränderungen,  die  sie  erleiden,  wenn  man 
unter  Eonstanthaltung  der  Integrationskonstanten  die  Zeit 
wachsen  läßt,  keine  Bede  sein  kann.  Man  erhält  also,  wenn 
man  in  870)  die  Werte  872)  und  878)  substituiert: 

und  da  die  Werte  sämtlicher  Integrationskonstanten  und 
daher  auch  der  mit  A  bezeichneten  Zuwächse  derselben 
willkürlich  sind,  so  folgt 

^  dt  ^       dpu'         dt  ""  dq»' 

Wollen  wir  lieber  irgendwelche  andere  Integrations- 
konstanten Cj^f  C^i  C^  . . .  C^^  einftLhren,  so  können  wir  diese 
als  Funktionen  der  p,  q  und  umgekehrt  ausgedrückt  denken. 
Es  ist  also 


dCk 


dt 


=     >Ä 


(dCk  rfj^   ,    aft  rfq» \ 
[dpj,    dt  "^  Öq»    dt) 


daher  nach  Substitution  der  Werte  874) 


d 
d 
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Nun  ist  aber 

2#  2« 

^'^^  dJ^"  ^  dCu  ö^'       öq,  ^  j^bOu  dq,' 

1  i 

•daher 

1 

^obei  symbolisch  gesetzt  wurde 

«1    «.  <5)  -  2  (lg  1^  -  IS  IS)  ■ 

1 
41U8  welcher  Definition  folgt: 

378)  (C,,  q)  =  -  (a„  q),      (C7„  CJ  =  0 . 

Wir  haben  bewiesen,  daß  die  Koeffizienten  der  Gki- 
•chungen,  welche  die  dCjät  durch  die  dSildC  ausdrücken, 
nur  Funktionen  der  Integrationskonstanten  sein  können,  es 
sind  also  die  [C^^  CJ  konstante  Größe.  Natüilich  ist  der 
2eitanfang  vollkommen  willkürlich;  man  kann  also  statt  der 
p,  q  wieder  die  zu  einer  beliebigen  Zeit  t  gehörigen  Weite  p,  q 
«etzen.    Die  Größe 

»")  «.<5-^(lflg-|flä 

ist  daher  mit  877)  yollkommen  identisch  und  ebenfalls  nur 
Funktion  der  Integrationskonstanten  oder  eine  reine  Eon* 
staute.  Wenn  daher  y  =  C^^  und  i^  =  C7,  zwei  beliebige 
Integrale  der  Bewegungsgleichungen  360)  sind,  wobei  (p  und 
^  Funktionen  von  t  und  den  p  und  q  sind,  so  muß  der 
Wert  der  Größe 

(0.,  aj  .(,,,,,- ^  (Ij  IJ  - 1±  U) 

l 

wieder  von  der  Zeit  unabhängig  sein. 

Dieser  Satz   wurde  von  Poisson  gefunden.     Jacobi 
^erkannte,  daß  er  auch  zur  Ableitung  eines  neuen  Integrales 

18» 
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aus  zwei  gefundenen  benutzt  werden  kann.  Sobald  nämlich 
aus  {(ff  ip)  nicht  alle  p  und  q  identisch  herausfallen,  so  wird 
immer  die  Gleichung 

(^y  t/;)  s  konst. 

von  denjenigen  Werten  der  p  und  q,  welche  den  Bewegungs- 
gleichungen 860)  genügen,  erfüllt.  Diese  Gleichung  ist  also 
jedenfalls  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen.  Sie  muß 
aber  nicht  ein  neues  sein.  Sie  kann  auch  eine  Eombination 
der  beiden  benutzten  Integrale  g>ss  Cj^,  V'  ^  ^i  ^^^^  ^^  ^^ 
sie  von  allen  Werten  der  Pf  q^  welche  diesen  GleichuBgen 
genügen,  ebenfalls  erfilllt  wird.  Sie  kann  auch  ein  anderes 
schon  bekanntes  Integral  sein. 


§  70.    Beispiele. 

Sei  ein  System  materieller  Punkte  gegeben,  ftbr  welches 
bezüglicli  zweier  Koordinatenachsen,  z.  B.  der  a>  und  y-Achse, 
die  Gleichungen  des  Flächenprinzips 

880)     -^h  m^[y^x\  -  «^s/^  -  a,      i>  m^{z^x\^ x^t! ;^  ^h 

gelten.  Dann  können  wir  diese  beiden  Ausdrücke  als  tp 
und  1^,  die  rechtwinkligen  Koordinaten  aber  als  p  wählen. 
£s  reduziert  sich  (9,  t^)  auf 

1    (Ba     db  da     db\        "^iTT       ,       ,  ,v 

1  1 

Da  dieser  Ausdruck  nach  dem  Poissonschen  Satze  kon- 
stant sein  muß,  so  lehrt  dieser,  daß,  wenn  für  ein  System 
die  beiden  Gleichungen  880)  bestehen,  daraus  die  Bichtig- 
keit  der  analogen  Gleichung  für  die  dritte  Koordinaten- 
achse folgt 

Hat  man  aus  876)  die  p  in  weiterer  Annähenmg  ge- 
funden, wobei  rechts  die  C  als  konstant  betrachtet  werden 
können,  da  ihre  kleinen  Änderungen  mit  den  kleinen  Größen 
d  12 /de  multipliziert  sind,  so  erscheinen  daselbst  zu  den  Inte- 
grationskonstanten gewisse  kleine  Funktionen  der  Zeit  addiert 
Man  kann  diese  korrigierten  Werte  in  12  einsetzen  und  nach 
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Potenzen  der  neu  hinzagekommenen  Glieder  entwickeln.  Man 
erhUt  dann  zu  dem  Werte  des  ü,  den  wir  bisher  benutzten, 
noch  ein  Glied  hinzu.  Man  kann  nun  wie  firüher  die  Inte- 
grationskonstanten wiederum  so  yariieren,  daS  die  Werte 
der  p  die  Bewegungsgleichungen  inklusire  der  neu  hinzu- 
gekommenen Glieder  erf&Uen  und  schließlich  in  dieser  Weise 
die  Annäherung  so  weit  treiben,  als  man  will 

Als  Beispiel  betrachten  wir  wieder  den  Fall,  wo  die 
Abszisse  p  eines  auf  der  Abszissenachse  beweglichen  mate- 
riellon  Punktes  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist  Das  letzte  Glied  sei  die  störende  Kraft.  Für 
die  ungestörte  Bewegung  ist 

382)  p  =3  pcosa<  +  -5-sina/=  C\sin{a<  +  (7,), 

g  =1?'==  —  apsina^  +  qcosa^  =  a(7iC08(a<  +  C^). 
Daraus  folgt: 

d^p  =s  d\>cosat  H sina<,     Jp  =3  ^ipcosa*  H — -üaat 

d^  q SS  ^a d\> sin at +d q  cos at,     219  = —  a^ip sin a^+Jq  cos a< 
d^qAp  —  d^pJq  ^  dqjp  —  dp^iq  ^^  J  Qdt, 

wobei  in  Q  zu  setzen  ist  |7apcosa<+  — sina/.  Daher  folgt 
QftQx  dp       dS^  dq  dSl 

Lautet  die  Gleichung  381)  so:  ^  =  —  a^p  +  f{f\ ,  so  ist 

S2^^pf{{)  =  —  p/'{^co3a<  —  — /"(Osinai. 
Es  folgt  daher  aus  383) 
334)        p  =  — -i- r/'{0 sin (a 0 rf <,     q^ff{()cos{ai)di. 

Man  sieht  leicht,  daß  die  hier  behandelte  Methode  in  diesem 
einfachen  Falle  mit  der  Methode  identisch  ist,  nach  welcher 
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aus  dem  allgemeinen  Integrale  einer  linearen  Di£ferential- 
gleichung  ohne  zweiten  Teil  das  der  entsprechenden  mü 
zweitem  Teile  abgeleitet  wird  und  welche  man  gemeini^'ch 
ebenfalls  die  Methode  der  Variation  der  Eonstanten  zu  nennen 
pflegt.     Wollte  man  die  Eonstanten  C  einf&hren^  so  wäre* 

(7,  -  «rctg  ^-at^  arctg  ^-at^, 
(C„C^)-(C„C,)-0, 

dq    dp        dp    dq        aC/ 
fl  «  -  Cj  f{t)  sin  (a  i+  C^). 

Die  Gleichungen  876)  gehen  daher  über  in 

885)   ^  =  ^co8(a<+C,),      ^ Msin(a<+C,). 

\\'ürde  man  aus  den  Gleichungen  385)  C^  und  C^  exakt  be* 
stimmen  und  diese  Werte  in  die  Gleichung  381)  substituieren,, 
so  würde  man  eine  exakte  Lösung  der  Aufgabe  erhalten» 
dagegen  nur  eine  angenäherte,  wenn  man  die  Gleichungen  385) 
dadurch  in  lineare  yerwandeln  würde,  daß  man  aaf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichungen,  wo  noch  der  sehr  kleine 
Faktor  f{{j  dabei  steht,  C^  und  C^  als  Eonstanten  ans&he» 
Jedenfalls  aber  erhält  man  eine  exakte  LOsung,  wenn  man 
die  Werte  384)  für  p  und  q  in   die  Formel  382)  einsetzi^ 

und  -g—  bloß  als  Funktion  der  Zeit  gegeben  ist     Enthält 

es  dagegen  noch  p,  so  kann  man  folgendes  sukzessives  An- 
näherungsverfahren einschlagen.  Man  gibt  den  bisher  mit 
p  und  q  bezeichneten  Eonstanten  den  Iudex  Null,  deo 
variabeln  GrOßen,  welche  bei  der  zweiten  Annäherung  sieb 
zu  ihnen  dazu  addieren,  den  Index  Eins,  denen  die  beim 
dritten  Grade  der  Annäherung  sich  weiter  dazu  addieren^ 
den  Index  Zwei  etc.    Dann  ist  in  erster  Annäherung 
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jp  =  PoC08{a/)  +  ^Bm(a<), 

Q  aber,  welches  wir  als  Funktionen  von  p  und  i  in  der 
Form  i2(p,t)  schreiben,  gleich 

Qq  =ß(poC08a<+  -^sina<,  <]. 

Man  erhält  daher  statt  der  Formeln  883) 
q^  —  —  rd<ß',,C08(a/),       Pi  =  —  jdiBinatilQ. 

Dabei  sollen  J2',  Of\  . .  die  sukzessiven  partiellen  Ableitungen 
des  Si  nach  p  sein.    Der  Index  Null  bedeutet,  daß  hinterher 

p^  cos  a  <  +  -^  sin  a  /  f&r  p  zu   setzen   ist.     Es   ist  also   in 

zweiter  Annäherung 

P  —  {\>Q  +  Pi)cosa<  +  5i±^sina< 

und  zu  Qq  tritt  das  Glied  hinzu: 

( pj  cos  a  <  +  -2^  sin  a  n  ß'^,  =  ß^ . 

Man  erhält  daher  eine  weitere  Annäherung,  wenn 
man  zu  p^  und  q^  noch  die  Größen  pj  und  q,  addiert. 
Dabei  ist: 

p^=^  fdi^  :=^  -^Cdi  Sr^&jiailcosatJ  ir^Binatdi  '-' 
-  sinatfir^cosaidtl  +  -^[dtST^  [cosa/ ^d<fl;'sin*a<- 
—  sin  a  M  (2  <  Si'l^  sin  a  t  cos  a  i . 

dt^-^.    Der  Wert 

P  =  (Po  +  Pi  +  P2)cosa<  +  ?5JtAÜ8ina< 

bildet  also  den  dritten  Grad  der  Annäherung.  Die  Inte* 
grationen  reduzieren  sich,  wenn  Si  als  Funktion  von  p  und 
i  gegeben  ist,  auf  Quadraturen,  die  aber  natürlich  bald  sehr 
weitschweifig  werden. 
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§  71.     Direkte  Methode  der  Variation  der  Konstanten. 

Die  bisher  befolgte  Lagrangesche  Methode  gewährt 
zwar  manchen  Einblick  in  den  inneren  Zusammenhang;  doch 
ist  sie  immerhin  mehr  indirekt  Wir  wollen  daher  die  im 
§  69  gewonnenen  Resultate  unabhängig  von  der  dortigen 
Beweisführung  nochmals  ableiten.  Wir  führen  sogleich  die 
Variabein  p  und  q  ein,  schreiben  also  die  BeweguDgs- 
gleichuDgen  für  das  un variierte  Problem  in  der  Form: 

'  dt        dqu^  dt  dpn  ' 

für  das  variierte  aber  in  der  Form: 

ggm  dpf^^d^  dq^^d^E       d  Sl 

'  dt         dqx^         dt  Bpx       dpx* 

wobei  T  die  lebendige  Kraft;,  V  die  Erafkfimktion  des 
unvariierten ,  V  +  Q  die  des  variierten  Problems  und 
J^  ==  r  +  F  ist 

Es  seien  C^,  ^s  •  •  •  ^s «  willkürliche  voneinander  unab- 
hängige Eostanten, 

888)  9>k(p,  g,  0=  Oj,      &«1,2...25, 

die  Integrale  des  unvariierten  Problems  also  der  Glei- 
chungen 886),  so  dafi 


^  dt   "'"^  [dpu  dqn        d qu  dpi,) 


ist  Wir  woUen  nun  die  (7^  gleich  solchen  mit  einer 
willkürlichen  Eonstanten  vermehrten  Funktionen  der  Zeit 
setzen,  daß  888)  die  Integrale  des  variierten  Problems,  also 
der  Gleichungen  387)  werden.     Aus  888)  folgt  zunächst: 

390,  i^.^  +  Jdg^  +  ll^«.). 

Solange  die  C  konstant  sind,  müssen  die  Gleich- 
ungen 888)  die  Integrale  der  Gleichungen  886)  sein.  Die 
bei  Eonstanz  der  C  aus  888)  gebildeten  Werte  von 
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^,    ^    rmd     ^ 

di         dpu  dqk 

müssen  daher  die  Gleichungen  389)  identisch  erfüllen,  unter 
Berücksichtigung  dieses  ümstandes  erhält  man,  wenn  man 

in  Gleichung  390)  ftr  ^  und  ^  ihre  Werte  aus  387) 

substituiert»  was  erlaubt  ist»  da  ja  die  C7  so  als  Funktionen 
der  Zeit  gewählt  werden  sollen,  daß  die  Gleichungen  887) 
erfüllt  sind 

dCk  "^dipk  dSl 


f-2 


Dafür  kann  man  auch  schreiben: 

da  ja  J2  die  q  nicht  enthält,  daher  d  Qldqj^  »  0  ist  Da 
Si  klein  ist,  können  in  der  letzten  Gleichung  rechts  für  p 
und  9  die  fbr  das  unvariierte  Problem  geltenden  Funktionen 
der  Zeit  gesetzt  werden.  Wir  wollen  nun  die  partiellen 
Differentidquotienten  d ?>i/d/>^  . . .  einfach  mit  d  C^jdpj^ . . . 
bezeichnen,  um  nicht  beide  Buchstaben  fp  und  G  mit- 
schleppen zu  müssen.  Daher  schreiben  wir  auch  in  Glei- 
chung 391)  d  Gjfldpj^  und  d  C^fdqj^  ftkr  d  (pföpj^  und  d  qp/ö  q^. 
Denken  wir  £i  durch  t  und  die  G  ausgedrückt»  so  wird 

dpu       jLjdCi   dpn'        dqx       ^   dCi    dqn'^    ' 
daher  verwandelt  sich  Gleichung  391)  in 

392)  ^-2''(^-^«)4f' 

1 

wodurch  die  Gleichung  376)  in  einfetchster  Weise  bewiesen 
ist.  {Cj^,  (7|)  ist  wie  dort  durch  die  Gleichung  379)  gegeben. 
Doch  haben  wir  hier  keinen  Beweis  erbracht,  daß  nicht 
{Cj^j  Cj)  außer  den  G  auch  noch  die  Zeit  explizit  enthalten 
könne.     Es  hat  jedoch  keine  Schwierigkeit  diesen  Beweis 
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ebenfalls  direkt  zu  fQhren.  Seien  Oj^^  ^{p,  q^  0  nod 
Cj  SS  i^(p,  g,  i)  zwei  der  Integrale  888),  so  ist  nach  379) 
die  Definition  von  (CJ^,  C^  die  folgende: 


daher  ist 


898) 


dt 


h 


(dq>     d     dfp 
dpu  dt   dqk 

dq>     d     dfp 


+ 


d%p    d    dtp 


dqn    dt  dpM 


dqu  dt   dpk 
gy    jrf     dtp  \ 


da  ^  ^  Gj^   ein  Integral  der  Gleichungen  886)  ist|  so  hat 
man  analog  mit  889) 


t       j^  \  dpi     dqt  dqt     dpt ) 


Durch  partielle  Differentiation  dieser  identischen  Glei- 
chungen nach  pj^  oder  qj^  folgt 


894) 


895) 


a«y    ^  <T/    a*y      dE^       djp     d^E 
dtdpj,^j^\dpkdqi   dpi  "^  dqt  dptdpu 

dptdp^   dqi       dpi   dp^dqi) 


+ 


dq>      d^£ 


Bqt    Bpidqu 
dpidqn   d qt        Bpi  dqkdqij' 

Anderseits  folgt  direkt,  indem  man  wieder  fftr  dpjdt 
und  dqj^ldt  die  Werte  886)  substitniert: 


d  /  B<p\ 
dt[dpH) 


ö> 


dt 


etdpj, 


+ 


d*<p      d^\ 


dphdqt  dptl 


+ 


^[dpidqi,  dqt        dqudqt  dptj' 
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die  Sabstitution  der  Werte  894)  und  395)  in  diese  Glei- 
chungen liefert: 

A  (  ^^]  ^  ^i  (ll.     ^'^    _  A?.  _J1Ä-] 
ätXdqMj       ^  \^qi    dptdqM       dpt  dqudqi)' 

Die  Werte   von  -r^l-^]  und  —^\^]   findet  man,  in- 

dem  man  y)  mit  (p  Tertauscht.  Substituiert  man  diese  vier 
Werte  in  898),  so  erhält  man  rechts  eine  Doppelsumme,  in 
der  sich,  wie  man  leicht  sieht,  je  zwei  Glieder  heben.  Es 
folgt  also  d{Cj^,  C^jdt^Q,  ((7^.  CJ  kann  die  Zeit  nicht  explizit 
enthalten. 

§  72.    Kinfnhnmg  der  Hamiltonsohen  Konstanten. 

Wir  haben  das  Problem  jetzt  in  der  allgemeinsten 
Weise  gelöst  und  in  den  Gleichungen  392)  ganz  beliebige 
Integrationskonstanten  eingeführt.  Diese  Gleichungen  ver* 
einfachen  sich,  wie  Jacobi  gezeigt  hat,  enorm,  wenn  man 
solche  Integrationskonstanten  einführt,  wie  man  sie  bei  der 
Integration  der  Differentialgleichungen  386)  des  ungestörten 
Problems  nach  der  Hamiltonsohen  Methode  erhält. 

Man  hat  da  zuerst  ein  vollständiges  Integral  der 
Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleichung 


dt 


+  E^  0 


zu  suchen,  welches  s  voneinander  unabhängige  Kon- 
stanten a^,  a^  ,  . .  a^  enthält,  von  denen  keine  additiv  zu 
W  hinzukommt    Die  Gleichungen 

sind  dann  Integralgleichungen  der  Gleichungen  386),  d.  h. 
sie  drücken  die  p  als  Funktionen  der  2«  willkürlichen 
Integrationskonstanten  a  und  ß  so  aus,  daß  die  Glei- 
changen  386)  erfüllt  sind.     Die  a  und  ß  sind  also  2«  will- 
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kürliche  Integrationskonstanten  und  da  die  Formeln  392) 
Ton  beliebigen  derartigen  Integrationskonstanten  gelten«  so 
müssen  sie  auch  von  den  a  und  ß  gelten.  Wir  können 
diese  so  als  Funktionen  der  Zeit  mit  additiven  willkürlichen 
Konstanten  bestimmen,  daß  die  Gleichungen  396)  die  Inte- 
grale der  Gleichungen  387)  sind.  Dazu  ist  erforderlich, 
daß  die  a  und  ß  den  den  Gleichungen  892)  analogen 
Gleichungen: 


397) 


7  =^'(«»'  ««)^  +^(«»'  ^i>J^ 


1  1 

1^1  lal 


d^ 


genügen.     Es  ist 

8.8)     (.,„,)  __^(4g-4i._4a^) 

Assi 

und  ähnliche  Bedeutungen  haben  (c^,  ß^)  und  (/9^,  ß^  Hierbei 
ist  jedoch  jedes  a  oder  ß  als  Funktion  der  p,  q  und  von  i 
ausgedrückt  zu  denken. 

Wir  wollen  Kürze  halber  jede  partielle  Differentiation 
von  W  nach  a^  durch  den  oben  angehängten  Index  h,  jede 
nach  p^  durch  den  unten  angehängten  Index  k  markieren,  so 
daß  z.  B. 

ist.    Dann  können  wir  die  Gleichungen  396)  so  schreiben 

399)  ^*  =  Ä, 
wogegen  die  q  aus  den  Gleichungen 

400)  W,  =  9, 
folgen. 

Wollen  wir  die  in  398)  vorkommende  Größe  dajdpj^ 
bestimmen,  so  haben  wir  pj^  uud  dp^^  wachsen  zu  lassen; 
dagegen  alle  übrigen  p  und  alle  q  und  i  als  Konstanten  an- 
zusehen. Sämtliche  a  werden  sich  dabei  verändern,  duj^  sei 
der  Zuwachs  von  ccj^.    Es  folgt  daher  aus  400) 
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401) 


J     W\da^  +  W\da,.. 


W\  dtt^  +  W*da,  ...  W,  da,  +  W,^dp^  —  0. 


Setzen  vir 


402) 


J» 


W\,W\ 


■    •    •    • 


w. 


TU\     rar« 

und  bezeichnen  die  Unterdeterminante  nach  W\  mit  JJt, 
setzen  also 

so  folgt  aus  401) 

Hier  ist  aber  deCj^  derjenige  Zuwachs  des  o^,  der  entstand, 
indem  nur  j?^  und  dpj^  wuchs,  während  die  übrigen  p  und 
aUe  q  konstant  blieben.  Es  ist  also  die  so  berechnete 
Größe  dccj^ldpj^  das,  was  in  898)  mit  dajdp^  bezeichnet 
wurde  und  man  hat 


404) 


d 


^-iJS^»-- 


Will  man  dajdq^  finden ,  so  sind  alle  p  und  alle  q 
außer  q^^  konstant  zu  lassen.    Daher  folgt  aus  400) 

W\     da^+W\     da^...W\     da^^O 


.  • .  • 


Wl     du^  +  Wl     da,...}K    da,  -  dq^ 
WUidai+  WUida  ...  TFj+id«  =0. 


Daraus  ergibt  sich  da^ldq^f  also  die  in  398)  mit  da^jdq^ 
bezeichnete  Größe,  gleich 


405) 


So»  1     Jk 
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Aas  899)  findet  man,  wenn  alle  p  konstant  sind 

406)  dßj^  =  W^^dcc^  +  W^^du^  . . .  W^da^. 

Wir  wollen  nun  auch  alle  q  bis  auf  q^  konstant,  letzteres 
aber  um  dq^^  wachsen  lassen.  Die  Quotienten  von  e^^^^  in  die 
dabei  entstehenden  Zuwächse  von  dßj^y  da^,  da^...  sind 
die  von  uns  mit  d  ßj^/d  qj^^da^jdq^. . .  bezeichneten  Gröfien. 
Die  Division  von  406)  durch  dq^  liefert  daher 

407)  ^^yw^^i^. 

'  dq^       jLj  dq^ 

Sind  endlich  alle  q  und  alle  p  bis  auf  pj^  konstant, 
welches  letztere  um  dpj^  wächst,  so  folgt  aus  b99) 

rfft-  Wldp^+^W^^da, 
und  die  Division  durch  dpj^  liefert 

408)  l^'^i+^W^^IS- 

Substituieren  wir  in 

die  Werte  404)  und  405),    so  folgt 

A»l  <>1 

In  dieser  Doppelsumme  ist  der  Koeffizient  von  ^^^j 
gleich  und  entgegengesetzt  bezeichnet,  wie  der  von  W^^.  Da 
aber  W^^  =  TPJ^,  so  hebt  sich  das  Glied  mit  W^^  gegen  das  mit 
W^^  und  daher  heben  sich  überhaupt  je  zwei  Glieder  der 
Doppelsumme  gegenseitig  und  man  hat  also 

410)  K,c^^  =  0. 

Wir  wollen  nun  in  den  Ausdruck 
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znnächst  nur  f&r 

M    und    ^ 

die  Werte  407)  und  408)  substitaieren.    Es  folgt 

Im  zweiten  Addenden  rechts  ist  die  nach  h  genommene 
Doppelsnmme  nichts  anderes  als  {ccj^^ccljf  verschwindet  also 
nach  410).  Im  ersten  Summanden  substituieren  wir  für 
da^ldq^  den  Wert  405).  Nach  emem  bekannten  Satze  der 
Determinantenlehre  ist  gemäß  der  Definitionen  402)  und  408) 


gleich  Null  oder  gleich  J,  je  nachdem  k  gleich  /  oder 
davon  verschieden  ist    Daher  ist  auch 


K,/?J  =  -(/?paJ«-l     für    *  =  /, 

0    für    k^l. 

Substituiert  man  endlich  in 


Asl 


die   Werte  407)  und   408)|    so    erhält  man  drei  Glieder. 
1.  Die  dreifache  Summe 


§  9 

11  1 


9 

w*"  wi^  yj  {—  ^  —  —  ^M 

^  \dpj,  dqu       dqj,  dpu) 


welche  verschwindet,   da  die  nach  h  zu  nehmende  Summe 
gleich  (flfp  a)  ist 

2.  Vermöge    des    nach    408)    außerhalb    der    Summe 
stehenden  Gliedes  yon  dßjdp^^  die  Doppelsumme 

<««  h»9 


2''^'2''^IS 


i»l  All 
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welche  sich  durch  Substitation  des  Wertes  406)  unter  An- 
Wendung  der  soeben  angewendeten  Sätze  über  Determinanten 
auf  W^^  reduziert 

8.  Vermöge   des   analogen  Gliedes  yon  dßjdpj^  die 
Doppelsumme 

welche  sich  ebenso  auf  —  W^^  reduziert    Es  ist  also  all- 
gemein 
412)  (/?»,/?,) -0. 

Vermöge  der  Relationen  410),  411)  und  412)  nehmen 
die  Gleichungen  897)  die  einÜEiche  Form  an: 

^iQv                        dajt  _       dSl  dßu       dSl 

*^^J  IT oft'        It^B^u' 


§  78.    IntegratioB  des  Störungsproblemi  durch  eine  der 
Hamiltonichen  analoge  partielle  Differentiali^leichuBg. 

Die  Eonstanten  a  in  dem  Yollständigen  Integral  W 
der  Hamiltonschen  partiellen  Differentialgleichung  294] 
sind  irgendwelche  Funktionen  der  Anfangswerte  p  der  Ko- 
ordinaten. Wir  können  sie  jedenÜEdls  gleich  den  p  selbst 
setzen.    Dann  wird  nach  292) 

dW  _ 

Die  ß  werden  also  gleich  den  negativen  q.  Wir  können 
also  in  den  Gleichungen  418)  die  a  den  p  gleichsetzen. 
Dann  werden  die  ß  gleich  den  negativen  q  und  erhalten  so 
wieder  die  Gleichungen  874),  von  denen  wir  in  der  Beweis- 
fbhrung  des  §  69  ausgingen. 

Wir  sahen  in  §  58^  daß  jedesmal,  wenn  zwischen  den 
2  8  Variabein  l>x  *  ^s »  *  *  *  9«  Differentialgleichungen  von  der 
Form 

iPh^d^         dg>  ^       dB 
ät  ^  dq^'         dt  dpu 
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bestehen,  wobei  E  eine  beliebige  Funktion  E{p,  q,  {)  der 
p,  q  und  der  Zeit  sein  kann  und  keineswegs  bezüglich  der  q 
homogen  und  vom  zweiten  Grade  sein  muß,  deren  Integrale 
aus  einem  vollständigen  Integrale  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

welche  der  Hamiltonschen  yollkommen  analog  ist,  her- 
geleitet werden  können.  Dies  gilt  also  auch  hier,  da  die 
Gleichungen  418]  genau  die  in  Rede  stehende  Form  haben. 
Die  entsprechende  partielle  Differentialgleichung  wäre,  wenn 
wir  das  betreffende  W  mit  dem  Index  1  versehen: 

414)  a_^_ß=,0 

WO  in  ii  die  p  und  q  durch  t,  a  und  ß  auszudrücken  sind 

und  nachher  für  jedes  ß^  zu  setzen  ist  -^ 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  ein  vollständiges  Integral 
dieser  partiellen  Differentialgleichung  W^  (c;^,  a\^  <)  gefunden, 
wobei  die  a\  die  a  unabhängigen  Integrationskonstanten 
sind,  von  denen  keine  additiv  zu  W  hinzukommen  darf. 
Dann  sind  durch  die  Gleichungen 

die  Integrale  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  418) 
gegeben.  Die  t/  und  ß^  sind  die  2  a  Integrationskonstanten. 
Übrigens  würde  nichts  hindern,  die  Rolle  der  u  und  ß  zu 
vertauschen.    Dann  würde 

die  partielle  Differentialgleichung  und  die  a  wären  durch 
dW^jdß  zu  ersetzen. 

Man  kann  übrigens  in  der  folgenden  Weise  umgekehrt, 
die  partielle  Differentialgleichung  414)  direkt  ableiten,  und 
so  W\  durch  die  früher  eingeführten  Funktionen  ausdrücken. 

Boltsmann,  MMhuiik  U.  19 


290  VL  §78.  Kinoniiche  DiffeMiitüügiIcicIliiiigen.    [Gl.  415-417. 

Sei  W^  ein  yoUständiges  Integral  der  Hamiltonschen 
partiellen  Differentialgleichung 

Bt    ~  dt    ~      ^ 

für  das  ungestörte  Problem,    a  seien  die  s  Eonstanten  des- 
selben. 

416)  ^  =  Ä 

seien   die  Integrale  der  Gleichungen  886)  des  ungestörten 
Problem  S|  die  entsprechenden  q  sind  durch  die  Gleichungen 


416)  ^'  =  9, 


gegeben.     Es   sei    nun    W  die   Wirkungsfunktion  Ar  das 
yariierte  Problem,  also 

^  +  E  +  ii^O, 

wobei  W  als  Funktion  yon  i,  p  und  deren  Anf&ngswerte  p^ 
ausgedrückt  zu  denken  ist    Dann  ist  bei  konstanten  p^ 

Es  sollen  nun  in  den  Gleichungen  415)  die  a  und  ß 
gleich  solchen  Funktionen  der  Zeit  gesetzt  werden,  daß  die 
daraus  folgenden  Werte  yon  p  die  Lösungen  der  Glei- 
chungen 387)  für  das  gestörte  Problem  sind.  Setzt  man  in 
Wq  ebenfalls  a  und  ß  gleich  diesen  Funktionen  der  Zeit^ 
so  soll  es  in  W^  übergehen,  was  keineswegs  mit  W  iden- 
tisch isty  da  Wq  die  Größe  ist,  in  welche 


f{T+V)dt 


übergeht,  wenn  man  yor  Ausführung  der  Integration  dann 
die  p  und  q  ans  den  Gleichungen  415)  und  416)  entnimmt, 
und  dabei  a  und  ß  konstant  betrachtet  und  erst  nach  Ans- 
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fthning  der  Integration  a  und  ß  gleich  den  betreffenden 
Fonktionen  der  Zeit  setzt,  wogegen  in 

die  p  und  q  zwar  auch  den  Gleichungen  415)  und  416)  zu 
entnehmen,  aber  schon  vor  Ausführung  der  Integration  die 
a  und  ß  als  Funktionen  der  Zeit  zu  betrachten  sind.  Es  folgt 

1  1 

ond  da  die  Gleichungen  415)  und  416)  bei  konstanten  a 
und  ß  genau  ebenso  wie  bei  yariabeln  aussehen 

d  W,  ^-'Edi+^Hq^dp,+  ^ß^da^. 

l  1 

Subtrahiert    man    hiervon    die    Gleichung    417),    so 
folgt  also 

d{WQ  -  TF)  =  Üdi  +  yj^ßj^daj^. 

1 

Bezeichnen  wir  nun  die  Differenz  TF^  —  TT  mit  TTj,  so 
folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 

Drückt  man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  ii  durch  t 
und  die  a  und  ß  aus  und  substituiert  statt  der  ß  wieder 

-ä —  f  80  hat  man  wieder  die  partielle  Differentialgleichung, 

welche  der  Hamiltonschen  vollkommen  analog  ist 


§  74.    Anwendung  auf  die  Aitronomie. 

Wir  haben  schon  in  §  67  bemerkt,  daß  wir  alle  physi- 
kalischen Probleme  ohne  Ausnahme  nur  angenähert  zu  lösen 
vermögen,  so  daß  der  Fall  die  Regel  bildet,   daß  größere 

19* 
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Annftherongen  an  die  Wirklichkeit  nach  einer  Methode 
gefunden  werden  müssen,  welche  dem  Wesen  nach  mit  der 
eben  entwickelten  Störangsrechnung  übereinstimmt  Die 
höchste  Vollendung  hat  aber  diese  Storungsrechnung  in 
der  Astronomie  gefunden  und  es  sei  daher  hier  gestattet, 
die  Grundprinzipien  der  astronomischen  Störungstheorie 
gewissermaßen  als  typisches  Beispiel  zu  entwickeln. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Behufe  die  Sonne  samt 
allen  Planeten  und  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Störungen 
zu  berechnen,  welche  die  Bahn  eines  derselben  (wir  wollen 
ihn  Kürze  halber  den  Mars  nennen]  durch  die  übrigen 
Planeten  erfährt  Wir  betrachten  sämtliche  Himmelskörper 
als  materielle  Punkte  von  bestimmter  Masse,  welche  nach 
dem  Newtonschen  Oravitationsgesetze  aufeinander  wirken» 
Wir  beziehen  sie  zunächst  auf  ein  fest  mit  dem  Fixstem- 
himmel  verbundenes  Koordinatensystem.  Sei  m^  die  Sonnen- 
masse, 1^,  17^,  ^^  ihre  rechtwinkligen  Koordinaten  zu  einer 
bestimmten  Zeit  L  Dieselben  Größen  sollen  zur  selben 
Zeit  für  den  Mars  die  Werte  m^,  |^,  17^,  ^,  für  die  anderen 

Planeten  114,  Ij,  w  fi»  ^v  ir  ^v  &  •  •  •  »»i.»  Ii.»  %^  S«  haben. 
Femer  sei  r^^  die  Entfernung  der  Masse  mit  dem  Index  h 
und  der  mit  dem  Index  k  und  »  die  Gravitationskonstante. 

Dann  können  die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form 
geschrieben  werden 

dt'  -""*^*        rl^ 

Dabei  wurde  mit  m^^  wegdividiert  Dem  h  kann  jeder  der 
Werte  «,  0,  1,  2  . .  .  n  erteilt  werden  und  ebenso  ist  die 
Summe  so  zu  yerstehen,  daß  dem  k  die  Werte  «,  0,  1,  2 . . .  n 
zu  erteilen  sind.  Das  Glied,  für  welches  h=^k  ist,  ist  aus 
der  Summe  wegzulassen.  Analoge  Gleichungen  gelten  für 
die  y-  und  ^Achse. 

Wir  setzen  nun 

Iä  -  I.  =  ^A'    ^Ä  -  ^.  =  Vhy    ?A  -  S.  =  «Ä 
9h  =  y^h  +  yh  +  xl  =  r,^, 
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80  daß  Qj^  die  Ehitfemimg  dee  Planeten  mit  der  Masse  n^ 
Ton  der  Sonne  ist  und 


wird.     Dann  lautet  die  auf  die  a>Ach8e  bezügliche   Be- 
wegungsgleichung f&r  die  Sonne 

n 

die  entsprechende  Gleichung  für  den  Mars  aber  lautet 


n 


d^fo  xw.a^        ^"^  w»»(a\)  - «») 


►0_  _.  _     **  "*»  -1B     -^ 


Die  Subtraktion  der  beiden  letzten  Gleichungen  liefert 


Analoge  Gleichungen  gelten  für  die  y-  und  %-Bichtung. 
Wir  werden  im  folgenden  den  Index  Null  weglassen,  die 
übrigen  Indizes  aber  unverändert  beibehalten,  so  daß  die 
letzte  Gleichung  sich  so  schreibt 


n 

418)      _«-x_- x^»„^(-^  +  -^) 


mit  zwei  analogen,  für  die  y-  und  ^Richtung. 

Hier  sind  x,  y^  %  die  Koordinaten  des  Planeten,  dessen 
Störung  wir  bestimmen  wollen  bezüglich  eines  Koordinaten- 
systems OX^  OYj  OZ,  dessen  Koordinatenachsen  fixe 
Richtungen  im  Räume  (gegen  den  Fixstemhimmel)  haben, 
dessen  Ursprung  aber  immer  im  Sonnenmittelpunkte  liegt 
Die  zeitlichen  Änderungen  von  x,  y,  z  bestimmen  also  die 
Bewegung  des  Mars  relativ  gegen  die  Sonne,  also  jene  Be- 
wegung, welche  gerade  der  Beobachtung  zugänglich  ist 
^  y»  ^  sind  die  Koordinaten  irgend  eines  anderen  Planeten 
relativ  gegen  das  Koordinatensystem  OXj  OY,  OZj  also 
relativ  gegen  die  Sonne, 
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p  «  y««  +  y»  +  »« 

ist  die  EntfemüDg  des  Mars  von  der  Sonne, 


r^  «  y (x  -  ag>  +  (y  -  yj>  +  («  -  «J « 
die  Yon  jttiem  anderen  Planeten, 

?*  ==  y«* + yJ + «i 

die  jenes  anderen  Planeten  von  der  Sonne. 

Es  stellt  nun  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  der 
Ghleichang  418)  die  ungestörte  Bewegung  des  Mars  relativ 
gegen  die  Sonne  dar,  welche  genau  so  erfolgt^  wie  seine 
absolute  Bewegung  im  Räume  erfolgen  würde,  wenn  die 
Sonne  ein  im  Baume  fixer  Zentralkörper  von  der  Masse 
m^  +  m  wäre ;  die  übrigen  Glieder  aber  stellen  die  Störungen 
durch  die  anderen  Planeten  dar.  Alle  betreffenden  Kräfte 
haben  eine  Kraftfunktion.     Setzt  man  nämlich 

419)    .y^_'(.'n.  +  m)^     ß»  ^^,^  (?*»  +  »^±^_ij, 

SO  kann  die  Gleichung  415)  so  geschrieben  werden: 

d»g ^^L^      ^ ar     dsi 

d<«  "       dx        dx'        di*  ""       öy         dy' 


419a) 


di^  dx        dx 

Es  ist  also  V  die  Ejraftfanktion  bei  der  ungestörten  Be- 
wegung, Si  die  der  störenden  Kräfte.  Wir  haben  daher 
folgende  beiden  Aufgaben  zu  lösen:  1.  Wir  haben  die  un- 
gestörte Bewegung  mittels  der  Hamiltonschen  partiellen 
Differentialgleichung  zu  bestimmen,  wobei  wir  sechs  Inte- 
grationskonstanten a^,  «3,  «3,  ß^j  /?3,  /?3  erhalten.  2.  Wir 
haben  statt  dieser  Konstanten  mittels  der  Gleichungen  413) 
solche  Funktionen  der  Zeit  einzuführen,  dafi  die  gestörte 
Bewegung  dargestellt  wird. 

§75.    Hamilton -Jaoobiaohe  Methode  der  LöiUg  des  Zwei* 

Körperproblems. 

Die   erste  Aufgabe  fült  sachlich  zusammen  mit  der 
Bestimmung  der  elliptischen  Bahn  eines  Planeten  um  die 
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Sonne,  welche  wir  schon  im  I.  Teile  §  21  ausgef&hrt  haben. 
Wir  müssen  also  hier  diese  Aufgabe  ein  zweites  Mal  nach 
einer  ganz  yerschiedenen  Methode  lösen. 

Wir  bestimmen  die  Lage  des  in  Betracht  kommenden 
Planeten  M  (des  Mars)  im  Baume  in  folgender  Weise.  Wir 
denken  uns  die  Sonne  S  im  Mittelpunkte  des  kugelförmigen 
Himmelsgewölbes  und  die  Ekliptik  als  größten  Kreis  des 
letzteren.  Daß  die  Lage  dieses  größten  Kreises  so  gewählt 
wird,  daß  die  (natürlich  ebenfalls  gestörte)  Erdbahn  zu  einer 
gewissen  Zeit  in  seine  Ebene  fällt,  ist  f&r  unsere  Bechnungen 
unwesentlich.  Nur  daß  alle  Planeten  sich  nicht  allzu  weit 
Ton  dieser  Ebene  entfernen,  wird  benutzt  Der  größte  Kreis 
der  Himmelskugely  welcher  durch  den  Pol  der  Ekliptik  und 
den  Planeten  M  geht,  treffe  die  Ekliptik  im  Punkte  K 
Der  Winkelabstand  dieses  Punktes  Yom  Frühlingspunkte 
(die  Länge  des  Planeten)  heiße  cp,  der  Winkel  MSN  (die 
Breite  des  Planeten)  heiße  *  (vergl.  Fig.  10  S.  298).  Dann  sind 
Qy  ^  und  q>  gewöhnliche  Polarkoordinaten.  Die  Formeln  419  a) 
zeigen,  daß  die  Bewegung  des  Mars  relativ  gegen  die 
Sonne  genau  so  vor  sich  geht,  wie  dessen  absolute  im 
Räume  geschähe,  wenn  seine  Masse  gleich  eins  wäre  und 
V  resp.  Q  die  Kraftfanktionen  für  die  ungestörte  Bewegung 
resp.  die  der  störenden  Kräfte  wären.  Es  genügt  daher  das 
letztere  Problem  zu  lösen.  Für  dasselbe  wäre  die  leben- 
dige Kraft 

T^\  [()'«  +  Q^  ir»  +  ()2  cos»  i9-  9)'«] 

(vgL  §  11,  wo  r  für  ()  und  90®  —  *  für  t!^  geschrieben  ist> 
Daraus  ergibt  sich 

daher 

Setzt  man  ic{^^  +  m)  »  A,  so  wird  also 

9  9 
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Die  Hamilton  sehe  partielle  Differentialgleichung  —rj- + E=  0 

lautet  also,  wenn  man  für  E  den  Wert  T und  darin 

^  Ö'i»   9%»   ?8    ^®   Ausdrücke  -j—,   -^-^  und  -g —   substi- 
tuierty  wie  folgt: 


dW 

dt 


Ein  Tollständiges  Integrale  dieser  partiellen  Differential- 
gleichung finden  wir  folgendermaßen:    Wir  setzen 

wobei  P  nur  Funktion  von  g,  0  nur  Funktion  von  &  sein 
solL  Dadurch  nimmt  die  partielle  Differentialgleichung  die 
Gestalt  an: 

welcher  genügt  wird,  wenn  man  setzt 

Bezeichnet  man  mit  i^^  und  g^  die  unteren  Integrations- 
grenzen,  welche  wir  nach  Belieben  wählen  können,  so 
wird  also 


420) 


ff 


* 


+  f^pkg^2a,g^^a\. 


9 
ex 


Die  drei  Integrale  der  Bewegungsgleichungen 

dW_^  iZ-/?  iJ^-/? 
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verwandeln  sich  daher  in: 


421)  /9,  =  «  -  f  ,  Mg        _ 


422)    /9,  =  9  - 


/ 

coß'^l/a!  --^ 


& 


Aas  dem  zweiten  folgt 

424)  dtp^cc^-  "^^ 


C0B«^l/a| ?1_ 

Ist  daher  cc^^  cc^y  so  ist  i?*  immer  gleich  Null  und  die 
Bahn  des  Planeten  fällt  genan  in  die  Ekliptik.  In  allen 
anderen  Fällen  muß  a^  <  a^  sein.  Nun  bewegen  sich  aber 
alle  Planeten  in  Bahnen^  die  der  Ekliptik  nahe  liegen,  um 
die  Sonne.  Es  wächst  also  q>  fortwährend,  &  dagegen 
schwankt  zwischen  einem  positiven  und  negativen  Werte^ 
also,  da  der  Orenzwert  von  19*  nur  eintreten  kann,  wenn 
die  Wurzel  der  Formel  424)  verschwindet,  zwischen  dem 
kleinsten  positiven  und  den  dem  Zahlenwerte  nach  kleinsten 
negativen  Winkel,  dessen  Kosinus  gleich  cc^fcc^  ist  Dieser 
Winkel  ist  aber  der  Winkel  ip  zwischen  der  Bahnebene  des 
Planeten  und  der  Ekliptik.    Es  ist  also 

425)  cos  t/;  =  —  • 

19*  nimmt  jedenfalls  auch  den  Wert  NuU  an,  wir  können 
daher  19*^—0  setzen. 

Aus  Formel  421)  erhalten  wir 

4i  =  i-y2Ap-2«,p»-«;. 

Für  das  Perihel  und  Aphel  verschwindet  dQJdt.  Ist  also  q^^ 
die  Perihel-,  q^  die  Apheldistanz  des  Planeten  (Mars)  von 
der  Sonne,  so  sind  diese  Größen  die  Wurzeln  der  Oleichung 
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I»  — — 


Es  ist  also 


^+^-»- 


Pi  +  P«  =  ;r'      ?i^« 


2ai 


Qj^  soll  zugleich  in  den  Integralen  420)  bis  423)  als  nntere 
Grenze  fOr  q  gewählt  werden.  Wenn  wir  dann  mit  r  eine 
der  Zeiten  bezeichnen,  wann  der  Planet  (Mars)  das  Perihel 
passiert,  folgt  aus  Oleichnng  421) 

426)  Ä  =  T. 

Ist  nun  a  die  große ,   b  die   kleine   Halbachse   der  Bahn- 

ellipse  des  Mars,  e  «  ^ die  Exzentrizität  dieser  EUipse, 

so  folgt 

Pi  =  a(l-e),     ea«a(l+e),     Pi  +  pj  =  2a,     pip,  =  a«(l-«»), 

daher 

wobei  p  der  Parameter,  die  zum  Brennpunkte  gehörige 
Ordinate  der  Bahnellipse  ist. 

Wir  wollen   uns  nun  in  Fig.  10   die  Lage   der  Ter- 
schiedenen  Punkte    auf   der   Himmelskugel    yersinnlichen. 

XY  sei  die  Ekliptik,  X  der 
Frühlingspunkt,  Z  der  Pol  der 
Ekliptik,  K  der  au£Bteigende 
Knoten  der  Marsbahn,  P  das 
Perihel  des  Mars,  M  der  Punkt, 
wo  sich  der  Mars  zu  irgend 
einer  Zeit  t  befindet  Dann  sind 
^XSN^mtp  und -^JfSiyr«* 
die  Polarkoordinaten  des  Mars  M 
zur  Zeit  /,  ^MKN^  rfß  ist  die 
Neigung  der  Marsbahn  gegen  die 
Ekliptik,  ^XSK=^  0  ist  die  Länge  des  aufsteigenden 
Knotens  der  Marsbahn. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  KSM  mit  17,  so  folgt  ans 
dem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  MKN 


Fig.  10. 
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427)  8m ^  n  sin t^ 8ini7 

und  wir  können,  da  xff  konstant  ist^  in  dem  ersten  Integrale 
der  Oleichung  428)  rj  statt  &  als  Integrationsyariable  ein- 
fbhren.  Da  cosi/; »  of^/cv,  war  und  wir  &^^0  w&hlten^ 
so  wird  dieses  Integral 


n  d9 


und  die  Gleichung  423)  geht  über  in 

dt, 


428)  Ä  -  .  -  «a  r-y^xT^ 


ei 


(fy2XQ  -  2«!^  -  a| 


Da  man  ftir  den  aufsteigenden  Knoten  K  hat  &  =  0, 
so  folgt  aas  422) 

und  aus  428)  folgt 

wobei  fjp  der  dem  Perihel  der  Marsbahn  zugehörige  Wert 
des  17  ist  In  der  Astronomie  nennt  man  die  Summe  0  +  fjp 
die  Länge  ö  des  Perihels  der  Marsbahn,  den  Winkel  MSP 
die  wahre  Anomalie  z  des  Mars  zur  Zeit  t,  fj  +  d  ^  &  +  z 
seine  in  der  Bahn  gemessene  Länge,  fp  aber  seine  in  der 
Ekliptik  gemessene  Länge.    Es  ist  also 

;i^  =  iy  +  Ö  —  0  =  17  —  17p. 

Zwischen  den  sechs  Integrationskonstanten 

429)  a,  e,  tp,  r,  ö,  & 
und 

430)  «1,  «2»  ^s>  ßv  ßv  ßn 

bestehen  also  die  Oleichongen: 

aj=s^,     a,  =  cost^yAa(l  -6«),     a^^yi.a(l-^e^=^yi^. 
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481)  /9i  =  T,      /9,  =  ö,      ßt^O-d 

Die  beiden  Eonstanten  0  und  t^  bestimmen  die  Lage 
der  Balmebene  jedes  beliebigen  Planeten,  d)  bestimmt  dann 
die  Sichtung  nach  dem  Perihel,  r  die  Dnrchgangszeit  durch 
das  Perihel. 

Wie  man  dann  mittels  a,  e  den  wirklichen  Ort  des 
Planeten  im  Baume  zu  jeder  Zeit  finden  kann,  sahen  wir 
schon  im  L  Teile  §  21.  Man  f&hrt  die  mittlere  Anomalie 
ein,  indem  man  in  Gleichung  421)  setzt 

432}  ()  ==  a  (1  —  6  cos  u). 

Die  Integration  liefert 

483)  --=r  (<  —  t)  =  tt  —  e  sin  tt . 


Ist  t  gegeben,  so  wird  zunächst  aus  dieser  Gleichung  das 
dazu  gehörige  u  bestimmt;  Gleichung  432)  liefert  dann  (>. 
Die  Einführung  des  Wertes  432)  in  427)  und  Ausfthnmg 
der  Integration  aber  liefert: 

j^^fj  +  d^ß^  2arctg(|/j4^tg|) . 

Aus  dem  Werte  von  ti  aber  findet  man  i9*  mittels  der 
Gleichung  427),  während  das  sphärische  Dreieck  MKN  der 
Fig.  10  liefert: 

tg(y  —  Ö)  =  cost^tgfy. 

Es  sind  also  sämtliche  Polarkoordinaten  Pf  &,  q>  und 
daher  auch  die  rechtwinkligen  x,  y,  z  bIb  Funktionen  von 
t,  a,  e,  tp,  T,  6  und  (S),  daher  vermöge  der  Gleichungen  481) 
auch  als  Funktionen  von  /,  a^,  a^y  a^,  ßi^  ß%t  ßz  gefcmden. 


§  76.    Oleiohungen  fär  die  Störung  der  Bahn  einet 

Planeten  durch  die  übrigen. 

In  erster  Annäherung  geschieht  nun  die  Bewegung  des 
Mars  in  der  Nähe  einer  gegebenen  Zeit  t  in  einer  elliptischen 
Bahn  mit  gewissen  Werten  der  Eonstanten  429),  daher  auch 
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der  Eonstanten  430).  Die  Störungen  kann  man  so  auf- 
fassen^ als  ob  die  Werte  dieser  Eonstanten  langsam  geändert 
würden  nnd  es  liefern  die  Gleichungen  413): 


~di  öä"*       ~di  öä'       "57  Jh' 

dt   "^       öor,'  dt  öo,  '  dt  ötta* 

Nun  folgt  aus  den  Oleichungen  431): 

dSl  _      dSl         dSl      dSl  de       dSi  do  _dSl      d  Sl 
oft""       ÖT  '       Oft  "■  öö  Oft  "^  öw   aft  "  ÖÖ  "^  dÄ  ' 

da ^  1?L        2g*  dS2 

dt  ""       2af    dt  "^    X      dl  ' 

de aj    dff,  ^  2a}   da,  ^    p     ^  «^    i      1  i/^  ^  ^ 

~di  I^  "57       I^  "^  ""  TT  "äT  "^"oTI/T  öä" 

d  V  ^     1 idji     ö  J2\  _  ^  a  ß 

dt  a,  ein  v^yd^         do)/         a\ 


■z-  > 


d  dl 


=  -7:= -ä-^  +  (1  —  COS  tf;)  -ä"^ 


femer  ist 


ai2       ai2   da    .  dSl  de    ,   dJ2  a^^ 
da,         da   da^         a«    aa,        dyt  da^ 

X^djl_a\_djl__2^djl p     dSl 

™       2ajaa        i'ed«~"         i      da         el     de' 

Analog  folgt 

dsi  _         1      a  J2     ai2 i_  p^  dSi     coty  ai2 

daher 

dx 2a^  aß p_  a^ß 

d^    "■         A      a«         «A     de  ' 

aa  _  1      dsi 

^^  ""    yrpßiny  ^v  * 

d^  dt  "^  dt  yip^2av        ae^^i    a«  * 
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Hiermit  sind  sftmüiohe  Stöningsformeln  berechnet  In 
der  Astronomie  bezeichnet  man  gewöhnlich  den  Faktor  Ton 
<  —  r  in  Gleichung  483)  mit  n  und  f&hrt  statt  iL  die  Kon- 
stante n  mittels  der  Gleichung  A  =  n  yä^  ein. 

Berechnet  man  nur  die  Störungsglieder  erster  Ordnung 
so  addieren  sich  die  von  den  verschiedenen  Himmelskörpern 
bewirkten  Störungen,  um  die  Störung  des  Mars  durch 
einen  anderen  Planeten  (den  Jupiter)  zu  berechnen,  braucht 
man  im  Ausdrucke  419)  fftr  ß  nur  ein  Glied  beizubehalten, 
hat  also 

Vxl  +  y\  +  «?'  Vix  -  x,y  +  [y-yi)*  +  (»  -  »i)«' 

Hier  sind  sowohl  die  Koordinaten  x^  y,  x  des  Mars,  als 
auch  die  Koordinaten  x^,  y^j  t^  des  Jupiter  in  der  fr&her 
auseinandergesetzten  Weise  durch  t  und  die  Werte  der 
Größen  429)  auszudrftcken,  welche  fftr  den  betreffenden 
Planeten  gelten.  Bei  der  partiellen  Differentiation  nach 
den  für  den  Mars  geltenden  Größen  429)  ist  i  als  konstant 
anzusehen.  Die  ftbr  den  Jupiter  geltenden  Werte  der 
Größen  429)  sind  bei  Berechnung  der  Glieder  erster  Ord«? 
nung  überhaupt  als  konstant  zu  betrachten,  so  daß  ii  bloß 
als  Funktion  von  t  und  den  für  den  Mars  geltenden 
Größen  429)  ausgedrückt  erscheint  Erst  bei  Berechnung 
der  Störungsglieder  höherer  Ordnung  müßte  auch  berück- 
sichtigt werden,  daß  sich  die  Jupiterbahn,  während  derselbe 
störend  wirkt,  selbst  ebenfalls  langsam  ändert 


vn.  Gleichungen  fQr  die  relative  Bewegung. 


§  77.    Absolute  und  relative  Bewegung. 

Wir  können  bloß  die  Abstände  der  Teile  der  Ter- 
schiedenen  Körper  Toneinander,  also  bloß  deren  relative 
Lage  bestimmen.  Es  gibt  keine  Er&hmng,  in  der  sich  ein 
absoluter  Baum  bemerkbar  machen  würde.    Trotzdem  haben 
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wir  zu  Anfang  des  L  Teiles  ein  bestimmtes  Koordinaten- 
system eingeführt,  welches  nahezu  die  Bolle  eines  absoluten 
Raumes  spielt  Wir  taten  dies  bloß,  weil  sich  bei  Ein- 
führung dieses  bestimmten  Koordinatensystems  die  Gesetze 
für  die  relative  Bewegung  der  Körper  viel  einfacher  aus- 
sprechen lassen,  als  bei  Einführung  anderer  ganz  willkürlich 
gewählter  Koordinatensysteme. 

Wir  wollen  damit  keineswegs  die  Wahrscheinlichkeit 
oder  gar  die  Notwendigkeit  behaupten,  daß  noch  neue  Er- 
fahrungen gefunden  werden  könnten,  mittels  deren  dieses 
besondere  Koordinatensystem  sich  näher  bestimmen  ließe, 
oder  welche  eine  Auswahl  eines  bestimmten,  aus  allen  den 
Systemen,  welche  wir  in  §  11  des  L  Teiles  taugliche  Be- 
Bugssysteme  nannten  und  damit  die  Bestimmung  eines 
absoluten  Raumes  gestatten,  welche,  wie  man  sich  ausdrückt, 
die  Existenz  des  absoluten  Raumes  beweisen  würden. 

Wir  sahen  nämlich  in  §  11  des  L  Teiles,  daß  diese 
Reduktion  der  Bewegungsgesetze  auf  die  einfachste  Form 
keineswegs  bloß  bei  Zugrundelegung  eines  einzigen  bestimmten 
Koordinatensystems  S  eintritt,  sondern  daß  man  mit  gleichem 
Erfolge  sehr  yerschiedene  Koordinatensysteme  zugrunde  legen 
kann.  Alle  diese  Koordinatensysteme  nannten  wir  dort  taug- 
liche Bezugssysteme.  Die  Richtung  der  Achsen  im  Räume 
kann  dabei  für  einen  bestimmten  Zeitmoment  und  die  Lage 
des  Koordinatenanfangspunktes  für  zwei  Zeitmomente  ganz 
beliebig  relativ  gegen  das  eine  schon  als  taugliches  Bezugs- 
system gefundene  Koordinatensystem  S  orientiert  sein.  Hat 
man  jedoch  für  einen  Zeitmoment  die  Richtung  der  Achsen 
gewählt,  so  ist  sie  dadurch  für  alle  übrigen  Zeitmomente  be- 
stimmt. Man  bezeichnet  alle  Richtungen,  welche  eine 
bestimmte  Achse  dann  zu  allen  Zeiten  hat,  als  parallel. 

Hat  man  femer  die  Lage  des  Koordinatenursprungs  zu 
zwei  Zeitmomenten  gewählt,  so  ist  wieder  die  Lage  des 
Koordinatenursprungs  zu  allen  übrigen  Zeitmomenten  be- 
stimml  Man  nennt  die  Bewegung,  welche  der  Koordinaten- 
ursprung hierbei  macht,  eine  geradlinige  und  gleichförmige. 

Die  Frage,  wie  sich  die  Gesetze  der  Lagenänderung 
der  Körper  modifizieren,    d.  h.   wie  sich   die  Bewegungs- 
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gleichungen  yerändem,  wenn  wir  zu  den  yerschiedenen 
Zeiten  Coordinatensysteme  zugrunde  legen,  welche  diesen 
Bedingungen  nicht  genügen,  ist  offenbar  von  hohem  theore- 
tischen Interesse. 

Sie  ist  aber  auch  von  praktischem  Werte;  denn  wir 
beobachten  stets  nur  die  Belativbewegung  eines  materiellen 
Systems  gegen  ein  zweites,  welches  nahezu  unveränderlich 
ist  oder  wenigstens  als  unveränderlich  angesehen  wird.  So 
beobachten  wir  die  Bewegung  des  Planetensystems  relativ 
gegen  den  Fixsternhimmel,  die  irdischer  Körper  relativ  gegea 
die  Erde  oder  irgend  welche  fix  mit  ihr  verbundene  Ob- 
jekte. Bei  gewissen  Experimenten  beobachten  wir  auch  die 
Bewegung  von  Flüssigkeiten  oder  sonstigen  Gegenständen 
relativ  gegen  ein  absichtiich  in  Rotation  versetztes  G^faß 
oder  Gehäuse.  Die  in  einem  bewegten  Wagen  oder  Schiffe 
befindUchen  Personen  können  die  Bewegung  ihrer  Körper 
und  anderer  Gegenstände  relativ  gegen  den  Wagen  oder  das 
Schiff  beobachten  usw. 

In  allen  diesen  Fällen  handelt  es  sich  f&r  uns  lediglich 
um  die  relative  Bewegung  des  ersten  Systems  gegen  das 
zweite  oder  ein  mit  dem  zweiten  fix  verbundenes  Koordi- 
natensystem. Letzteres  hat  in  allen  Fällen  bis  auf  den 
ersten  sicher  nicht  die  Eigenschaften  eines  tanglicheu  Be- 
zugssystems. Die  Natur  der  Fixsterne  ist  uns  viel  zu  unbe* 
kannt  und  der  Fixstemhimmel  selbst  ein  viel  zuunbestinmiter 
Begriff,  als  daß  man  mit  Sicherheit  entscheiden  könnte,  ob 
ein  mit  ihm  fix  verbundenes  Koordinatensystem  ein  taug- 
liches Bezugssystem  wäre;  aber  Eigenbewegungen  von  Fix- 
sternen sind  bereits  konstatiert  und  jedenfalls  ist  es  auch 
da  von  Wichtigkeit  zu  wissen,  was  flir  einen  Einfluß  es 
auf  die  Bewegungsgleichungen  des  Planetensystems  hätte, 
wenn  das  zugrunde  gelegte  Koordinatensystem  kein  taug- 
liches Bezugssystem  wäre. 

Wenn  die  Bewegung  eines  Körpersystems  relativ  gegen 
ein  zweites  berechnet  werden  soll  und  die  Bewegung  des 
zweiten  Systems  relativ  gegen  ein  taugliches  Bezugssystem 
bekannt  ist,  so  könnte  man  in  jedem  speziellen  Falle  so 
verfahren:    man  könnte   zuerst  die  Bewegung   des  ersten 
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Systems  relativ  geg<8n  dasselb«  BezngMjdtem  bef^chndn  trnd 
«rst  danü  ans  der  relativen  Bewegaiig  beider  Systeme  gegen 
dae  gemeinsam  zugrunde  gelegte  tangliche  Bezugmystem  die 
relative  Bewegung  des  ersten  Systems  gegen  das  zweite  he* 
rechnen. 

Es  ist  aber  von  großem  Yotteile,  diese  Arbeit  nicht  in 
jedem  speziellen  Falle  besonders  auszufahren,  sondern  ein 
ftir  allemal  die  Regeln  anzugeben ,  nach  denen  unmittelbar 
die  Bewegung  des  ersten  Systems  relativ  gegen  das  zweite 
System  oder  ein  damit  fix  verbundenes  Koordinatensystem 
gefunden  werden  kann^  sobald  die  des  zweiten  Systems  gegen 
ein  taugliches  Bezugssystem  gegeben  ist>  welches  wir  das 
ruhende  Koordinatensystem  nennen.  Wir  nehmen  an,  daß 
sämtliche  Teile  des  zweiten  Systems  starr  miteinander  ver- 
bunden sind.  Mit  ihm  denken  wir  uns  ein  zweites  (das 
bewegliche)  Koordinatensystem  starr  verbunden.  Die  Aufgabe 
ist  dann,  die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Bewegung 
des  ersten  Körpersystems  relativ  gegen  das  bewegliche 
Koordinatensystem  zu  finden. 

§  78.    Erster  SpeiialML    Das  bewegliche  Koordinaton« 

System  dreht  sich  nicht. 

Wir  betrachten  nun  zuerst  den  SpesialfkU,  daß  das 
zweite  System,  daher  auch  das  damit  verbundene  bewegliche 
Koordinatensystem  keine  Drehung  relativ  gegen  ein  taug«» 
liches  Bezugssystem  hat.  Die  Achsen  des  letzteren  woUen 
wir  mit  O^Xy,  0^  Y^  und  '.  0^  Z^  bezeidmen.  Di»  Achsen 
OX,  Ot  und  0  Z  des  beweglichen  fest  mit  dem  zweiten 
System  verbunden  Koordinatensystems  wollen  wir  zu  irgend 
einer  Zeit  den  ersteren  KoordinatMachsen  parallel  w&hlen^ 
Sie  werden  ihnen  dann  tu  all^i  Zeit^i  parallel  bleiben  und 
die  Lage  des  beweglichen  Koordinatensystems  relativ  gegen 
das  taugliche  Bezugssystem  ist  zu  jeder  Zeit  bestimmt,  wenn 
wir  die  Koordinaten  a,b,  c  ihres  Koordinatenspmngs  0  be- 
züglich des  tauglichen  Bezugssystems  kennen. 

Da  sich  tmserer  Annahme  gemäß  alle  Körper  konti- 
nuierlich bewegen,  so  wird  auch  die  Bewegung  des  Systems, 

Boltsmanii,  Mo«huiik  IL  20 
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welches  wir  das  zweite  genannt  haben,  jedenfalls  so  be- 
schaffen sein,  daß  a^b^e  kontinuierliche  ff^mktionen  der  Zeit 
sind,  welche  endliche  erste  und  zweite  Differentialquotienten 
haben.  Dies  soll  also  angenommen  werden,  da  die  entgegen- 
gesetzte Annahme  keine  physikalische  Bedeutung  hätte.  Die 
Bewegung  des  zweiten  Systems  soll  uns  femer  gegeben  sein. 
Es  sollen  also  a,  b,  o  bekannte  Funktionen  der  Zeit  sein. 

Wir  bezeichnen  mit  x^j  y^^  x^  die  auf  das  taugliche 
Bezugssystem  bezogenen  Koordinaten  irgend  eines  materiellen 
Punktes  m  des  ersten  Systems,  dessen  Bewegung  berechnet 
werden  soll,  während  die  des  zweiten  Systems  und  daher 
auch  die  der  beweglichen  Koordinatenachsen  als  gegeben 
Yorausgesetzt  wird. 

Vermöge  der  Definition  eines  tauglichen  Bezugssystems 
gelten  für  x^,  ^^,  ^  die  gewöhnlichen  Oleichungen  der 
Mechanik 

434)        m--^=^X,      m-^^^T,      ^-jjr=^^f 

wobei  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der  auf  m  wirkenden  Ge- 
samtkraft in  den  drei  Koordinatenrichtungen  sind. 

Diese  drei  Gleichungen  würden  uns  die  Bewegung  des 
materiellen  Punktes  m  relativ  gegen  das  taugliche  Bezugs- 
system bestimmen.  Wir  suchen  aber  nicht  diese,  sondern 
die  Bewegung  relativ  gegen  das  bewegliche  Koordinaten- 
system, also  die  Gleichungen  für  die  Veränderungen  der 
Koordinaten  x^  y,  x,  welche  dem  Massenpunkte  m  zukommen, 
wenn  wir  ihn  auf  das  bewegliche  Koordinatensystem  beziehen. 

Da  die  Achsen  beider  Koordinatensysteme  immer 
parallel  bleiben  und  die  Koordinaten  des  Ursprungs  des 
beweglichen  Koordinatensystems  bezüglich  des  tauglichen 
Bezugssystems  a,  b,  e  sind,  so  ist 

rcj=a;  +  a,       yi=y  +  b,       ^  =  »  +  c. 

Substituiert  man  dies  in  die  Gleichungen  484),  so  er- 
hält man 
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485) 


fn    . .«    =  -A  —  w 


di»  dt* 

d*y        ^  d^b 


di*  di* 

d^x         rj  d^e 


df»        "  dt* 


Dies  sind  die  gewünschten  Gleichungen,  welche  uns 
die  Änderung  der  Koordinaten  x,  y,  x  eines  beliebigen 
Massenpunktes  m  des  fraglichen  materiellen  Systems,  dessen 
relative  Bewegung  wir  finden  wollen  und  welches  wir  das 
erste  System  nannten,  bezüglich  des  beweglichen  mit  dem 
zweiten  System  fix  verbundenen  Koordinatensystems  angeben. 

Die  Bewegung  des  ersten  Systems  relativ  gegen  das 
bewegliche  Koordinatensystem  geschieht  also  genau  so,  als 
ob  letzteres  ein  taugliches  Bezugssystem  wäre  und  auf  jedes 
Massenteilchen  m  außer  den  Kräften  X^  Y,  Z,  welche  in  der 
Tat  darauf  wirken,  noch  die  drei  Kräfte  ^md^ajdt^^ 
^md^hjdt^,  ^-md^ofdi^  in  den  drei  Koordinatenrichtungen 
wirken  würden. 

Dadurch  haben  wir  die  neue  Aufgabe  auf  eine  schon 
bekannte  zurückgeführt  Wir  haben  die  Rechnung  ganz  so 
auszuführen,  als  ob  das  bewegliche  Koordinatensystem  ein 
taugliches  Bezugssystem  wäre;  nur  müssen  wir  den  in  der 
Tat  wirkenden  Kräften  noch  diese  neuen  Kräfte  hinzuftlgen, 
durch  deren  Hinzufügung  sich  dann  die  Bewegungsgleichungen 
auf  die  alte  uns  schon  gewohnte  Form  reduzieren;  des- 
halb nennen  wir  diese  hinzuzufügenden  Kräfte  die  Reduk- 
tionskräfte. 

Sei  umgekehrt  die  Bewegung  des  ersten  Systems  relativ 
gegen  das  bewegliche  Koordinatensystem  gegeben  und  seien 

X^  =X-m-^^,       Fl  =  r-m-^-,-, 


Z^^Z-^m 


dt* 


die  Kräfte,   welche   dieselbe   Bewegung    relativ   gegen   ein 
taugliches  Bezugssystem  erzeugen  würden,  so  sind 

20* 
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Z^  Z^  ^m-j^ 

die  Kräfte^  welche  die  Bewegung  relativ  gegen  das  in  der 
Torgeschriebenen  Weise  bewegte  Koordinatensystem  erzeugen. 
Wir  müssen  daher  d^n  Ejräften  X^,  Y^^  Z^^  welche  diese 
Bewegung  i^lativ  gegen  ein  taugliches  Bezugssyttem  erzeugen 

würden,  noch  die  Kräfte  ^-r^*  ^TW^  ^'dF  ^^^^8®°» 

um  das  System  außerdem  noch  so  zu  führen,  daß  es  die- 
selbe Bewegung  relativ  gej^n  das  in  der  vorgeschriebenen 
Weise  bewegte  Koordinatensystem  ausfahrt^  weshalb  wir  die 
letzteren  hinzuzufügenden  Kräfte  die  Führungskräfte  nennen 
wollen. 

Es  bestätigt  sich  neuerdings,  daß  die  Beduktionskräfte 
nur  gleich  Null  sind,  d.  h.  daß  die  alte  Form  der  Bewegungs- 
gleichungen ohne  Hinzufügung  neuer  Kräfte  nur  dann  er- 
halten bleibt,  wenn  die  Bewegung  des  zweiten  Koordinaten- 
systems relativ  gegen  das  erste  eine  geradlinige  und  gleich- 
formige  ist 

Wenn  jede  Masse  jedes  der  beiden  Systeme  eine  gleich- 
gerichtete, der  Masse  proportionale  Kraft  wirken  würde,  so 
würde  dadurch  die  Belativbewegung  beider  Systeme  gar 
nicht  geändert  Derartige  Kräfte  wären  also  f&r  denjenigen, 
der  nur  jene  beiden  Systeme  wahrnimmt,  nicht  bemerkbar. 
Größe  imd  Richtung  der  auf  die  Masseneinheit  wirkenden 
Kraft  könnten  dabei  natürlich  noch  beliebig  mit  der  Zeit 
veränderlich  sein. 


§  79.    Beispiele. 

Als  Beispiel  für  die  Beduktionskrilfte  betrachten  wir 
einen  Eisenbahnwagen,  welcher  in  der  Richtung  der  Abszissen- 
achse fährt.  Irgend  ein  bestimmter  Punkt  desselben  habe 
zur  Zeit  t  die  Abszisse  o.  An  der  Decke  sei  eine  Hänge- 
lampe befestigt,  auf  einem  fest  mit  dem  Wagen  verbundenen 
Tischchen  stehe  ein  Gflas,  das  eine  Flüssii^cmt  entb&lt   So* 
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baM  die  G^asehwiadii^cdt  des  Wagaüa  zxjh  oder  abnimmt» 
bewegt  sich  die  Lampe ,  sowie  die  im  Qßase  enthalteae 
FlOwigMt  eTeutoeU  das  Glas  seihst,  weoA  es  mcbt  genug 
BeiboBg  gege»  die  Tisebplatte  hat,  &x  eiBon  relatiy  gegen 
den  Wagen  ruheDden  Besehaner  genau  so,  «JU  ob  ssu  jeder 
Zeit  anf  jedes  Masaenteitohen  außer  den  in  der  Tat  darauf 
wirkeadea  Kräflen  noch  die  Kraft  ^md?al4t^  in  der 
Sichtung  der  Bewegung  des  Wagens  wirkte. 

Den  Begriff  der  Führangskräfte  illustriert  folgende 
BetraohtuBg:  Um  in  dem  bespreehenen  Eisenbahnwagen 
einen  menschlichen  E6rper  nihig  awf  einer  Bank  sitzend  zu 
erhaHen,  muß  zu  den  Kräften,  welche  auch  im  ruhenden 
Wagen  wirken  würden«  auf  jedee  Massenteilchen  noch  die 
Kr^hrnd^aldi^  in  der  Bewegungsrichtung  des  Wagens  dazu 
kommen.  Diese  Kraft  wird  von  der  Bücklehne^  dem  Sitze 
ev^odnell  dem  Stützpxmkte  der  Füße  ausgehen  und  durch 
innere  Kiäfte  passend  auf  die  Massenteildien  des  Körpers 
verteilt  werden«  Die  L^ne  wird  bei  Beschleunigung  der 
Fahrt  st&rker,  bei  Verzögerung  schwächer  auf  den  Bttcken 
drüeken«  Bei  sehr  starker  Verzögerung,  z^  B.  sehr  pUttah 
Uohem  Stillstand  des  Wag^aLS  kann  der  Druck  der  Lehne 
auf  den  Bücken  negativ  werden;  man  muß  den  Bücken  mit 
Glewaltk  z.  B.  die  Füße  anstemmend,  an  die  Lehne  andrücken, 
wenn  der  Oberkörper  sich  nicht  nach  vorne  neigen  soll. 

Ein  anderes  Beispiel  von  Führungskräften  ist  folgendes. 
Man  hält  das  eine  Ende  eines  Fadens^  den  wir  als  unau&< 
dehnsam  betrachten  wollen,  in  der  Hand;  am  anderen  Ende 
des  Fadens  soll  ein  schwerer  Körper  befestigt  sein«  Die 
Band  soll  dasjenige  System  sein,  welches  wir  in  der  allge- 
meinen Theorie  das  zweite  nannten,  der  schwere  Körper 
soU  das  erste  System  sein.  Wenn  die  Hand  ruht  oder  sich 
gleichfönnig  bewegt,  so  muß  die  Spannung  des  Fadens, 
wenn  der  schwere  Körper  in  relativer  Buhe  gegen  die  Hand 
bleiben  soll,  genau  gleich  dem  Gewichte  desselben  sein. 
Bewegt  sich  die  Hand  mit  beschleunigter  Bewegung  vertikal 
nach  abwärts,  so  muß  auf  den  schw^en  Körper,  wenn  der 
Faden  gleiche  Länge  behalten  soll,  eine  abwärts  wirkende 
Führungskraft  hinzukomme  es  muß  daher,  da  dessen  Ge- 
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wicht  unverändert  bleibt,  die  aufwärts  ziehende  Spannung 
des  Fadens  abnehmen.  Bewegt  sich  dagegen  die  Hand 
verzögert  nach  abwärts  oder  beschleunigt  nach  aufwärts,  so 
muß  die  Spannung  des  Fadens  wachsen,  so  daß  dieser  bei 
raschem  Anhalten  einer  Abwärtsbewegung  oder  raschem 
Beginn  einer  schnellen  Aufwärtsbewegung  der  Hand  reißen 
kann,  selbst  wenn  seine  Festigkeit  erheblich  größer,  als  das 
G^ewicht  der  angehängten  Last  ist 

§  80.    Zweiter  Spezialfftll.    Das  Koordinatensystem  ist  in 

Drehung  begriffen. 

Wir  wollen  nun  den  Spezialfall  betrachten,  daß  das 
System,  welches  wir  als  das  zweite  bezeichnet  haben,  keine 
andere  Bewegung  hat,  als  daß  es  sich  um  eine  in  einem 
tauglichen  Bezugssysteme  fixe  Achse  relativ  gegen  dieses  dreht 

Wir  wählen  die  Drehungsachse  OZ^  OZ^^  zur  ^ Achse* 
OX^  und  OY^  seien  zwei  beliebige  andere  aufeinander  und 
auf  OZ^  OZ^  senkrechte  Koordinatenachsen,  deren  Lage 
gegen  das  taugliche  Bezugssystem  unverändert  bleibe,  so 
daß  die  Koordinatenachsen  OX^j  OY^,  OZ^  selbst  ein  taug- 
liches Bezugssystem  bilden,  da  sie  mit  einem  solchen  fix 
verbunden  sind. 

Dagegen  seien  OX^  OY  zwei  andere  aufeinander  und 
auf  OZ  senkrechte,  ebenfalls  durch  den  Punkt  0  gehende 
Koordinatenachsen,  welche  zu  irgend  einer  Zeit  (dem  Zeit- 
anfange) mit  OXy^  OY^  zusammenfielen,  aber  immer  mit 
dem  zweiten  Systeme  fest  verbunden  mit  rotieren,  so  daß 
der  Winkel  X^  OX  gleich  demjenigen  Winkel  w  ist,  um  welchen 
sich  das  zweite  System  zur  betreffenden  Zeit  relativ  gegen  ein 
taugliches  Bezugssystem  im  positiven  Sinne  gedreht  hat  Der- 
selbe soll  eine  gegebene  Funktion  der  Zeit  sein,  welche  einen 
endlichen  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  hat,  wo- 
durch die  Bewegung  des  zweiten  Systems  vollständig  ge- 
geben ist 

Wir  suchen  die  Belativbewegung  irgend  eines  anderen 
Massensystems  (des  ersten)  gegen  das  zweite,  also  gegen  die 
Achsen  OX^  OY,  OZ.  Wir  haben  also  die  Aufgabe,  die 
Veränderungen  der  Koordinaten  x,  y,  x  eines   beliebigen 
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Massenteilchens  m  des  ersten  Systems  bezogen  auf  dieses 
Koordinatensystem  za  finden.  Wir  könnten  diese  Aufgabe 
folgendermaßen  lösen. 

Seien  x^j  y^y  \  die  Koordinaten  desselben  Massen- 
teilchens bezüglich  des  Koordinatensystems  OX^j  OT^,  OZ^ 
und  X^,  T^,  Z^  die  Komponenten  der  gesamten  auf  m 
wirkenden  Kräfte  in  den  Bichtongen  OX^,  OY^,  0 Z^\ 
dann  ist,  da  die  letzteren  Achsen  ein  taugliches  Bezugs- 
system bilden 

436)        n.^  =  X,,     m5|i=y,,     m^^Z,. 

Da  femer  w  der  Winkel  der  beiden  a> Achsen  ist,  so 
hat  man 

Ix^^  X  cos  U7  —  ^  sin  ur , 
y^  =  05  sin  i£?  +  y  cos  w , 

Da  w  als  Funktion  von  t  gegeben  ist,  kann  man  daraus 
die  zweiten  Differentialquotienten  von  x^,  y^,  z^  nach  der 
Zeit  berechnen.  Substituiert  man  sie  in  die  Gleichungen  436), 
so  ergeben  sich  daraus  nach  passenden  Beduktionen  die 
Gleichungen  für  die  zweiten  Differentialquotienten  von 
Xj  y,  %  nach  der  Zeit,  welche  man  sucht. 

Doch  ist  dies  Verfahren,  wenn  man  es  nicht  durch 
Anwendung  der  Lagrangeschen  Gleichungen  abkürzt,  wovon 
später  die  Bede  sein  soll,  etwas  umständlich.  Kürzer  gelangt 
man  zum  Ziele,  wenn  man  Semipolarkoordinaten  einführt 

Sei  r  der  senkrechte  Abstand  des  Massenteilchens  m 
von  der  ^Achse  und  seien  &  und  &^  die  Winkel,  welche 
r  mit  den  beiden  positiven  Abszissenachsen  OX  und  OX^ 
einschließt  Dann  sind  r,  &^  und  z  gewöhnliche  Semipolar- 
koordinaten zur  Bestimmung  der  Lage  bezüglich  eines  taug- 
lichen Bezugssystems.  Wenn  wir  daher  die  Bichtung  der 
positiven  ^Achse  kurz  als  die  ^Bichtang,  die  Bichtung  der 
Verlängerung  von  r,  welches  mr  uns  immer  von  der  ^- Achse 
gegen  die  Masse  m  hingezogen  denken,  als  die  Bichtung 
von  r,  und  die  auf  beiden  senkrechte  in  dem  Sinne,  in  dem 
sich  m  bei  wachsenden  &  und  &^  bewegt^  gezogene  Bichtung 
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als  die  BichtuDg  von  &f  und  mi  Z,  B  und  0  die  Kompo- 
nemtea  der  auf  m  wirkenden  Gesuntkraft  in  diesen  ^i 
Bichtungen  bezeichnen,  so  bat  man  nach  §  11 


488] 


Aus  diesen  Gleichungen,  welche  uns  die  absolute  Be« 
wegung  der  Masse  97»,  d.  h.  deren  Bewegung  bezogen  auf  ein 
taugliches  Bezugssystem  geben,  finden  wir  sofort  die  gesuchte 
Relativbewegung,  wenn  wir  statt  t?*^  den  Polarwinkel  ^  mit 
der  beweglichen  Achse  OX  einführen,  da  ja  r  und  z  von 
der  Drehung  nicht  af&ziert  werden.  Da  wir  den  Winkel 
der  beiden  Abszissenachsen  zur  Zeit  t  mit  w  bezeichnet 
haben,  so  ist,  wenn  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  dtoldt 
des  zweiten  Koordinatensystems  relatir  gegen  das  taugUobe 
Bezugssystem  mit  m  bezeichnen 

d&i       d&  d*&i  _  d^&       do 

dt  ™  rf*  ■*"^'       dp    ^  dp  "^  dt' 

Substituiert  man  dies  in  die  Gleichungen  488),  so  folgt; 


489) 


d'r  Id&Y       jy  ,  ,  ,   o  d» 


d^&    ,   ^     d&  dr       ß  ^dtn       o  ^^ 

^^__  +  2m^  ^  =  ©  -  mr— -  2fi*a>^, 


§  81.    InterpretatioB  der  gefondenen  Oleichungen. 

Die  Gleichungen  Ux  die  Veränderung  von  r,  &  und  z 
sind  hiermit  wieder  genau  in  die  Form  der  Gleichungen  438) 
gebracht  Die  Bewegung  relativ  gegen  das  sich  drehende 
Koordinatensystem  geschieht  also  wieder  genau  so,  als  ob 
dasselbe  fi^  (d.  h«  ein  taugliches  Bezugssystem)  wäre  und 
auf  irgend  einen  materiellen  Punkt  m  außer  den  Kräften» 
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wekhe  tateAcblioh  darauf  wirken,  noch  folgeiide  Kräfte  wirk- 
8VD  wftreo: 

1.  Eine  Kraft  yon  der  Intensität  mrto^^  in  der  Bicb«* 
tnng  von  r,  welche  wir  die  Zentrifugalkraft  K^  nennen 
wollen. 

3.  Eine  Krafk  von  der  Intensität  mrdcolii,  welche  der 
Eichtuig,  die  wir  die  Richtung  i^  genannt  baben^  gerade 
entgegenwirkt  Diese  zweite  Kraft  wollen  wir  die  tangentiale 
Seduktionakraft  nennen  nnd  mit  K^  bezeichnen. 

3^  Eine  Kraft  von  der  Intensität  2m6Dp,  wobei  p  die 
Projektion  der  gesamten  Geschwindigkeit  e  des  materiellen 
Punktes  m  auf  die  o^^^^Ebene  ist  Diese  dritte  Kraft  beifit 
die  Coriolissche  Ki^  K^.  Uue  Bichtung  liegt  in  der 
x^-Ebene^  steht  senkrecht  aaf  der  Kichtung  der  mit  p  be« 
zeichneten  Geschwindigkeitskomponente ,  also  auch  auf  der 
Geschwindigkeit  e  selbst,  und  wirkt  in  dem  Sinne^  daß  ihre 
Richtung  in  die  Richtung  von  p  durch  eine  Drehung  in  dem 
Sinne,  in  dem  sich  der  Bezugskörper  dreht,  also  bei  posi- 
tivem 0?  in  demselben  Sinne»  wie  die  positive  «-^Acbse  in  die 
positive  2f-Achse  auf  kärzestem  Wege  übergefährt  wird* 

Diese  drei  Kräfte  wollen  wir  wieder  die  Beduktions- 
kr&fte  nennen«  Fügen  wir  sie  für  jeden  materiellen  Punkt  m 
des  Systems,  welches  wir  das  erste  genannt  haben,  den 
obnelün  darauf  wirkenden  Kräften  bei»  so  k&nnen  wir  die 
relative  Bewegung  dieses  Systems  gegen  die  in  Drehung 
begriffenen  Koordinatenachsen  (oder  gegen  das  damit  fest 
verbundene  zweite  System)  genau  so  berechnen,  als  ob 
dieselben  rohen  würden,  d«  h.  ein  taogUches  Bezugssystem 
wären« 

Was  wir  unter  1.  und  2.  von  der  SiCntrifugalkrafk  K^ 
und  der  tangentialen  Reduktionskraft  K^  gesagt  haben,  lehrt 
der  unmittelbare  Anblick  der  Gleichungen  4S9).  Nur  das 
unter  8.  von  der  Coriolisschen  Kraft  E^  Behauptetete  be- 
darf noch  der  Erläuterung.  Wenn  man  die  Zentrifugal- 
kraft K^  und  die  tangentiale  Beduktionskraft  K^  hinzugefügt 
hat,  so  muß  man»  wie  der  Anblick  der  Gleichungen  439) 
lehrt,  noch  zwei  Kräfte  hinzufügen,  um  aus  den  Glei- 
chungen 439)  solche  Gleichungen  zu  erhalten^  welche  genau 
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die  Form  der  Gleichungen  438)  haben,  d.  h.  damit  die  Be- 
wegung genau  so  geschieht,  als  ob  die  Achsen  OXj  OT^ 
OZ  ein  taugliches  Bezugssystem  wären. 

Diese  beiden  Kräfte,  deren  Hinzufügung  noch  notwendig 
ist,  sind:  1.  Die  Kraft  R ^imtordd-fdi  in  der  Rich- 
tung r.  2.  Die  Kraft  0^=—  2m(odrJdt  in  der  Sichtung 
von  &.  Wir  haben  also  noch  nachzuweisen,  daß  die 
Coriolissche  Kraft  K^  in  der  Tat  die  resultierende  dieser 
beiden  Kräfte  ist  Dies  geschieht  so:  dr/dt,  rd&ldt  und 
dxjdi  sind  die  drei  Komponenten  der  Geschwindigkeiten  c 
in  den  drei  Richtungen  r,  &  und  z.  Die  beiden  ersten 
dieser  Größen  sind  daher  die  Projektionen  der  mit  p  be- 
zeichneten Geschwindigkeitskomponente  in  den  Richtungen 
r  und  1?*,  so  daß  man  hat: 

^=l>cos(i?,r),      r^=|>8in(p,r). 

Daher  ist: 

i?=  2wco|>sin(p,  r)  =  2mcoj!>cos[-^(p,  r)  —  90^, 

2wö)|>cos(p,  r)  =  2m(op%\Si\^{pj  r)  —  90®], 
R  und  (¥  sind  also  in  der  Tat  die  Komponenten  einer 
einzigen  Elraft  yon  der  Intensität  K^^2m(opj  deren  Rich- 
tung um  90®  gegen  die  Richtung  von  p  in  dem  der  Drehung 
des  Bezugskörpers  entgegengesetzten  Sinne  gedreht  ist^  also 
in  dem  Sinne,  in  welchem  man  die  positive  y- Achse  auf 
kürzestem  Wege  in  die  Richtung  der  positiven  2;- Achse 
drehen  kann. 

Wenn  umgekehrt  gewisse  Kräfte  R^ ,  6^  eine  bestimmte 
Bewegung  bezüglich  eines  tauglichen  Bezugssystems  hervor- 
bringen, so  müssen  ihnen  noch  die  Kräfte  —  JS^ ,  —  £^  und 
»  K^  zugefügt  werden,  um  dieselbe  Bewegung  relativ  gegen 
ein  sich  mit  der  veränderlichen  Winkelgeschwindigkeit  q> 
drehendes  Koordinatensystem  zu  erzeugen,  —  £^,  — -i^i  und 
—  K^  sind  also  die  Führungskräffce,  welche  den  zur  Er- 
zeugung einer  gewissen  Bewegung  bezüglich  eines  ruhenden 
Koordinatensystems  erforderlichen  Elräften  noch  hinzugefügt 
werden  müssen,  um  jede  Masse  so  zu  führen,  daß  sie  die- 
selbe Bewegung  relativ  gegen  ein  sich  drehendes  Koordi- 
natensystem macht 


(R^ 
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§  82.    Weitere  Spezialiiienuig. 

Wir  können  auf  das  erste  materielle  System  gewisse 
äußere  Kräfte  wirkend  denken^  und  nun  die  Ej-äfte,  welche 
das  zweite  System  auf  das  erste  ausüben  müßte,  wenn  das 
zweite  ruhte,  mit  denjenigen  vergleichen,  welche  es  auf  das 
erste  ausüben  muß,  wenn  sich  das  zweite  in  gegebener 
Weise  bewegt,  wobei  in  beiden  Fällen  dieselbe  gegebene 
Belativbewegung  angenommen  wird.  Die  Kräfte,  welche  im 
zweiten  Falle  dazu  kommen  müssen,  sind  die  Führungskräfte. 

Wenn  sich  das  bewegliche  Koordinatensystem  gleich- 
förmig dreht  und  jedes  Massenteilchen  des  ersten  Systems 
relativ  gegen  dasselbe  ruht,  so  verschwinden  K^  und  K^. 
Dann  muß  also  das  zweite  System  auf  das  erste,  um  die 
relative  Buhe  zu  erhalten,  genau  dieselben  Kräfte  ausüben, 
als  ob  bei  gleichen  äußeren  Kräften  beide  ruhen  würden, 
aber  auf  jedes  Massenteilchen  des  ersten  Systems  noch  die 
Zentrifugalkraft  K^  wirken  würde,  welche  also  in  diesem 
Falle  die  einzige  Zusatzkraft  ist 

Auf  jedes  Massenteilchen  des  ersten  Systems  muß  außer 
den  Kräften,  welche  bei  Buhe  beider  Systeme  das  Gleich- 
gewicht herhalten  würden,  noch  eine  der  Zentriftigalkraft 
entgegengesetzte  Kraft,  die  Zentripetalkraft,  wirken,  welche 
also  die  Führungskraft  ist,  die  jedes  Massenteilchen  des 
ersten  Systems  in  dem  Kreise  herumführt,  den  es  bei  der 
Drehung  beschreibt 

Sobald  die  Drehung  des  zweiten  Systems  beschleunigt 
oder  verzögert  ist,  tritt  zur  Zentripetalkraft  noch  die  der 
tangentialen  Beduktionskraft  E^  entgegengesetzte  Kraft  hinzu, 
von  der  im  übrigen  das  Gleiche  gilt  wie  von  der  Zentri- 
petalkraft Doch  reichen  auch  diese  beiden  Kräfte  noch 
nicht  aus,  sobald  das  erste  System  eine  Bewegung  relativ 
gegen  das  zweite  macht.  Dann  tritt  auch  noch  die  der 
Coriolisschen  Kraft  K^  entgegengesetzte  auf.  Will  man 
den  für  die  Belativbewegung  des  ersten  Systems  gegen  das 
bewegliche  Koordinatensystem  geltenden  Gleichungen  die- 
selbe Form  geben,  als  ob  dieses  ein  taugliches  Bezugssystem 
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wäre,  so  muß  man  K^,  K^,  E^  hinzufbgen.  Zu  den  Kräften 
aber,  welche  das  ruhend  gedachte  a weite  System  auf  das 
erste  ausübt,  muß  man  —  -K^ ,  —  Ä', ,  —  Ä,  hinzufügen,  um 
die  Kräfte  zu  finden,  die  es  bei  seiner  Torgeschriebenen 
Bewegung  auf  das  erste  austtben  muß,  um  hei  diesem  die 
gleiche  Relativbewegung  zu  unteriialten. 

Sei  z.  B.  der  Hohlraum  eines  Gefäßes  ein  Rotati<Mis* 
kSrper  mit  rertikaler  Achse,  um  welche  das  Qefllß  mit  kon- 
stante Winkelgeschwindigkeit  in  Drehung  begriffen  seL  Im 
Gefäße  soll  sich  Quecksilber.  Wasser  und  Öl  befinden,  even- 
tuell sollen  auch  feste  Körper  darin  sein.  Vermöge  der 
Reibung  wird  ein  stationärer  Zustand  erst  eintreten,  wenn 
alle  Flüssigkeiten  und  feste  Körper  weder  untereinander 
noch  gegen  das  rotierende  Oefäß  mehr  eine  BelatiTbewegBng 
haben.  Das  betreffende  Gleichgewicht  kann  genau  so  be* 
rechnet  werden,  als  ob  das  GeBsS  samt  seinem  Inhalte 
ruhen  würde,  aber  auf  jedes  Massenteilehen  des  letzteren 
außer  der  Schwere  noch  die  entsprechende  Zentrifugalkraft 
wirken  würde.  Dadurch  wird  anoh  auf  die  GefiLßwand  im 
ruhenden  Gefäße  derselbe  Druck  erzeugt,  welcher  im  be« 
wegten  GefiLße  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  allein  herrscht 

Ebenso  kann  das  Gleichgewicht  eines  an  einem  Faden 
aufgehängten  schweren  Körpers,  der  in  gleiclKföirmiger  Kotatioa 
begriffen  ist,  genau  so  gefunden  w^en»  als  ob  deraelbe  ruhte 
und  auf  jeden  Punkt  desselben  außer  der  Schwere  noch  die 
Zentrifiigalkrafk  wirkte.  Vom  Widerstände  der  nur  teilweise 
mitrotierenden  Luft  ist  dabei  natürlich  abgesehen.  Damit 
dieser  nicht  stören  würde,  müßte  der  Aufhängefaden  samt 
der  umgebenden  Luft  in  einem  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
rotierenden  Ge&ße  eingeschlossen  sein. 

Wenn  ein  schwerer  Körper  irgendwo  auf  der  Ekde  an 
einer  unausdehnsamen  oder  elastischen  Schnur  aufgebfingt 
ist  und  relativ  gegen  die  Erde  ruht,  so  verhält  er  sich  geaau 
so,  als  ob  er  samt  der  Erde  ruhte  und  außer  der  Anziehung 
der  Erde  und  der  Spannung  der  Schnur  noch  die  Zentri^ 
fugalkraft  infolge  der  Achsendrehung  der  Erde  auf  ihn 
wirkte.  Die  Schnur  nimmt  also  die  Richtung  der  Resul« 
tierenden  aus  der  wirklichen  Ansdehung  der  Erde  auf  den 
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Körper  und  der  Zentriftigalkraft  infolge  der  Erdrotation  an. 
Diese  Riclitnng  heißt  die  Bicbtung  der  scheinbaren  Schwere 
oder  d^r  scheinbaren  Beschlennigung  der  Schwere  oder  hitt 
die  Vettikalrichtiing  an  der  betreffenden  Stelle  der  Erdober« 
ffilche.  %e  trifft,  wenn  diese  Stelle  auf  der  nöidlichen  Erd« 
hälfte  liegt,  die  Erdachse  nicht  im  Erdmittelpunkte  CT, 
sondern  südlich  davon  im  Punkte  O.  Die  Spannung  der 
Schnur,  welche  den  Körper  trägt,  ist  ebenfalls  nicht  gleich 
der  Anziehungskraft  der  Erde  auf  den  Körper,  sondern  der 
Resultierenden  dieser  Auxiehungskraft  und  der  Zentrüugal- 
krafL  Man  nennt  diese  Resultierende,  welche  die  Spannung 
der  Schnur  oder  den  Druck  des  schweren  Körpers  auf  seine 
Unterlage  im  Falle  der  relativen  Rahe  gegen  den  Erdkörper 
stets  bestimmt,  das  scheinbare  Gewicdit  jenes  schweren 
Eöipers  an  dieser  Stelle  der  Erde.  Das  durch  die  Masse 
des  Körpers  dividierte  sch^nbare  Gewicht  nennt  man  die 
scheinbare  Beschleunigung  der  Schwere  an  der  betreffenden 
Stelle  der  Erde.  Wenn  ein  Körper  daselbst  frei  fUlt,  d.  h. 
wenn  außer  der  Erdanziehung  keine  Kraft  auf  ihn  wirkt,  ^} 
so  hat  übrigens,  wie  wir  sehen  werden,  seine  Beschleunigong 
relativ  gegen  die  Erde  nur  in  Momenten,  wo  et  gerade  die 
Geschwindigkeit  NuU  relativ  gegen  die  Erde  hat,  genau  die 
Größe  und  Richtung  der  im  betreffenden  Punkte  herrschen-^ 
den  scheinbaren  Beschleunigung  der  Schwere. 

Wir  werden  in  der  Hydrostatik  sehen,  daß  im  Falle 
des  Gleichgewichtes  die  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  immer 
senkrecht  zur  Resultierenden  aller  Kr9ite  stehen  muß,  die 
auf  ein  Teilchen  der  Oberfläche  wirken.  Die  Meeresfl&che 
muß  daher  im  Zustande  der  relativen  Ruhe  gegen  die  Erde 
an  jedem  Orte  senkrecht  auf  der  Vertikalrichtung  dieses 
Ortes  stehen.  Die  Erfahrung  lehrt,  daß  auch  die  Oberfl&che 
des  festen  Erdkörpers,  abgesehen  von  den  gegen  die  Dimen- 
sionen der  Erde  verschwindend  kleinen  Ethebungen,  Hügeln 


^)  Die  durch  seine  Bewegung  und  die  Erddrehung  bedingten 
Zusatzkrftfto  sind  dabei  natflrlich  nicht  ra  den  auf  den  Körper 
wirkenden  Kräften  gerechnet,  da  wir  sie  bloß  fingieren,  um  uns  die 
ttechntmg  ta  erleichtem. 
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und  Bergen,  senkrecht  auf  dieser  Richtang  steht,  vielleicht 
weil  dieser  zu  einer  Zeit,  wo  die  Erde  schon  nahezu  die* 
selbe  Umdrehungsgeschwindigkeit  hatte,  flüssig  war,  vielleicht 
auch,  weil  er  noch  immer  genügend  verschiebbar  ist,  um 
in  so  langer  Zeit  die  entsprechende  Gestalt  anzunehmen. 
Es  ist  daher  die  Erde  keine  Kugel,  sondern  nahezu  ein  an 
den  Polen  abgeplattetes  Botationsellipsoid. 


§  83.    Wiedereinfahnmg  rechtwinkliger  KoordinateB. 

Wir  wollen  zunächst  in  den  Gleichungen  489)  wieder 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  einführen,  welche  sich  auf 
die  Achsen  OX,  OYj  OZ  beziehen,  von  denen  wir  schon  zu 
Anfang  des  §  80  Gebrauch  gemacht  hatten.  Wir  kOnnen 
dies  am  leichtesten,  wenn  wir  bedenken,  daß  die  Bewegung 
genau  so  vor  sich  geht  als  ob  sie  relativ  gegen  ein  tang- 
liches Bezugssystem  geschähe,  wenn  wir  zu  den  tatsächlich 
auf  m  wirkenden  Kräften,  deren  Resultierende  in  den  Bich- 
tungen  der  drei  Koordinatenachsen  OX,  OY,  OZ  die 
Komponenten  X^  Y,  Z  haben  soll,  noch  die  drei  Kräfte 
K^,  K^,  K^  hinzufügen,  welche  alle  in  der  Bichtung  OZ 
die  Komponente  Null  haben.  Da  K^  die  Bichtung  von 
r  hat,  so  sind  moo^x  und  moa^y  seine  Komponenten 
in  den  Bichtungen  OX  und  OY.  Da  femer  die  Kraft 
K^^mrdG} jdi  auf  r  senkrecht  steht  und  nach  der 
firüher  angegebenen  Begel  in  dem  Sinne  wirkt,  in  dem  u> 
wächst,  so  daß  wenn  doo/dt  und  die  Koordinaten  des  mate- 
riellen Punktes  m  positiv  sind,  ihre  x- Komponente  positiv, 
ihre  ^-Komponente  aber  negativ  ist,  so  sind:  mydmjdt, 
—  mxdwjdt  ihre  Komponenten  in  den  Bichtungen  OX 
und  0  Y,  Da  endlich  S^  senkrecht  auf  der  mit  p  bezeich- 
neten Geschwindigkeit  steht  und  f&r  positive  Werte  von 
dxfdt  und  dyjdt  in  der  x-Bichtung  eine  positive,  in  der 
y-Bichtung  eine  negative  Komponente  hat,  so  sind  2mwdyldt 
und  —2moi>dxldt  seine  Komponenten  in  den  Bichtungen 
0  X  und  0  Y.  Fügen  wir  alle  diese  Kräfte  den  tatsächlich 
auf  m  wirkenden  Kräften  X,  Y,  Z  bei,  so  erhalten  wir  die 
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gewöhnlichen  Bewegnngsgleichongen^  welche  nach  Division 
durch  m  folgendermaßen  lauten: 

€px       1  xr  I      a     I      ^^    I  o     ^y 


441) 


-j-r-  ^  —  It, 


Sehr  leicht  findet  man  diese  Gleichungen  direkt  mit  Hilfe 
der  Lagrangeschen  Gleichungen  für  generaUsierte  Eoordi- 
naten.  Man  kann  offenbar  die  Koordinaten  x,  y,  x  der 
Masse  m  relativ  gegen  das  rotierende  Koordinatensystem 
als  Variable  betrachten,  welche  dessen  Position  zu  jeder 
Zeit  eindeutig  bestimmen  und  daher  Langranges  Glei- 
chungen anwenden,  in  denen  x,  y,  x  f^T  p^^j  p^j  p^  .  .  .  zu 
setzen  ist    Aus  den  Gleichungen  437)  folgt: 

x\  =  x'  cos  «>  —  y'  sin  M7  —  05  CO  sin  «7  —  y  CO  cos  w , 
y^  SS  X  sin w  +  y' cos %o  +  xwgo^ %o  —  ycDÄnw* 

Die  lebendige  Elraft  der  Masse  m  ist 

+  (x*  +  y*) -—  +  [xy'  —  ya;')co| , 
Daraus  folgt 

BT  f ,  V  BT  f  '   t        ^  BT 

Die  Substitution  dieser  Werte  in  die  Lagrangeschen 
Gleichungen,  welche  in  diesem  Falle  lauten 

d    tdT\        BT       ^ 


L  (1L\  _ 

t    \62f) 


dt   \Bxf  I        Bx 


mit  zwei  analogen  f&r  die  y-  und  ;;>'Achse  liefert  sofort  die 
Gleichungen  441). 
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Es  ist  dies  ein  Beispiel  flir  die  Anirendtaig  geiMrali- 
sierter  Koordinaten,  welche  die  Zeit  explint  enthalten,  wes-» 
halb  auch  die  lebendige  Kraft  T  hier  eine  inhomogene 
quadratische  Funktion  der  x',  y,  ol  ist 


§  84.    Onindgleiohiuigen  fSr  die  Bewegung  eines  schweren 
Körpers  relativ  gegen  die  rotierende  Brde. 

Wir  wollen  nun  in  Kürze  eines  der  wichtigsten  Pmo» 
bleme  der  Belativbewegong  behandeln,  nämlich  das  der  Be« 
wegung  eines  schweren  Körpers  relatit  gegen  die  in  Drehong 
begriffene  Erde.  Wir  betrachten  bloß  die  Bewegung  einea 
schweren  materiellen  Punktes  von  der  Masse  m  relativ  gegen 
die  Erde^ 

Es  sei  N  der  Nordpol  der  Elrde,  A  der  auf  der  nördlichen 
Hemisphäre  gelegene  Punkt»  wo  eich  der  materielle  Punkt  ms 
zu  Anfang  der  Zeit  befand.  Wir  ziehen  durch  A  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem.  Die  Jl^-Achse  ist  der  Rich- 
tung der  scheinbaren  Schwere  im  Punkte  A  entgegengesetzt 
Die  negative  A  ^-Achse  schneidet  die  Erdachse  im  Punkte  O. 
Den  Winkel  NOA  bezeichnen  wir  mit  90  —  e,  so  daß  a  die 
geographische  Breite  von  A  ist  Die  ^li^-Achee  ist  im 
Punkte  A  südlich,  die  ^|-Achse  westlich  gerichtet  Die 
Normale  vom  Punkte  A  auf  die  Erdachse  habe  den  Fuß- 
punkt (7,  AA!  sei  ihre  Verlängerung  über  A  hinaus.  So- 
wohl der  Punkt  A  als  auch  die  Achsen  il|,  Aiti^  A^  sind 
während  der  Drehang  der  Erde  fSBt  mit  dieser  verbunden. 

Zu  irgend  einer  Zeit  t  habe  der  Punkt  m  die  Koordi- 
naten ^,  17,  ^  bezüglich  dieses  Koordinatensystems.  0  sei  seine 

Geschwindigkeit  relativ  gegen  die  Erde,  u  =  -^ ,    '^  ~  df  ' 

^  '^  ~dT   ^^^^^  Komponenten  bezüglich   derselben  Koordi^ 

natenachsen.  Z,  H,  Z  seien  die  Komponenten  der  Gesamt- 
kraft mit  Einschluß  der  Zentrifugalkraft,  welche  auf  m  wirkt, 
in  den  Koordinatenrichtungen,  so  daß  also,  wenn  nur  die 
Anziehung  der  Erde  wirken  würde,  im  Punkte  A  selbst 
£  =  H  =sO,  »Z  gleich  dem  scheinbaren  Geiriohte  mg  dtt 
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Masse  m  wäre,  wenn  g  die  scheinbare  Beschleunigung  der 
Schwere  in  A  ist 

Wir  können  die  fllr  ruhende  Körper  geltenden  Glei- 
chungen der  Mechanik  anwenden,  wenn  wir  den  Kräften 
H,  H,  Z  noch  die  Goriolissche  Kraft  beifügen.  Man  be- 
weist leicht,  daß  die  Resultierende  der  durch  mehrere  Ge- 
schwindigkeiten geweckten  Coriolisschen  Kräfte  gleich  der 
durch  die  Resultierende  jener  Geschwindigkeiten  geweckten 
Coriolisschen  Kraft  ist 

Die  durch  die  Geschwindigkeitskomponente  u  geweckte 
Goriolissche  Elraft  hat  die  Intensität  2 muco  und  steht 
auf  u  senkrecht  in  einer  zur  Erdachse  normalen  Ebene.  Sie 
hat  die  Richtung  Affj  dA  diese  durch  die  Erddrehung  auf 
kürzestem  Wege  in  die  positive  jl|-Richtung  übergehrt. 
to  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erddrehung.  Die 
Komponenten  der  durch  u  geweckten  Coriolisschen  Kraft 
in  den  Richtungen  A^,  Ari,  A^  sind  also  Null,  — 2mtico8in£, 
—  2muo7COsa. 

um  die  durch  die  Geschwindigkeitskomponenten  t;  und 
w  geweckten  Coriolisschen  Kräfte  zu  finden,  müssen  wir 
diese  beiden  Geschwindigkeitskomponenten  auf  eine  zur  Erd- 
achse senkrechte  Ebene  projizieren.  Die  Projektionen  sind 
t;  sin  a  und  «7  cos  6  und  haben  beide  die  Richtung  A  A\  Die 
durch  sie  geweckten  Coriolisschen  Kräfte  haben  daher 
beide  die  Richtung  j1|  und  sind  2mcot;sin6  bezw.  2meou7COS£. 

Fügen  wir  alle  diese  Coriolisschen  Kräfte  den  Ejräften 
E,  H>  Z  bei,  so  erhalten  wir  die  Bewegungsgleichungen: 

'        -5^  =  —  E  +  2  CO  te  sin  «  4-  m;  COS  a), 
dt        m  ^  " 


442] 


-r-  =  —  H  —  2cot«sm«, 
dt        m 

dw        1   ^       ck 

— —  SS  Z  —  2  ö)  M  cos  6  . 

dt        m 


Man  pflegt  diese  Gleichungen  gewöhnlich  auf  einem  anderen 
Wege  abzuleiten.  Man  wählt  zuerst  0  als  Koordinaten- 
ursprung,  ON  als  positive  a> Achse  und  legt  die  ^Achse 
durch  0  in  den  geographischen  Meridian  des  Ortes  A.    Sind 
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X,  y,  %  die  Koordinaten  des  Panktes  m  zur  Zeit  i  bezüglich 
dieses  Koordinatensystems ,  so  gelten  f&r  x,  ^,  «  die  Glei- 
chungen 441).  In  diese  Gleichungen  werden  dann  |,  17,  ^ 
durch  Koordinatentransformation  eingeführt  Die  Transfor- 
mationsgleichungen sind,  wie  man  leicht  sieht,  die  folgenden: 

11=05,  i7  =  ^sin6— «COS6,  f=5ycoS6  +  i?jsin6  —  0-4, 
ys=i7sina+(f+0^)cos6,  »=— i7C08«+(|+0-4)sine, 
£äJC",     H=rsin«— Zcos«,     Z=rco8«+Zsin«. 

Es  folgen  wieder  die  Gleichungen  442). 

Man  hat  hierbei  einen  Vorteil.  Die  Gravitationswirkang 
der  Elrde  auf  m  hat  jedenfalls  eine  Kraftfunktion  tp^  welche 
mit    genügender    Annäherung    als    Funktion    von    %   und 

y^^  +  y^  betrachtet  werden  kann.  Wirkt  daher  nur  die 
Schwere^  so  sind  X^  Y,  Z  die  negativen  partiellen  Ab- 
leitungen 448)  von  t^  =a  qp  —  ^^  (a?*  +  y*)  nach  den  Koordi- 

naten. 

Um  —  E,  —  H,  —  Z  zu  erhalten  aber  braucht  man 
bloß  in  diesen  Ausdruck  |,  17,  ^  für  x,  y,  «  einzufahren 
und  dann  nach  |,  rj,  ^  partiell  zu  differenzieren. 

Man  erhält  so  ganz  allgemein  die  Gleichungen: 


444) 


^  =  :^(='- ^)  +  2w(t;sin6  +  ©cos€), 
^  =  i_  H'-^l-2(ousin., 

— —  =3  Z  —  -äT"     —  2  Co  tt  COS«, 

dt        m  \  oi )  ' 


d 

dv 
d 

d 


wobei  die  %i>  enthaltenden  Glieder  die  Wirkung  der  Schwere 
und  Zentrifugalkraft  darstellen^  £',  H',  Z'  aber  sind  die 
Komponenten  der  Kräfte,  welche  etwa  sonst  noch  auf  die 
Masse  m  wirken« 

Es  läßt  sich  aber  die  Funktion  t^  doch  nur  angenihert 
ermitteln  und  wir  werden  mit  der  Gleichungen  442)  aus- 
kommen. 
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§  85.    Beispiele. 

Es  möge  sich  der  Punkt  m  nur  wenig  von  seiner  Ans- 
gangsstelle  Ä  entfernen.  Da  daselbst  die  u4^-Achse  der 
scheinbaren  Schwere  entgegengerichtet  ist,  so  ist  dort,  wenn 
nur  die  Schwere  wirkt,  Z  =  H==0,  Z«  —  mg.  In  nn- 
mittelbarer  Nähe  von  A  hat  man  daher  die  Gleichungen: 


445) 


-^  =a  2  CO  (v  sm  €  +  1^  cos  «) , 

— —  SS  »  2  6?  u  sm  6 . 

di  ' 

-TT-  =s  — ö  —  2a7tiC0S€. 
dt  ^ 


1.  Schuß  nach  Süden,  Der  Punkt  m  habe  zu  Anfang 
eine  sehr  große  horizontale  südlich  gerichtete  Geschwindig- 
keit V,  Aus  der  ersten  der  Gleichungen  445)  folgt,  daß  er 
allmählich  dazu  eine  westliche  Geschwindigkeit  us2(o<t;sin8 
erhält  Er  weicht  also  westlich  ab.  Erst  wenn  u  größer 
geworden  ist,  wirkt  es  wieder  auf  v,  und  wenn  die  Vertikal- 
bewegung  länger  gedauert  hat,  wirkt  auch  sie  auf  u;  das 
erste,  was  man  bemerkt,  ist  aber  die  westliche  Abweichung. 
Da  ihre  Geschwindigkeit  u  der  Zeit  proportional  ist^  so  ist 
die  Westverschiebung  |  =  cD<'t;sin£  dem  Quadrate  der  Zeit 
proportional. 

Ebenso  erfährt  ein  westlich  geworfener  Körper  eine 
Norddeviation,  ein  nördlich  geworfener  eine  Ost-  und  ein 
östlich  geworfener  eine  Süddeyiation.  Man  sagt  der  südlich 
geworfene  Körper  kommt  in  Gegenden,  wo  die  absolute 
östliche  Geschwindigkeit  der  Punkte  der  Erdoberfläche  in- 
folge der  Erdrotation  größer  ist,  bleibt  also  westlich  zurück, 
wogegen  ein  nördlich  geworfener  Körper  östlich  der  darunter 
befindlichen  Elrdoberfläche  voraneilt 

Ein  nach  West  geworfener  Körper  aber  bewegt  sich 
absolut  im  Räume  in  der  durch  den  im  Saume  fix  gedachten 
Punkt  A  gehenden  Vertikalebene.  Geht  dagegen  der  Punkt 
mit  der  Erde  mit,   so   dreht  sich  die  durch  A  gehende 

21* 
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Vertikalebene^  und  zwar  ihre  westliche  H&lfto  nach  Süd,  so 
daß  die  alte  Vertikalebene  nach  Nord  davon  abweicht 

2.  BenxenhwgB  Faüversuch^  Der  Punkt  m  falle  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  frei.    Es  ist  in  erster  Annäherung: 

W^^gtj      tt  =  —  (»^<*C08«,      I  =s r-^<*C0S6. 

o 

Der  Körper  fällt  also  nicht  in  der  Vertikalen  (der  Richtung 
eines  durch  einen  ruhenden  schweren  Körper  gespannten 
Fadens),  sondern  weicht  östlich  ab  und  es  ist  der  Absolut- 
wert der  Deviation  der  dritten  Potenz  der  Fallzeit  propor- 
tional Es  wäre  leicht,  die  Annäherung  weiter  zu  treiben 
und  die  Glieder  mit  col^.  zu  berechnen,  doch  erscheint  dies 
nicht  notwendig. 

3.  FoueauUa  Pendel,  Wenn  ein  langes  Pendel  nur  kleine 
Exkursionswinkel  beschreibt,  so  kann  man  es  mit  genügender 
Annäherung  als  einen  materiellen  Punkt  betrachten,  welcher 
sich  in  der  1 17-Ebene  bewegt  und  auf  den  immer  eine  gegen 
dessen  Buhelage  A  wirkende  und  der  Entfernung  von  der- 
selben proportionale  Kraft  wirkt.  Es  ist  also  in  den  Glei- 
chungen 442)  zu  setzen  u;  =  0,  E^^^ma^^j  Ha^ma'^. 
Diese  verwandeln  sich  daher  in 


d^  ^    '  d^  ' 

d'v  ^a^       or  dS 

wobei  &  =3  CO  sin  8 . 

Das  allgemeine  Integral  ist 

^^AcoB{n^t  +  B)+  CcoB{n^t+D)y 
fj  =  Äsiji{n^t  +  B)  -^  C sin (n, *  +  jD), 
wobei 

n^  =ya*+6»-6,     «^  =  ya«+6«  +  6, 

oder  da  b  klein  gegen  a  ist 

n^ssa  —  b,      n^^a  +  b. 


Gl.  445.]  VII.   §  86.   Bewegung  in  Niyeaoflftclien.  325 

Die  einfachste  partikuläre  Lösirng  ist 

I  =  -4[co8(a  —  b)t  +  cos(a  +  b)^]  =      2-4cos6/co8a/, 
fj  =  -4[8iii{a  —  i)^  —  sin  (a  +  b)t']  =»  —  2^sini^cosa/. 

Das  Pendel  schwingt  daher  anfangs  westöstlich  nach 

der  Zeit  -^  =  ^   ", —  nordsüdlich,  d.  h.  die  Westelongation 
2626)  Bin  8  ° 

ist  kontinuierlich  in  eine  Nordelongation  übergegangen  usw. 
Die  Schwingungsebene  dreht  sich  in  der  Zeit  24  Stunden 
mal  sin  <  um  860  ^  der  Erddrehung  entgegengesetzt,  also 
genau  so,  als  ob  die  Lage  der  Schwingungsebene  im  Baume 
fix  wäre  und  sich  die  Erde  mit  der  WiiJ^elgeschwindigkeit 
casin«  darunter  hin  wegdrehen  würde,  was  die  Komponente 
ihrer  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Vertikale  des  Punktes  Ä 
als  Achse  ist  Doch  geschieht  die  Bewegung  nur,  wenn  A 
einer  der  Pole  der  Erde  ist,  exakt  in  dieser  Weise.  Für 
alle  anderen  Lagen  bewirken  die  durch  die  Yertikalbewegung 
des  Pendels  yerursachten  Deviationen  kleine  Abweichungen, 
welche  wir  mit  diesen  Vertikalbewegungen  vernachlässigt 
haben. 

§  86.    Bewegung  auf  einer  KTeauflache  der 
scheinbaren  Schwere. 

Da  die  Schwere  groß  ist  gegenüber  der  Ooriolis  sehen 
Kraft,  so  werden,  wenn  sich  die  Masse  m  weit  bewegt, 
zuerst  die  Störungen  bemerkbar  sein,  welche  dadurch  ent- 
stehen, daß  die  Schwere  in  Bichtung  und  Größe  variiert 
Ist  der  Punkt  m  gezwungen,  sich  auf  einer  Niveaufiäche 
der  scheinbaren  Schwere  zu  bewegen,  so  wird  aber  diese 
durch  den  Gegendruck,  welcher  ihn  hierzu  zwingt,  immer 
aufgehoben.  Dann  kann  man  also  mit  größerer  Annäherung 
als  sonst  die  Bahn  des  Beweglichen  aus  den  Gleichungen  442) 
berechnen,  ohne  daß  man  die  Funktionen  9  und  t/;  zu  kennen 
braucht 

Es  soll  außer  der  scheinbaren  Schwere  und  der  Kraft, 
welche  den  Punkt  m  zwingt,  auf  einer  Niveaufläche  derselben 
zu  bleiben,  keine  Kraft  wirken.  Dann  erhält  man  so  lange 
die  Niveaufläche,   als   eben  (mit  der  |i7-£bene  zusammen- 
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fallend)  betrachtet  werden  darf,  ans  442)  die  beiden  Glei- 
chnngen : 

(PS        o  drf  <Pn  g.  dS 

Ist  für  <  =0  z.  B.  I  «  17  =  0,  1^  «  Wo,  ^  =«^o^  »^  liefert 
die  Integration 

n  =  ^[co8  (c^—  1]  +-^8in(c<), 
wobei  0  =  2cosine.    Die  Gleichung  der  Bahn  ist 


Dieselbe  ist  also  ein  Kreis  yom  Radius  "^^  .  ^^  -  Dies 
ist  der  Weg,  den  ein  mit  der  Geschwindigkeit  yaj  +  t;J 
bewegter  Körper  etwa  in  — —  Stunden  zurücklegen  würde. 

Der  ganze  Kreis  wird  in  -; —  Stunden  beschrieben,  während 
°  sin  6  ' 

welcher  Zeit  die  Bewegungshindemisse  wohl  längst  die  Ge- 
schwindigkeit des  Beweglichen  aufgezehrt  haben.  Die  früher 
gefundenen  Seitenabweichungen  horizontal  geworfener  Körper 
sind  dadurch  bedingt,  daß  sich  diese  in  Bögen  dieses  Kreises 
bewegen,  umgekehrt  folgt  aus  der  schon  früher  gefundenen 
Tatsache,  daß  die  Seitenabweichung  für  jede  horizontale 
Wurf  bewegung  im  selben  Sinne  erfolgt  und  gleiche  Krümmung 
erzeugt,  von  selbst  wieder  die  Bewegung  im  Kreise. 

Wollte  man  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
einer  Niveaufiäche  der  scheinbaren  Schwere  nicht  relatiT 
gegen  die  Erde,  sondern  absolut  im  Baume  berechnen,  so 
müßte  man  bedenken,  daß  die  Schwere  allein  nicht  senk- 
recht auf  der  besprochenen  Niveaufläche*  steht,  sondern 
tangential  dazu  eine  Komponente  hat,  die  der  der  Zentri- 
fugalkraft immer  gerade  entgegengesetzt  ist  Diese  Kompo- 
nente bewirkt,  daß  ein  Körper,  welcher  gezwungen  ist,  sich 
in  einer  ISiveaufläche  der  scheinbaren  Schwere  zu  bewegen, 
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wenn  er  anfangs  die  G-eschwindigkeit  hat,  welche  derselben 
Stelle  des  Erdkörpers  vermöge  der  Erdrotation  zukommt^ 
sich  absolut  im  Saume  nicht  in  einer  geodätischen  Linie 
der  Niveaufläche  der  scheinbaren  Schwere,  sondern  in  einem 
zur  Erdachse  senkrechten  Parallelkreise  derselben  bewegt 
Wenn  er  eine  gleichgerichtete,  aber  größere  oder  kleinere 
Greschwindigkeit  hat^  erklärt  diese  Komponente  die  Seiten- 
abweichungi  falls  man  von  der  Betrachtung  der  Absolut- 
bewegung des  Körpers  ausgeht  und  diese  erst  nachher  mit 
der  der  Erde  vergleicht 

§  87.    Allgemeinste  Oleiohungen  far  die  BelatiTbewegung. 

Wir  wollen  nur  noch  weniges  über  den  allgemeinen 
Fall  sagen  I  daß  ein  beliebiges  starres  System  (das  zweite 
System)  eine  vollständig  beliebige  Bewegung  macht  und  die 
Bewegung  eines  anderen  (des  ersteh  Systems)  relativ  gegen 
die  des  zweiten  zu  berechnen  ist 

Wir  können  die  Bewegung  des  zweiten  Systems  zu- 
sammensetzen aus  einer  Bewegung  eines  Punktes  Q  des- 
selben (des  Schwerpunktes  oder  auch  ii^end  eines  anderen 
Punktes)  in  einer  Kurve  und  einer  Drehung  um  eine  stets 
durch  diesen  Punkt  gehende  Achse,  die  augenblickliche 
Drehungsachse,  wobei  jedoch  sowohl  die  Lage  der  Achse 
als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  sich  kon- 
tinuierlich mit  der  Zeit  ändern  kann.  Wir  führen  ganz  wie 
in  §  80  ein  fixes  Koordinatensystem  OX,  OY,  OZ  und  ein 
bewegliches  il2|,  £2fj,  £2^  ein.  Die  Achsen  des  letzteren 
sollen  fix  mit  dem  zweiten  Systeme  verbunden  sein,  sein 
Ursprung  soll  der  besprochene  Punkt  Si  sein. 

Was  wir  suchen,  sind  die  Gleichungen  für  die  Ver- 
änderung der  Koordinaten  1,  17,  ^  irgend  eines  materiellen 
Punktes  m  des  ersten  Systems  bezüglich  des  zweiten  be- 
weglichen Koordinatensystems,  während  wir  auf  die  Koordi- 
natenachsen Xj  y,  z  desselben  Punktes  bezüglich  des  fixen 
Koordinatensystems  die  gewöhnlichen  Bewegungsgleichungen 
der  Mechanik  anwenden  können.  Am  raschesten  kommen 
wir  da  unzweifelhaft  wieder  mittels   der  Lagrangeschen 
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Gleichungen  zmn  Ziele.  Wir  bezeichnen,  wie  in  §  26  die 
Komponenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  £i  des  zweiten 
Systems  in  den  Sichtungen  ii^,  iiti,  Si^^  welche  augen- 
blicklich die  beweglichen  Koordinatenachsen  haben,  mit 
u,  Vj  w;  femer  die  Komponenten  der  augoiblicklichen 
Winkelgeschwindigkeit  des  zweiten  Systems,  also  auch  des 
beweglichen  Koordinatensystems  in  denselben  Bichtungen 
£2^,  Qfj  und  Q^  mit  A,  /u,  v.  Wenn  dann  ein  Punkt  mit 
den  Koordinaten  |,  i/^  C  bezüglich  des  beweglichen  Koordi- 
natensystems fest  mit  diesem  verbunden  wäre,  so  daß  |,  fj,  C 
mit  der  Zeit  unveränderlich  wären,  so  wären  dessen  Ge- 
schwindigkeitskomponenten  in  den  Richtungen  Si^j  Qtj  und 
Q^  nach  den  Gleichungen  166) 

446)        u  +  (A^  —  vfi,      »  +  «^1  — AC,      t£7  + A17  — jti|. 

Wir  können  uns  die  Bewegung  des  zweiten  Systems 
und  damit  die  des  beweglichen  Koordinatensystems  dadurch 
gegeben  denken,  daß  uns  dessen  Anfangslage  und  die  Werte 
von  u,  V,  t£7,  X,  fAf  V  zu  jeder  Zeit  gegeben  sind.  Ist  die 
Bewegung  des  zweiten  Systems  irgendwie  anders  gegeben, 
so  können  doch  daraus  die  Werte  dieser  sechs  Größen  ftr 
jede  Zeit  berechnet  werden.  Die  Koordinaten  |,  17,  ^irgend 
eines  Massenteilchens  m  des  ersten  Systems  bezüglich  des 
beweglichen  Koordinatensystems  sind  im  allgemeinen  nicht 
mit  der  Zeit  unveränderlich.  Ihre  Diflferentialquotienten 
nach  der  Zeit  seien  l',  fj\  ^.  Wir  finden  daher  die  Gesamt- 
komponenten  der  Geschwindigkeit  des  Massenteilchens  m  in 
den  Bichtungen,  welche  fi|,  Qti  und  12^  augenblicklich 
haben,  indem  wir  zu  den  drei  Ausdrücken  446)  noch  ^  bezw. 
fj'  und  ^  addieren.  Diese  drei  gesamten  Gtoschwindigkeita- 
komponenten  des  Massenteilchens  m  sind  also 

und  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Massenteil- 
chens m  ist 

+  (17' + 1;  + 1^1  -  AS)»  +  (r+ M' +  A17  -  ^DT- 
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Bezeichnen  wir  also  mit  H  die  Ejraft^  welche  in  der  Bich- 
tiing  il2|  auf  das  Bewegliche  wirkt,  so  ist  die  auf  die 
AbsziBsenrichtang  bezügliche  Gleichnng: 

dt  [dS'l       dS  "-' 
oder  nach  Substitution  des  Wertes  für  T 

^ii  +  u  +  fiC-f^v)-^^^ 

Die  auf  die  beiden  anderen  Koordinatenachsen  bezüglichen 
Gleichungen  entstehen  daraus  durch  zyklische  Yertauschung. 

Es  wäre  leicht,  Gleichungen  abzuleiten,  in  denen  andere 
zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  zweiten  Systems  dienende 
Variable  yorkommen,  z.  B.  die  Komponenten  der  Geschwindig- 
keit von  ii  und  der  Botationsgeschwindigkeit  in  den  Bich- 
tungen  der  fixen  Koordinatenachsen,  sowie  die  verschiedenen 
Zusatz-  bezw.  Beduktionski^iite  geometrisch  zu  diskutieren. 
Doch  will  ich  hierauf  nicht  näher  eingehen,  da  diese  allge- 
meinen Gleichungen  bisher  keine  Anwendung  gefunden  haben. 
Es  sei  nur  noch  bemerkt,  daß,  wenn  man  die  augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeit  eines  starren  Systems  in  Kom- 
ponenten zerlegt,  zwar  die  wirkliche  augenblickliche  Ge- 
schwindigkeit jedes  Punktes  die  Superposition  der  Ge- 
schwindigkeiten ist,  die  er  infolge  der  Komponenten  hätte, 
dies  aber  keineswegs  von  den  Beschleunigungen  gilt,  die  ja 
aus  unendlich  kleinen  zweiter  Ordnung  folgen  und  unend- 
lich Kleines  zweiter  Ordnung  wurde  beim  Beweise  des  Satzes 
von  der  Zusammensetzung  der  Drehungen  yemachlässigt 
Deshalb  sind  auch  die  Zusätze,  Beduktions-  und  Führungs- 
kräfte,  welche  wegen  einer  Botation  des  Bezugssystems  an- 
zubringen sind,  keineswegs  einfach  die  Superposition  der- 
jenigen, welche  infolge  jeder  der  Komponenten  der  Botation 
anzubringen  wären,  wenn  diese  allein  vorhanden  wäre. 
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§  88.   Sai  Trägheitsgeseti. 

Wir  wollen  nnn  zum  Schlüsse  auf  eine  fundamentale 
Schwierigkeit  zurückkommen,  welche  sich  in  den  einfachsten 
Grundgesetzen  der  Mechanik  findet^  nämlich  auf  die  Formu- 
lierung des  Trägheitsgesetzes,  wenn  man  keinen  absoluten, 
transzendenten  Baum  einführen  wilL  Wir  sind  dieser 
Schwierigkeit  in  der  einfachsten  Weise  aus  dem  Wege  ge- 
gangen,  indem  wir  von  etwas  Wirklichem  oder  Elxistierenden 
gar  nicht  sprachen,  sondern  die  Materie  durch  bloße  Ge- 
dankenbilder,  die  materiellen  Punkte  ersetzten,  unbekümmert 
darum,  ob  dies  nicht  auch  in  anderer  Weise  (z.  B.  unter 
Zugrundelegung  eines  anderen  Koordinatensystems)  mit 
gleichem  Erfolge  geschehen  könne. 

G^dankenbilder  zu  formen,  wie  wir  wollen,  kann  uns 
niemand  yerwehren  und  daher  auch  nicht  nebst  den  mate- 
riellen Punkten  noch  ein  Koordinatensystem  (das  taugliche 
Bezugssystem)  in  dieselben  aufzunehmen.  Wir  nennen  diese 
Gedankenbilder  nur  deshalb  hinterher  wahr,  weil  sie  uns 
nützlich  sind,  die  künftigen  Erscheinungen  (unsere  künftigen 
Empfindungen)  möglichst  vollständig  und  mühelos  yoraus- 
zusagen,  d.  h.  ihnen  unsere  Willensimpulse  anzupassen. 

£^  innerer  Grund  der  Behauptung,  daß  die  Gedanken- 
bilder,  in  denen  das  Bezugssystem  yorkommt,  nicht  exakt 
mit  der  Erfiskhrung  sollten  stimmen  können,  ist  mir  nicht 
erfindlich.  Ich  finde  im  Gegenteile,  daß  gerade  diese  Be- 
hauptung a  priori  etwas  über  die  Erfahrung  auszusagen 
bestrebt  ist^  was  diese  uns  nicht  früher  selbst  sagte.  Ich 
kann  daher  in  dieser  Beziehung  Mach  nicht  beipflichten, 
welcher,  wenn  ich  ihn  recht  verstanden  habe,  daraus,  daß 
unsere  Gedanken  nur  Beziehungen  zwischen  den  Objekten 
darzustellen  haben,  schließt,  daß  das  Tr&gheitsgesetz  nur 
durch  die  Fixstemwelt  bestimmt  sein  könnte.  Wäre  das 
hier  entwickelte  Bild  absolut  richtig,  so  wären  eben  die 
Beziehungen  zwischen  den  Objekten  so,  daß  zu  ihrer  ein- 
fachsten Darstellung  im  G^ist  ein  solches  Bezugssystem 
gehörte.    Daß  der  Fixstemhimmel  bezüglich  dieses  Bezugs- 
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Systems  absolut  drehnngsfrei  ist,  wäre  keine  Notwendigkeit, 
daß  er  es  sehr  angenähert  ist,  aber  wäre  aus  der  großen 
Entfernung,  die  bei  starker  Drehung  enorme  Zentripetal- 
kräfte fordern  würde,  erklärbar. 

Für  jemand,  der  die  ganze,  endlich  gedachte  Fixstem- 
welt  übersähe,  bestünde  sogar  die  theoretische  Möglichkeit, 
ihre  Drehung  mittels  des  Foucanltschen  Pendels  oder  eines 
Gyrotrops  zu  konstatieren,  wie  wir  sie  für  die  Erde  kon- 
statieren könnten,  wenn  uns  das  Licht  und  damit  die 
Kenntnis  anderer  Himmelskörper  fehlte.  Allerdings  wäre 
diese  Eonstatierung  keine  unbedingte.  Aber,  woUte  man  sie 
leugnen,  so  müßte  man  die  noch  weit  unnatürlichere  und 
den  Voraussetzungen  dieses  Buches  zuwiderlaufende  An- 
nahme einer  von  einer  fixen  Geraden  auf  alle  Massen  aus- 
geübten, der  Masse  und  Entfernung  proportionalen  Kraft 
und  dazu  noch  der  entsprechenden,  auch  von  der  Geschwindig- 
keit und  Lage  im  Baume  (gegen  die  Fixstemwelt)  abhängigen 
Coriolisschen  Kraft  machen.  Auch  würde  ein  einziges 
Foucaultsches  Pendel  oder  Gyrotrop  nicht  hinreichen; 
denn  da  könnte  die  Möglichkeit  so  kleiner  störender  Kräfte 
wohl  kaum  sicher  yemeint  werden.  Aber  wenn  die  ver- 
schiedensten Foucanltschen  Pendel,  Streintzschen  Gyro- 
trope,  nach  Lange  geschleuderten  materiellen  Punkte  usw. 
usw.  in  ihrer  relativen  Bewegung  gegen  die  Stemenwelt,  die 
ich  natürlich  endlich  und  als  Ganzes  beobachtbar  annehme, 
alle  auf  eine  Rotation  der  letzteren  hiawiesen,  so  könnten 
wir  doch  als  höchstwahrscheinlich  hinstellen,  daß  sich  bei 
Annahme  derselben,  also  Aufnahme  eines  Bezugssystems  in 
unser  Gedankenbild,  die  Erscheinungen  am  einfachsten  er- 
klären oder  sagen  wir  lieber  beschreiben,  im  Gedanken 
nachbilden  lassen,  wie  wir  ja  schon  jetzt  überzeugt  sind 
daß  sich  bei  Annahme  einer  Botation  der  Erde  die  kos- 
mischen Erscheinungen  allein  in  vernünftiger  Weise  be- 
schreiben lassen. ' 

Daß  es  einen  wirklichen  Körper  a  gebe,  der  stets  be- 
züglich unseres  tauglichen  Bezugssystems  ruhte  und  dasselbe 
daher  ersetzen  könnte,  wäre  eine  absurde  Idee.  Als  bloßes 
Gedankending  aber  nenne  ich  es  lieber  „Bezugssystem^  als 
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y^Eörper  o^.     Schon  der  Name  ,,E5rper"   scheint   mir  so 
unpassend,  wie  möglich. 

Bleiben  wir  also  wieder  bei  der  Annahme,  die  in  diesem 
Buche  beschriebenen  Bilder  würden  die  Natur  exakt  dar- 
stellen und  die  Welt  wäre  endlich.  Dann  müßte  allerdings 
ihre  durch  ihren  Schwerpunkt  gehende  invariable  Achse 
bezüglich  jedes  tauglichen  Bezugssystems  ihre  Sichtung 
unveränderlich  beibehalten  und  das  gesamte  Flächenmoment 
der  Welt  bezüglich  derselben  müßte  konstant  sein.  Das 
hat  aber  keine  andere  Bedeutung  als  die  folgende:  Gegeben 
sind  uns  nur  die  relativen  Lagen  aller  Teile  der  Welt  zu 
allen  Zeiten.  Wir  können  sie  auf  ein  beliebiges  zu  jeder 
Zeit  wieder  beliebig  anders  gewähltes  Eoordmatensystem 
beziehen  und  auch  je  zwei  Zeitstrecken  nadi  Belieben  gleich 
oder  verschieden  lang  nennen.  Aber  nur  bei  einer  be- 
stimmten Bezeichnung  der  Zeitstrecken  als  gleich  lang  und 
nur  bei  bestimmten  zeitlichen  Beihenfolgen  der  Lagen  dieser 
Koordinatensysteme  ist  die  Bedingung  erf&llt^  daß  die  auf 
sie  bezogenen  Veränderungen  jedes  materiellen  Punktes  der 
Welt  die  einfachen  in  diesem  Buche  dargelegte  Gleichungen 
der  Mechanik  erfüllen.  Nur  wenn  dies  der  Fall  ist»  nennen 
wir  die  zeitliche  Reihenfolge  der  betreffenden  Koordinaten- 
systeme ein  taugliches  Bezugssystem. 

Für  jedes  solche  taugliche  Bezugssysteme  nun  muß  nach 
dem  Bewiesenen  die  durch  den  Schwerpunkt  der  Welt 
gehende  Achse,  bezüglich  welcher  die  Summe  der  Flächen- 
momente der  Welt  ein  Maximum  ist,  eine  unveränderliche 
Lage  haben  und  diese  Summe  muß  selbst  eine  Konstante 
sein.  Natürlich  ist  dabei  noch  vorausgesetzt,  daß  man  sich 
die  Welt  überhaupt  endlich  denken  wilL  Es  könnten  aber 
ganz  gut  die  mechanischen  Differentialgleichungen  f&r  eine 
solche  Beihenfolge  von  Lagen  des  Koordinatensystems  ihre 
einfache  Form  annehmen,  für  welche  das  konstante  Flächen- 
moment der  Welt  um  seine  durch  den  Schwerpunkt  gehende 
invariable  Achse  nicht  den  Wert  Null  hat,  so  daß  also 
gewissermaßen  die  Welt  in  Drehung  begriffen  wäre,  die 
freilich  im  selben  Maße  klein  sein  müßte  als  die  Welt 
groß  ist 
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So  gänzlich  unwahrscheinlich  es  ist^  daß  unsere  Kenntnisse 
wirklich  sich  jemals  so  ausbreiten  werden,  so  können  wir  uns 
doch  im  Gedanken  in  die  Lage  versetzen,  daß  wir  die  ganze 
Fixstemwelt,  wenn  wir  uns  dieselbe  überhaupt  endlich 
denken,  so  gut  kennen  würden,  als  wir  heute  unsere  Elrde 
kennen  und  daß  wir  eine  Drehung  derselben  so  sicher  nach- 
weisen könnten,  als  die  der  Erde.  Wenn  es  das  Licht  nicht 
gäbe,  uns  also  außer  der  Erde  kein  Himmelskörper  bekannt 
wäre,  so  wären  wir  sicher  yiel  später  zum  Begriffe  der  ab- 
soluten Drehung  gelangt  Wir  hätten  aber  auch  sicher 
durch  Versuche  an  Gyroskopen,  Pendeln  usw.  dazu  gelangen 
können  und  wären  auch  wahrscheinlich  dazu  gelangt  Es 
ist  also  keineswegs  bloß  die  Beziehung  zum  Fixstemhimmel, 
was  diesen  Begriff  bedingt 

Daß  die  sukzessiven  Lagen  der  Hauptträgheitsachsen  der 
Welt  bezüglich  ihres  Schwerpunkts  ein  solches  taugliches 
Bezugssystem  bilden,  wäre  natürlich  möglich  und  unserer 
bisherigen  Erfahrung  nicht  widersprechend,  nach  welcher 
beliebige,  unveränderlich  mit  dem  nahe  unveränderlichen 
Fixstemhimmel  verbundene  Achsen  taugliche  Bezugssysteme 
sind,  unter  dieser  Annahme  wäre  die  Aufnahme  eines  be- 
sonderen Koordinatensystems  überflüssig,  da  dessen  Lage 
aus  den  sukzessiven  relativen  Lagen  aller  Teile  der  Welt 
für  jeden  Zeitmoment  berechnet  werden  könnte.  Da  aber 
die  Richtigkeit  einer  solchen  Annahme  durch  nichts  bewiesen 
oder  beweisbar  ist,  so  ist  es  zwar  sicher  gut,  auf  ihre  Mög- 
lichkeit hinzuweisen,  es  wäre  aber  offenbar  eine  unerlaubte 
Beschi^Lnkung  der  Allgemeinheit,  sie  an  die  Spitze  der 
Mechanik  zu  stellen. 

GtBuz  hiervon  unabhängig  ist  die  Frage,  ob  die  hier 
entwickelten  mechanischen  Gleichungen  und  damit  auch  das 
Trägheitsgesetz  nicht  vielleicht  bloß  angenähert  richtig  sind 
und  ob  nicht  bei  einer  richtigeren  Formulierung  die  ünwahr- 
scheinlichkeit  oder  sagen  wir  Lihomogenität,  die  in  der 
Notwendigkeit  der  Aufnahme  eines  Koordinatensystems  neben 
den  materiellen  Punkten  in  das  Bild  liegt,  von  selbst  wegfUlt 

Da  wies  Mach  auf  die  Möglichkeit  hin,  daß  wir  ein 
richtigeres  BUd  durch  die  Annahme  erhalten,  nur  die  Be- 
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schleunigimg  der  Entfemungsänderung  je  zweier  Massen- 
teilchen sei  hauptsächlich  durch  die  benachbarten  Massen, 
die  Geschwindigkeit  dieser  Änderung  aber  durch  eine  Formel 
bestimmt,  in  welcher  die  sehr  entfernten  Massen  den  Aus- 
schlag geben.  Dadurch  wird  natürlich  jede  Aufnahme  eines 
Koordinatensystems  in  das  Bild  vermieden,  da  jetzt  nur 
yon  Entfernungen  die  Bede  ist  Freilich  führt  Mach  daf&r 
andere  Schwierigkeiten  ein,  so  die  Endlichkeit  der  Welt^ 
eine  Art  Femwirkung  auf  die  allergrößten  Distanzen  usw. 
Diese  Schwierigkeiten  schienen  mir  speziell  nicht  so  groB, 
wie  YieUeicht  manchem  anderen  Physiker,  sie  haben  aber 
immerhin  das  Mißliche,  daß  sie  jede  erfEihrungsmäßige 
Kontrolle  f&r  alle  Zeiten  auszuschließen  scheinen.  Auch 
die  exakte  Ableitung  des  Superpositionsgrinzips  durch  fort- 
währende Anwendung  der  neuen  Form  des  Trägheitsgesetzes 
auf  den  Schwerpunkt  der  in  Wechselwirkung  begriffenen 
Massen   scheint  mir  nicht  unmittelbar  auf  der  Hand  zu 

liegen.    Femer  ist  — ,  ,  ^  =  0   erst  eine  Gleichung,  also 

doch  nicht  der  Aussage  ganz  äquivalent^  daß  sich  ein  Punkt 
geradlinig  und  gleichfgrmig  bewegt 

unter  allen  umständen  erscheint  mir  eine  derartige 
Erweiterung  unseres  Blickes  durch  den  Hinweis  auf  ^e 
Möglichkeit,  daß  das,  was  uns  das  Gewisseste  und  Nahe- 
liegendste scheint,  vielleicht  nur  angenähert  richtig  ist, 
höchst  wertvoll.  Es  steht  in  einer  Linie  mit  dem  Hinweise 
auf  die  Möglichkeit,  daß  sich  die  Entfernungen  der  Fix- 
sterne vielleicht  nur  in  einem  nichteuklidischen  Baume  von 
enorm  geringer  Krümmung  konstruieren  lassen,  was  ja  inso- 
fern auch  mit  dem  Trägheitsgesetze  zusammenhängt,  daß 
dann  ein  bewegter  Körper,  auf  den  keine  Kräfte  wirken,  in 
Äonen  an  die  alte  Stelle  zurückkehren  müßte,  falls  das  be- 
treffende Krümmungsmaß  positiv  ist 

In  allen  diesen  Betrachtungen  gingen  wir  von  der  Vor- 
aussetzung der  Endlichkeit  der  ganzen  Welt  aus.  Denkt 
man  sich  die  Welt  unendlich,  so  werden  Begriffe,  wie  der 
Schwerpunkt  die  invariable  Achse,  die  Hauptträgheitsachsen 
usw.   der  Welt   vollkommen  gegenstandslos.     Man    müßte 
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dann  annehmen,  daß  das  Trägheitsgesetz  durch  eine  Formel 
bestimmt  wird,  nach  welcher  die  naheliegenden  Massen  yon 
▼erschwindenden,  die  in  Siriusweiten  befindlichen  vom  größten, 
die  noch  viel  entfernteren  Massen  aber  wieder  von  ver- 
schwindendem  Einfluß  auf  die  Formulierung  des  Tiüigheits- 
gesetzes  sind. 

Alle  Schwierigkeiten  bei  Formulierung  des  Trägheits- 
gesetzes vermeidet  die  elektromagnetische  Theorie  der 
Materie,  indem  sie  annimmt,  daß  die  Maxwellschen  Glei- 
chungen f&r  das  Verhalten  des  Lichtäthers  und  die  Bewegung 
der  Elektronen  in  demselben  das  Primäre  sind,  aus  dem 
für  letztere  das  Trägheitsgesetz  für  die  Bewegung  relativ 
gegen  den  lichtäther  und  die  übrigen  Gesetze  der  Mechanik 
folgen.  Für  die  Teilchen  des  Lichtäthers  aber  gilt  das 
Trägheitsgesetz  nicht;  die  Maxwellschen  Gleichungen 
müßten  so  gefaßt  werden,  daß  sie  bloß  die  Wechselwirkung 
nebeneinanderliegender  Yolumelemente  bestimmen,  zu  ihrer 
Fassung  also  kein  absoluter  Baum  erforderlich  ist  Eine 
Elntwicklung  dieser  gegenwärtig  noch  ganz  unausgearbeiteten 
Theorie  liegt  uns  hier  ferne. 
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Verlag  von  Johann  ÄHbrotiiis  Barth  in  Loi|izi|. 

Früher  ereekiem: 


über  die 

Prinzipe  der  Mechanik. 

Von 

Ludwig  Boltamann, 

ProfeMor  d«r  theoretlMbaB  Phyrik  u  der  UalTenttit  Wi«a. 

LTeU: 

enthaltend  die  Prinsipe,  bei  denen  nicht  AuBdrücke  nach  der  Zeit 
integriert  werden,  welche  Variationen   der  Koordinaten  oder  ihrer 

Ableitongen  nach  der  Zeit  enthalten. 

X,  241  S.  mit  16  Figuren.     1897.    M.  6.—;  geb.  M.  7.—. 

Aus  den  Bespreohunfiren : 

ZaRschfffl  flir  pbytikaL  Cbenie:  Unter  allen  Umstftnden  gewihrt  es 
einen  großen  Beiz,  zu  beobachten,  wie  sich  ein  Mann,  wie  der  Ver- 
fiuser,  in  dem  von  ihm  gewählten  eigentümlichen  Fahrwasser  bewegt, 
and  kein  Leser,  stehe  er  nun  auf  dem  Standpunkte  des  Verfassers, 
oder  auf  einem  entgegengesetzten,  wird  das  Buch  ohne  Nutzen  und 
Vergnügen  aus  der  Hand  legen. 

ZeHschrHI  für  östsrreichitch«  Gymnasien:  Wir  müssen  gestehen,  dafi 
das  Studium  des  vorliegenden  Werkes  ein  in  jeder  Beziehung  eenutt- 
reiches  ist  und  durch  dasselbe  viele  Anregungen  fär  weitere  Unter- 
suchungen gegeben  werden.  Das  was  der  Verfasser  anstrebte,  Klar- 
heit in  die  Pnnzipien  der  Mechanik  zu  bringen  und  die  Besiehungen 
derselben  darzulegen,  ist  ihm  vollstAndig  gelungen. 

Fortsdiritte  der  Physiic:  Das  Buch  ist  eine  eigentümliche  Darstellung 
der  Begrifie  und  SStze  der  Mechanik  von  einem  allffemeinen  Stand- 

§  unkte  aus,  unter  fortlaufender  Kritik  von  Seiten  der  Philosophie  und 
er  Mathematik.  In  dieser  Gestalt  wird  es  berufen  sein,  in  der  Folge- 
zeit einen  bestimmenden  Einfluß  auf  die  Vortragsweise  der  theoretischen 
Mechanik  auszuüben,  mag  es  nun  Beistimmung  oder  Widerspruch 
hervorrufen.  Obgleich  in  der  Vorrede  der  Ansprucn  auf  Vollständigkeit 
und  Neuheit  abgelehnt  wird,  so  dürfte  doch  keine  wichtige  allgemeine 
Frage  unberührt  geblieben  sein,  wennschon  manchmal  nur  in  wenigen 
Sätzen  eine  Erwähnung  geschehen  ist,  und  bei  einem  so  oriffinalen 
Denker,  wie  Boltzmann,  findet  der  Leser  in  der  Behandlung  von  (iegon- 
ständen,  die  scheinbar  abgeschlossen  sind,  immer  wieder  neue  Be- 
leuchtungen, welche  Klarheit  über  die  Dinge  verbreiten. 

Gustav  Robert  Kirchhoff 

Ged  Ä  ein  tnis  rede 

von  Ludwig  Boltzmann. 

82  Seiten  mit  Kirchhoffs  Porträt.     1B88.    M.  1.—. 


Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  in  Leipzig. 
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Voriesungen  Ober  die  Maxwelische  Theorie 

der 

Elektricität  und  des  lichtes 


von 


Dr.  Ludwig  !Boltzmann, 

FiofMBor  der  theoretischen  Phyilk  an  der  UniTenitit  Wien. 

Ableitung  der  allgremeinen  Glelehan^n  fUr  mhende,  homogene, 

Isotrope  Körper. 

XII,  189  S.  mit  vielen  Teztfig.  u.  2  lith.  Taf.  1891.  M.  5.—,  geb.  M.  6.— 

IL  Teil: 
Yerlittltnlfl  zur  Fernwirkungstheorle,  spezielle  Fälle  der  Elektro- 
statik, statlonSre  StrSmimg  und  IndueÜon. 

YIII,  166  S.  mit  Teztfiguren  u.  2  Tabellen.  1898.  M.  5.—,  geb.  M.  6.—. 

Aus  den  Bespreohungren: 

Zeitschr.  f.  phys.  ti.  Cheiii.  UnL:  . . .  Nur  ein  Boltzmann  konnta  den 
oft  unentwinbar  komplizierten  Plan  des  Biazwelbchen  Lehi^b&udes 
bis  in  alle  Details  so  verstehen,  um  ihn  mit  dieser  Klarheit  blo&mlegen. 
Ans  den  ein&chsten  Annahmen  —  den  Gesetzen  der  cvklischen  Be- 
wegtmgen  und  der  Lagrangeschen  Gleichung  —  entwickeln  sich  die 
weittragendsten  SchlüsM  mit  einer  Klarheit  und  Eleganz,  die  neben 
der  voUendeten  wissenschaftlichen  Befriedigung  auch  einen  hervor^ 
ragenden  ästhetischen  Genuß  bietet. 

Elektrotechn.  Zeitschr.:  . .  •  Dem  Werke  eines  unserer  bedeutendsten 
mathematischen  Physiker  wird  zweifellos  allseitig  das  größte  Interesse 
entgegengebracht  werden. 

. . .  Von  allen  Versuchen,  welche  bisher  unternommen  wurden,  um 
die  Maxwelische  Theorie  in  folgerechter  Entwickclung  darzustelleii, 
mtissen  die  Boltzmannschen  Vorlesungen  an  erster  Stelle  genannt  werden. 

Zeitschr.  f.  d.  Osten*.  Gymnas.:  . . .  Die  Arbeit  ist  zweifelsohne  unter 
allen  bisher  erschienenen  die  geeignetste,  um  den  Zusammenhaue  der 
alten  und  neuen  Elektrizitätslehre  zu  erfassen  und  das  leichtere  Studium 
Maxwells  anzubahnen. 

Zeitschr.  f.  d.  Realsehulw.:  . . .  Die  FQlle  schöner  Details,  die  Eleganz 
der  mathematischen  Darlegungen,  die  trotz  der  großen  Atasprüche, 
die  an  den  Leser  gestellt  werden,  doch  äußerst  klue  Ausdrucksweise 
werden  dem  Buche  gewiß  viele  Freunde  sichern. 

Deutsche  Uttsraturztg.:  . . .  Die  Darstellung,  die  sich  durch  Klarheit, 
Kürze  und  Übersichtlichkeit  auszeichnet,  läßt  die  Mazwellschen  Ideen 
in  einem  neuen  Lichte  erscheinen  und  ist  wohl  geeignet,  uns  auch 
das,  was  in  der  Theorie  zuerst  fremdartig  anmutet,  zum  Verständnis 
zu  bringen.  Das  Buch,  das  erste  seiner  Art,  das  in  DeutBchland  vei^ 
öffientlicnt  ist,  kiuin  daher  als  eine  Wesentliche  Bereicherung  der 
Literatur  über  llazwells  Theorie  bezeichnet  werden. 

BelbL  d.  Annalen  d.  Phys.  u.  Gh.:  .  .  .  Selbst  der  mit  der  Mazwell- 
schen Theorie  in  ihren  verschiedenen  Formen  schon  voll  Vertraute 
wird  das  originell  geschriebene,  an  Anregungen  und  an  pädagogischen 
Feinheiten  in  der  Darstellung  reiche  Bach  mit  G^nuß  lesen. 


Verlag  von  Johann  Ambrpslusr  Barth  In  Uipzlg, 

Vorlesungen  Über  Gastheorie 

Yon 

Dr.  Ludwig  Boltzmann. 

Professor  div  theoreUsehen  Physik  «n  der  UniTersitlt  Wien. 

L  Teil: 

Theorie  der  Gue  mit  elnatoinlseii  MolekUen,  deren  Dimensionen 
gtgtn  die  mittlere  Wegrlänge  Tersehwlnden« 

rV,  200  Seiten.    1895.    M.  6.—,  geb.  M.  7.—. 

IL  TeU: 

Theorie  Tan  der  Waala*;  Gmo  mit  zasammengesetsten  Molekttlen; 

Gasdissoslatlon;  Sehlnfihemerkangen« 

X,  265  Seiten.    1898.    M.  7.—;    geb.  M.  8.—. 

In  dem  yorliegenden  Werke,  das  ans  an  der  Münchener  und 
Wiener  iTniversität  gehaltenen  Vorlesungen  entstanden  ist,  versucht 
der  Verfasser  vor  allem  die  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Glausius 
und  Maxwell  übersichtlich  wiederzugeben.  Aber  auch  seinen  eigenen 
Arbeiten  ist  Platz  gegönnt 


Aus  den  Bespreohuneren: 

uterar.  CentralbL:  Der  Verfasser,  der  im  Laufe  seiner  Stadien  selbst 
namhafte  Beitrfige  zur  Entwickelung  der  kinetischen  Ghutheorie  ge- 
liefert hat,  bringt  uns  eine  hochinteressante  Bearbeitung  des  gesamten 
Gebietes,  indem  er  zugleich  vielfach  neue  Gesichtspunkte  darbietet  und 
neues  Geschütz  ins  r^eld  führt  gegen  die  sich  mehrenden  Angriffe 
von  selten  der  Energetik.  .  .  .  Das  Werk  ist  überall  verständlich 
geschrieben  und  birgt  eine  Fülle  der  schätzbarsten  Untersuchungen. 

Elektrotecfanische  Zettschrift:  Das  Buch  ist  nicht  nur  ein  hervor- 
ragendes Lehrbuch,  das  die  schwierigsten  Gegenstände  glänzend  be- 
lumdelt,  es  ist  zugleich  ein  Kampf  buch  gegen  die  energetischen  An- 
schauungen der  neueren  Zeit  und  als  solches  für  die  Anhänger  der 
Energetik  ebenso  unentbehrlich,  wie  es  als  Publikation  einer  der  ersten 
deutschen  theoretischen  Physiker  den  Interessen  aller  Mathematiker 
und  Physiker  sicher  ist 

ZeHtcbrtft  fQr  Realschulwesen,  Wien:  Das  Erscheinen  eines  Buches 
von  Boltzinann  ist  ein  literarisches  Ereignis  ....  Wir  unterfangen 
uns  zum  Schlüsse  gar  nicht,  das  Werk  den  Lesern  dieser  Zeitschrift 
noch  zu  empfehlen,  sondern  sind  überzeugt,  daß  es  ohnedies  die  ver- 
diente Verbreitung  finden  und  allenthalben  Nutzen  bringen  wird. 

Joum.  of  Phys.  Chem.:  ...  In  condusion,  the  Student  desirous  of 
studving  the  Eanetic  Theorie  of  Gases  can  hardly  do  better  than  take 
up  this  book,  confident  that  he  will  here  find  a  clear  and  mathemati- 
cally  sound  treatment  of  the  subject 


Veriag  von  Johann  Ambrosius  Barth  in  Leipzig. 

Vorlesungen 

aber 

Theoretische  Physik 

von 

H.  von  Helmholtz. 

^^^  la  sechs  Bänden.  — 


I.  Band,  L  Abt:  Einleitung  zu  den  Voriesungen,  heraasgcgeben 
von  Artliur  KOnig  and  Carl  Runge.  [VIII  f  50  Seiten  mit 
1  Porträt]     1903.  M.  8.^;  geb.  IL  4.50. 

I.  Baad,  2.  Abt:  Dynamik  disiveter  Mattenpnnicte,  herausgegeben 
von  Otto  Krigar- Menzel.  [X,  880  Seiten  mit  21  Figoren.] 
1898.  M.  15.^;  geb.  M.  16.50. 

II.  Band:  Dynamik  kontinuierlich  verbreiteter  Massen,  herausgegeben 
von  Otto  Krigar-Menzel.  [VIII,  248  Seiten  mit  9  Figuren.] 
1902.  M.  12.—;  geb.  M.  18.50. 

III.  Band:  Matliematisclie  Prinzipien  der  Akustik,  herausgegeben  von 
Arthur  KOnig  und  Carl  Runge.  [XIV,  256  Seiten  mit  21  Figuren.] 
1898.  M.  12.—;  geb.  M.  13.50. 

ly.  Band:  Elektrodynamik  und  Theorie  des  Magnetismus,  herausge- 
geben von  Otto  Krigar^Menzel.    Soll  bald  erscheinen. 

V.  Band:  EleMromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  herausgegeben 
von  Arthur  KOnig  und  Carl  Runge.  [XII,  870  Seiten  mit 
54  Figuren.]    1897.  M.  14.—;  geb.  M.  15.50. 

VI.  Band:  Theorie  der  WIrme,  herausgegeben  von  Franz  Richarz. 
[XII,  418  S.  mit  40^Fig.]    1908.        M.  16.—;  geb.  M.  17.50. 


Aus  den  Bespreohunfiren: 

ElektroL  Zeitschr.:  Wir  begnügen  uns  damit,  der  Genugtunn|^  Aus- 
druck zu  eebcn,  daß  H*8  wertvolle  Vorlesungen  in  dieser  Weise  er- 
halten bleiben  und  wünschen  dem  Unternehmen  guten  Fortgang  und 
guten  Erfolg. 

Unterrichtsblätter  fOr  Mathematik  und  Naturwissenschaften:  Die  Heraus- 
gabe der  gesamten  Vorlesungen,  die  Helmholtz  über  theoretische 
Physik  gehalten  hat,  ist  ein  nichtiges  Ereignis  für  die  Wissenschaft. 
Denn  wenn  auch  die  großen  Ideen,  mit  denen  Heimholt«  die 
Wissenschaft  befrachtet,  die  Resultate  seiner  Forschungen,  durch  die 
er  ihr  neue  Bahnen  wies,  in  seinen  wissenschaftlichen  Abhandlungen 
niedergelegt  sind,  so  enthalten  doch  auch  seine  Vorlesungen  bei  der 
eigentümlichen  Art,  wie  sie  entstanden,  viele  neue  (bedanken,  tief- 

Sehende  Anregungen,  die,  wie  sie  schon  auf  den  engeren  Kreis  seiner 
chülcr  gewirkt  haben,  so  jetzt  auch  auf  die  weitesten  Kreise  wirken 
werden. 


Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  in  Leipzig. 

Kestsctirlft 

Ludwig  Boltzmann 

gewidmet 
zum  sechzigsten  Geburtstage  20.  Februar  1904^ 

XII,  980  Seiten.    Mit  einem  Porträt,  101  Abbildnngen  im  Text 

und  2  Tafeln.    1904.    M.  18.—. 

Die  Featachrift  enthält  117  Abhandlungen  aus  den  Gkbieten  der 
Mathematik,  Physik,  Elektrotechnik  und  physikaliflchen  Chemie,  und 
die  bedeutendsten  Fachgelehrten  haben  daran  mitgearbeitet,  wir  nennen 
nur  die  Namen: 

S.  Arrhenins,  H.  du  Bois,  0.  Chwolson,  P.  Duhem,  H.  Ebert, 
J.  H.  yan*t  Hoff,  U.  Kayser,  W.  König,  E.  Lecher,  0.  Lehmann, 
H.  A.  Lorentz,  £.  Mach,  W.  Nemst,  G.  Neumann,  L.  Pfaundler, 
M.  Planck,  F.  Bichars,  E.  Riecke,  A.  R%hi«  C.  Runge,  A.  Sommerfeld, 
J.  D.  van  der  Waals,  £.  Wiedemann,  W.  Wien  u.  y.  a. 

Aus  den  Bespreohunsren: 

ZoHschrifl  für  du  Realschuiwesen,  XXIX.  Jahrg.,  Heft  4:  Fast  alle 
Gebiete  der  Physik  sind  vertreten,  in  erster  Reihe  die  Elektrizitftts- 
lehre,  dann  die  Optik,  die  Gastheorie,  die  Wärmelehre,  die  Molekular- 

eysik,  die  Mechanik,  die  physikalische  Chemie;  viele  der  Arbeiten 
üpfen  unmittelbar  an  Boltzmanns  eigene  Forschungen  an.  Einige 
wenige  der  Arbeiten  gehören  der  reinen  Mathematik  zu.  Der  inta> 
nationale  Charakter  des  Huldigungsaktes  drückt  sich  in  der  nationalen 
Zugehörigkeit  der  Mitarbeiter  und  in  den  Sprachen  aus,  die  hier  zu 
einem  harmonischen  Akkord  zusammenklingen:  Außer  aus  Osterreich 
(29)  und  Deutschland  (44)  sind  Beiträge  eingelangt  aus  Amerika  (8), 
England  (7),  Frankreich  (6),  Rußland  (6),  HoUand  (5),  Italien  (4)i 
Schweden  (4),  Norwegen  (1),  Belgien  (1),  Australien  (1),  Japan  (1), 
die  in  fünf  verschiedenen  Spracnen  abgefaßt  sind:  Deutsch  (90), 
Englisch  (15),  Französisch  (7),  Italienisch  {4\  Holländisch  (1). 

Was  bei  der  Festschrift  noch  besonders  freudig  berührt,  ist,  daß 
sie  nicht  einen  Nachruf  auf  einen  Gelehrten  bedeutet,  der  seine  Bahn 
bereits  durchmessen  hat,  sondern  einem  Manne  gilt,  der  noch  in  der 
voUen  Kraft  des  Scha£Fens  unter  uns  wirkt.  Oz. 

Die  Kontinuität 
des  gasförmigen  und  flüssigen  Zustandes 

von 

J.  D.  van  der  Waals. 

2  Teile, 
gr.  8^    1899—1900.    M.  9.—  ;  geb.  M.  11.—. 

I.  Teü:  Zweite,  verbesserte  Aufl.    VUr,  182  S.  mit  2  Tafeln.    1899. 

M.  4. — ;  geb.  M.  5. — . 

II.  Teil:  Binäre  Gemische,  gr.  8^  192  S.  mit  23  Figuren  im  Text  1900. 

M.  6.—  ;  geb.  M.  6. — . 


Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  in  Leipzig. 

Schloemilchs  Kaiidbuch  der  Mathematik 

Zweite  ÄmlliLgt. 
Herausgegeben  vod 

Prot  Dr.  B.  Henke  Dr.  B.  Heger 

Konrektor  cL  Aimeii-ReAlg/iiiDMiaiiis    Qnd   Hon.-Profeisor  an  der  K.  8.  Teehnledaen 
in  Dreeden  Hodiaehnle  and  GymnaBiel-Oberiahmr 

In  Dreiden. 

8  Bände.    Lex.  8^    Mit  vielen  Abbildungen  im  Text  and  anf  Tafeln« 
1904.    Preis  M.  60. — ;  in  Halbfranz  gebunden  M.  67.50. 

I.  Band.    Elementännathematik.    XII,  611  Seiten  mit  821  Figuren 

1904.    M.  20.—,  gebunden  M.  22.50. 
II.  Band.    Höhere  Mathematik,  I.  Teil.    VIII,  765  Seiten  mit  281 
Figuren  und  12  Tafeln.    1904.    M.  20.—,  geb.  M.  22.50. 
m.  Band.    Höhere  Mathematik,  II.  Teü.   VIII,  622  Seiten  mit  94  Fig. 
und  20  Tafeln.     1904.    M.  20.—,  gebunden  M.  22,50. 

Schloemilche  Handbuch  der  Mathematik,  das  in  seiner  ersten 
Auflage  innerhalb  des  Rahmens  der  Enzyklop&die  der  Naturwissen- 
schaften erschien,  ist  jetst  gänzlich  umgearbeitet  und,  auf  drei  Bände 
erweitert,  innerhalb  Jahresfrist  wieder  aufgelegt  worden. 

An  Stelle  des  verstorbenen  Verfassers  der  Abteilung  fiber  Ele- 
mentarmathematik F.  Bei  dt,  besorgte  Herr  Professor  Dr.  B.  Henke 
in  Dresden  die  Bearbeitung  dieser  Abteilung,  während  die  Abteilung 
Über  höhere  Mathematik  wieder,  wie  bei  der  ersten  Auflage,  Herr 
Professor  Dr.  B.  Heger  in  Dresden  bearbeitete. 

Die  Ausdehnung,  die  die  Mathematik  in  den  letzten  Jahren  er- 
fahren hat,  machte  es  notwendig,  das  bisher  in  zwei  Bänden  er- 
schienene Werk  in  drei  Bände  zu  zerlegen  und  mehrere  neue  Ab- 
schnitte einzufügen;  es  enthält  nunmehr  Band  I  die  Elementar- 
mathematik (Aridimetik  und  Alsebra,  Planimetrie,  Trigonometrie  und 
Stereometrie),  Band  II  und  lU  die  höhere  Mathematik,  und  zwair 
Band  II  die  darstellende  Geometrie,  die  analvtische  GkNDmetrie  der 
Ebene  und  des  Baumes  und  die  Dififerentialrechnung,  Band  HI  die 
Integralrechnung,  einen  Abriß  der  Ausgleichungsrechnung  (auf  Henk  es 
Grundlage),  die  mathematischen  GruncQaeen  der  Lebens-  und  Invaliden- 
versicherung (mit  versicherungstechniscnen  Tabellen)  und  eine  kurz- 
gefaßte Darstellung  der  mathematischen  Kartenentwur&lehre  sowie 
ein  Sachregister  zu  allen  drei  Bänden. 

Aus  den  Bespreohungren: 

.  'ZsNtchrfft  ffOr  StterrsicMsche  Gymnasltn :  Wir  glaaben,  dtO  du  Bach  fOr  dßa  ^Iwt^ 
Biadlom  auch  sobwlerlger  Partien  der  elementaren  und  höheren  Mathematik  aicfa  aehr 
gut  eignen  wird.  Die  YerL  mußten  au  dteeem  Zwecke  manche  Partie  breiter  geetalten, 
ala  ee  in  einer  Abhandlung  möglich  Ist,  und  es  mußten  auch  mehrfach  Wiedenolnngen 
eintreten.  Die  Klarheit  der  Darstellung,  die  msnnJgfaehe  Untenttktmng  dei  Textaa 
durch  sehr  gelungen  auegefUhrte  Figuren  nod  Tafeln,  wie  aich  diese  auf  die  darstellende 
Geometrie  bedehen,  werden  ledenfalls  stur  Brrelchung  des  angestrebten  Zweckes  bettragen. 

Zeitschrift  fOr  phyttktlitehe  Chomte:  Man  findet  die  Darstellung  Oberall  ungemein 
schlicht  bei  aller  sachlichen  Strenge,  und  so  wird  der  JOnger,  der  sich  diesen  seit  der 
halbTergeesenen  Bchulseit  Tom  Geruch  außerordentlicher  Schwierigkeiten  erflttlten  Hallen 
der  Not  gehorchend,  nicht  dem  eignen  Trieb,  su  nShem  wagt,  sieh  firenndlioh  berührt 
fühlen  Ton  der  Unmittelbarkeit,  mit  der  er  geflihrt  wird. 

Es  ist  keinem  Zweifel  unterworfen,  daß  das  bewährte  Werk  sich  auch  den  neu 
heranwachsenden  Geschlechtern  als  ein  suTerllssiger  und  Terhiltnismlßlg  bequemer 
Führer  bewihren  und  lieb  machen  wird. 
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